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Diese Aufgaben sind schriftlich auszuarbeiten und am 3. November
vor der Vorlesung abzugeben. Fiir jede Aufgabe gibt es 4 Punkte.

Aufgabe 1. Sei p ein Borel-Maf§ auf R" das nur Werte in {0,1} annimmt.
Dann gibt es xg € R", so dal i gleich dem Dirac-Ma8 4, ist.

Aufgabe 2. Die Menge Q der rationalen Zahlen sowie das Cantor-Diskontinuum
sind Nullmengen beziiglich des Lebesgue-Mafles A\ auf R.

Aufgabe 3. Zeigen Sie:

a) R"1 ist eine Nullmenge beziiglich des Lebesgue-Mafes auf R™ (wobei
R = {z e R" | z, = 0}).

b) Sei @ C R" eine Teilmenge, so daf} Q' C Q C @ fiir einen kompakten
Quader @’. Dann ist @ Lebesgue-messbar und A\(Q) = A\(Q’).

Aufgabe 4. Sei p* ein aufleres Mafl auf X. Zeigen Sie:

a) Ist N C X eine Nullmenge beztiglich p*, d.h. gilt ©*(N) = 0, so ist N
messbar.
b) Der Mafiraum (X, M (u*), ’ul*M(u*)) ist vollstandig.

Aufgabe 57 Sei (X, A, p) ein Mafiraum welcher o—endlich ist, d.h. sich zerlegen
148t in abzéhlbar viel Mengen endlichen Mafles. Zeigen Sie:

i) p*(F) :=inf{u(A) | A€ A, E C A} definiert ein &dufleres Mafl auf X.

ii) Fiir A € Agilt p*(A) = u(A) und A € M(u*).

iii) Jedes E € M(p*) mit p*(E) < oo ist von der Form AUN mit A € A
und N C N’ fiir eine Nullmenge N’ € A. (Tip: die Zerlegung kann
man konstruieren, indem man B, C' € A wihlt, so da} £ C B und
w(E) = u(B) sowie B\E C C und p*(B\FE) = p(C) gelten. Warum
geht das?)

iv) Zeigen Sie, daB sich jedes £ € M(u*) zerlegen lafit wie in iii). (Tip:
benutzen Sie hier die o—Endlichkeit.

Finen o—endlichen Mafiraum kann man also “vervollstandigen”, indem man p
zu einem Aufleren Mafl p* erweitert und dann wieder das (nach Caratheodory)
zu p* gehorige Mafl betrachtet. Folgern Sie:

v) Das Lebesgue-MaB} auf der o—Algebra der Lebesgue—messbaren Teil-
mengen des R” ist die Vervollstandigung des Lebesgue-Mafles auf den
Borel-Mengen.

(Hier gibt es 2 Bonuspunkte pro Teilaufgabe.)



