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Diese Aufgaben sind schriftlich auszuarbeiten und am 13. Dezember
vor der Vorlesung abzugeben. Fiir jede Aufgabe gibt es 4 Punkte.

Aufgabe 1. Sei M" eine Mannigfaltigkeit und seien Xj,...,X, Vektorfelder auf
einer offenen Menge U C M, so daf alle Lie-Klammern [X;, X;] verschwinden
und X7,..., X, punktweise linear unabhangig sind. Zeigen Sie, da X3,...,X, lokal
um jeden Punkt p € U als Gaufibasisfelder beziiglich einer Karte darstellbar sind.

Aufgabe 2. Sei F eine involutive Distribution vom Rang k auf einer Mannig-
faltigkeit M der Dimension n und (U, ) eine Karte. Sei 7: R" — R* die Pro-
jektion auf die ersten k& Koordinaten und d(m o ¢),|g, : E, — R¥ x {0} fiir alle
p € U bijektiv.

(i) Zeigen Sie, da durch d(7w o ¢),(X;(p)) = e;, Xi(p) € E, eindeutig glatte
kommutierende Vektorfelder (X;);<;<x auf U definiert werden.

(ii) Zeigen Sie, dafl die Fliisse dieser Vektorfelder lokale Parametrisierungen
der Integralmannigfaltigkeiten von E liefern.

Aufgabe 3. Seien X, Y Vektorfelder auf einer Mannigfaltigkeit M und sei &,
der lokale FluB von X. Dann erfiillt Y (¢) = (®_;).Y die Differentialgleichung
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vy = (@ ).[X,Y].

Iv () = (.. [x.Y)
Aufgabe 4. Seien V und W Vektorrdume mit Basen (vy, ... v,) und (wy, ... w,,)
und dualen Basen (vf,...,v}) und (wi,...,ws).

(i) Seien v* € V* und w € W. Bestimmen Sie die darstellende Matrix
von v* ® w € Hom(V, W) und ihren Rang. (Benutzen Sie V* @ W =
L(V,W*R) 2 L(V,W).)

(i) Zeigen Sie, dafl es fir A € Hom(V,W) ecindeutig besimmte Skalare
(aij)lgigm gibt, so daf

1<5<n
A= E CLijU; X w;

1<i<m
1<j<n

Was ist die Matrixdarstellung von A in den gegebenen Basen?
(iii) Sei V' = W. Zeigen Sie, daf fiir die Kontraktion v*(w) von v* ® w gilt

tr(v* ® w) = v*(w).
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Aufgabe 5. Sei A: V. — W eine lineare Abbildung und w € A"(W*) eine
k-lineare alternierende Form. Man definiert A*w € A"(V*) durch

A*w(vy, ..., v) = w(Avy, ..., Avg).

Zeigen Sie, daf} fiir jeden Endomorphismus A: V' — V eines n—dimensionalen
Vektorraumes V und w € A" (V*) gilt

A*w = det(A)w.



