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Diese Aufgaben sind schriftlich auszuarbeiten und am 20. Dezember
vor der Vorlesung abzugeben. Für jede Aufgabe gibt es 4 Punkte.

Aufgabe 1.

a) Sei V ein orientierter Euklidischer Vektorraum der Dimension n. Zeigen
Sie, daß es eine eindeutige Form ω ∈ Λn(V ∗) gibt, die einer (und damit
jeder) orientierten Orthonormalbasis die Zahl 1 zuordnet.

b) Transformieren Sie die Volumenform ω2 = dx ∧ dy von R2 auf Polarko-
ordinaten. Transformieren Sie die Volumenform ω3 = dx ∧ dy ∧ dz von
R3 auf sphärische Koordinaten und auf Zylinderkoordinaten. (Als Volu-
menform bezeichnet man allgemein eine Differentialform, die einer/jeder
positiv orientierten Orthonormalbasis das Volumen 1 zuordnet.)

Aufgabe 2. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Definieren Sie einen Atlas auf

Λk(T ∗M) := ∪̇p∈MΛk(T ∗pM),

der Λk(T ∗M) zu eine Mannigfaltigkeit macht, so daß die Projektion

π : Λk(T ∗M)→M

auf den Fußpunkt eine glatte Abbildung wird und eine differenzierbare k–Form
ω genau eine glatte Abbildung ω : M → Λk(T ∗M) mit π ◦ ω = idM ist.

Aufgabe 3. Zeigen Sie, dass für ω ∈ Ωk(M) und X0, . . . , Xk ∈ Γ(TM) gilt

dω(X0, . . . , Xk) =
k∑

i=0

(−1)iXi(ω(X0, . . . , X̂i, . . . , Xk))

+
∑

0≤i<j≤k

(−1)i+jω([Xi, Xj], X0, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xk).

Aufgabe 4. Sei f : M → Rn eine orientierte Hyperfläche, d.h. eine Immersion
einer orientierten (n−1)–dimensionalen Mannigfaltigkeit M . Bezeichne N : M →
Sn−1 die positive Gaussabbildung von f , d.h. Np steht senkrecht auf dfp(TpM)
und

N(p),
∂f

∂x1
(p), ...,

∂f

∂xn−1
(p)

ist positive Basis von Rn wenn (U,ϕ = (x1, ..., xn−1)) eine positive Karte und
p ∈ U ist. Dann ist ω = det(N, ...) die Volumenform von M bezüglich der von f
induzierten Geometrie.
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Zeigen Sie, daß in einer positiven Karte (U,ϕ = (x1, ..., xn−1)) gilt:

ω =

√
det(<

∂f

∂xi
,
∂f

∂xj
>) dx1 ∧ . . . ∧ dxn−1.

Im Fall von n = 3 gilt auch:

ω = ‖ ∂f
∂x1
× ∂f

∂x2
‖dx1 ∧ dx2.


