1 Topologie von metrischen Raumen

1.1 Metrische Riaume

Definition 1.1. Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d) bestehend aus einer
Menge X und einer Abbildung

d: X x X > R,
so daf fiir alle z, y, z € X gilt
e d(xz,y) > 0mit d(z,y) =0 < z =y,
e d(x,y) =d(y,x) und
e d(x,z) <d(z,y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung). (BILD)
Beispiel 1.2. 1. X =R oder X = C mit d(z,y) = |z — y|.
2. X = R" mit euklidischer Abstandsfunktion

(Beweis spéter.)
3. (Berliner U-Bahn Netz)
e X = {U-Bahnhofe in Berlin}

e d(x,y) = Minimale Anzahl von Stationen auf Weg von x nach y.

(Die analoge Definition fiir das Tiibinger Busnetz fiihrt nicht auf eine Metrik
im obigen Sinne. Warum?)

4. (Diskrete Metrik)

e X ist beliebige Menge
o d(z,y) = {0 T=Y
1 z#y

Definition 1.3. Ist (X,d) metrischer Raum und A C X, so nennt man die
Einschrankung d4 von d auf A die induzierte Metrik.

Bemerkung 1.4. (A, d,) ist wieder ein metrischer Raum.

Definition 1.5. Eine Teilmenge A C X eines metrischen Raumes (X, d) nennt
man beschrinkt, wenn es M gibt mit d(x,y) < M fiir alle z, y € A. Der Durch-
messer von A ist

diam(A) = {SUp{d(:p,y) | z,y € A}  falls A beschrénkt

o0 sonst



1.2 Topologie eines metrischen Raumes

Definition 1.6. Sei (X, d) ein metrischer Raum.
e Fiir ¢ > 0, a € X bezeichne
Ucla) :={zr € X |d(z,a) < €}
die offene e-Umgebung von a oder offene e-Kugel um a.
e O C X heifit offen, wenn es fiir jedes a € O ein € > 0 mit U.(a) C O gibt.

Bemerkung 1.7. Jede offene e-Umgebung U,(a) eines Punktes a € X in einem
metrischen Raum (X, d) ist eine offene Menge.

Beweis. Fiir z € Uc(a) ist d(x,a) < e. Wegen der Dreiecksungleichung liegt damit
Ue(x) mit € =€ —d(z,a) ganz in Uc(a), denn y € Uy (x) impliziert

d(a,y) < d(a,z) +d(z,y) < d(a,z) + € =d(a,z) + (e — d(a,z)) =€

und somit y € U(a). (BILD)
[

Das System aller offenen Mengen eines metrischen Raumes ist eine Topologie
im Sinne der folgenden Definition:

Definition 1.8. Eine Menge T von Teilmengen einer Menge X heif3t Topologie,
falls

)0, XeT,
11) O]_, 02 G T = Ol m 02 E T (d.h. T ist stabil unter endlichen Durchschnitten) und
111) O’L - T fllI‘ Z € I — U’LEI O’L - T (d.h. T ist stabil unter beliebigen Vereinigungen).

(X, T) heifit dann ein topologischer Raum.

Konvention: Wir betrachten in dieser Vorlesung “offiziell” nur metrische Raume.
Viele Konstruktionen funktionieren aber auch fiir allgemeine topologische Raume.
Wenn dies ohne Mehraufwand moglich ist bevorzugen wir im Folgenden all-
gemeingiiltige Formulierungen. Konstruktionen, die nur in metrischen Rdumen
funktionieren, werden explizit gekennzeichnet.

(Der Rest dieses Abschnitts {ibertriagt sich wértlich auf den Fall allgemeiner topologischer Rdume.)
Definition 1.9. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

o A C X heiit abgeschlossen, falls X'\ A offen ist.



e U C X heiit Umgebung von a € X, falls es eine offene Menge O C X gibt
mit a € O C U.

(Jede offene e-Umgebung Uc(a) eines Punktes a € X in einem metrischen Raum (X, d) ist eine Umgebung von a, da sie

offen ist, vgl. Bemerkung [1.7).

Bemerkung 1.10. Wir haben hier basierend auf dem Begriff “offene Menge” er-
kléart, was “abgeschlossene Mengen” und “Umgebungen” sind. Man kénnte auch
umgekehrt vorgehen und offene Mengen iiber den Begriff abgeschlossene Menge
bzw. Umgebung charakterisieren:

e O C X ist offen < X\O ist abgeschlossen.

e O C X ist offen & O ist Umgebung aller Punkte a € O.

(Entsprechend kann man eine Topologie auf einer Menge definieren, indem man ein konsistentes System abgeschlossener Mengen
oder Umgenbungen vorgibt. Zum Beispiel ist eine Menge A von Teilmenge einer Menge X genau dann ein System abgeschlossener
Mengen beziiglich einer Topologie auf X, wenn A stabil unter endlichen Vereinigungen und belieben Durchscnitten ist sowie 0,

X € A gilt.)

Beispiel 1.11. 1. Beziiglich der euklidischen Abstandsfunktion auf R? ist die
offene e-Umgebung U,(a) eines Punktes a € R? eine offene Kreisscheibe
mit Mittelpunkt ¢ und Radius €. Der Rand der Scheibe gehort nicht dazu.
(BILD)

2. Fir a, b € X =R, a < b mit Standardmetrik d(z,y) = |z — y| ist
[ ]

a, b| offen,

i
a, b] abgeschlossen,

b[ sowie |a, b] weder offen noch abgeschlossen,
[ ]

a, oo[ offen und

]

[
° [a,

la, o0
e [a,00

a, oo[ abgeschlossen.

3. In einer Menge (X, d) mit diskreter Metrik ist jede Teilmenge offen. (Die
Topologie, beziiglich der jede Teilmenge offen ist, bezeichnet man auch als
diskrete Topologie.)

Beweis. Da Uy js(a) (wie immer) offen ist und hier Uy jo(a) = {a} gilt, ist
jede Teilmenge offen (denn jedes O € X ist O = J ., U12(a)). O
Definition 1.12. Sei (X, d) ein metrischer Raum, Y C X.
e Das Innere bzw. der offene Kern Y von Y ist
y= |J o
O offen,0OCY

also die grofite offene Menge, die in Y enthalten ist.



e Die abgeschlossene Hiille Y von Y ist
Y = N A,
A abgeschlossen,Y CA

also die kleinste abgeschlossene Menge, in der Y enthalten ist.

e Der Rand 9Y von Y ist L
Y =Y\Y.



Bemerkung 1.13. Es gilt:

oV = {y € Y | Y ist Umgebung von y},

(o}

—~ _
e YV =X\ (X\Y)undsomit Y = {z € X | jede Umgebung von z schneidet Y},

_ —N— ——
e Y =Y\YV = (X\(X\Y))\Y = X\((X\Y)UY), womit 0Y abgeschlossen
ist und gilt Y = {z € X | jede Umgebung von z schneidet ¥ und X\Y'}.

Beispiel 1.14. 1. Sei X = R? mit euklidischem Abstand und
Y ={(x,y) | 2* +y* <1und x > 0 oder 2> +y* < 1 und = < 0}.
Dann ist (BILD)

oV ={(z,y) | 2* +y* <1},
oV ={(z,y) | 2*+y* <1} und
o OY ={(z,y) | 2* +y*=1}.

2. Die Begriffe offen und abgeschlossen sowie die Operationen Y ~~ }O/, Y und
dY haben nur relativ zum umgebenden Raum X eine Bedeutung! Sei

Y = {(2,5.0) € B® | 2”4 4” < 1}.

e Betrachtet man Y als Teilmenge von X = R3, dann ist
— Y =0 und
— Y =9Y ={(z,y,0) € X | 22 +¢* < 1}.
e Betrachtet man Y als Teilmenge von X = {(z,y,0) | (z,y) € R?}
ausgestattet mit der von R? induzierten Metrik, so ist
— Y=Y,
— Y ={(2,9,0) € X |22 +3*> <1} und
— Y ={(z,y,0) € X | 2* + y* = 1}.

3. Sei X = R mit Standardmetrik und Y = Q. Dann ist Y = 0, Y = X und
dY =R.

Definition 1.15. Eine Teilmenge Y eines metrischen Raumes (X, d) heifit dicht,
falls Y = X.



1.3 Konvergenz von Folgen

Definition 1.16. Eine Folge (z,)nen in einem metrischen Raum (X, d) konver-
giert gegen a € X, wenn jede Umgebung von a fast alle (d.h. alle bis auf endlich
viele) Folgenglieder enthélt.

Schreibweise: a heifit dann Limes oder Grenzwert von (z,)nen. Fir Kon-
vergenz von (Z,)nen gegen a € X schreibt man auch

a= lim z, oder T, — a.
n—oo n—o0

Eine nicht konvergente Folge heifit divergent.
Bemerkung 1.17. Die folgenden Aussagen sind dquivalente Charakterisierungen
der Konvergenz von (z,).en gegen a € X:
i) fiir jede Umgebung U von a gibt es ein N, so dafi fiir allen > N gilt x,, € U,
ii) fiir alle € > 0 gibt es ein N, so daf fiir alle n > N gilt d(a, x,) <€,

iii) lim, e d(a,x,) = 0, d.h. der Abstand d(a, x,) ist eine (reelle!) Nullfolge
(wie in Analysis I).

Insbesondere stimmt fiir X = R mit der Standardmetrik diese Definition der
Konvergenz von Folgen mit der aus Analysis I iiberein.

Die Definition der Konvergenz von Folgen iibertragt sich wortlich auf all-
gemeine topologische Ridume. Anders als im allgemeinen Fall ist fiir metrische
Réume der Grenzwert von Folgen, sofern er existiert, auch eindeutig. Das ist eine
direkte Konsequenz der im folgenden Satz bewiesenen Hausdorff-Eigenschaft:

Satz 1.18. Metrische Rdaume haben die Hausdorff-Eigenschaft, das heif§t fiir x,
y € X mit x # y gibt es Umgebungen U, V von x bzw. y mit U NV = .

d(z,y)

Beweis. Fir z, y € X mit x # y setze € = > 0. Dann sind die offenen
e-Umgebungen U = U(z) und V = U.(y) um z bzw. y disjunkt, denn gébe es
ze UNV,so wire

d(z,y) <d(z,2) +d(z,y) < e+e=d(z,y)
(was ein Widerspruch ist). (BILD) O

Einen topologischen Raum mit Hausdorff-Eigenschaft bezeichnet man auch
als Hausdorff~Raum. Die Hausdorff-Eigenschaft ist eine sogenannte Trennungs—
Eigenschaft: in einem Hausdorff-Raum kann man je zwei verschiedene Punkte
trennen, indem man disjunkte Umgebungen der Punkte angibt.)



Beispiel 1.19. Ein Beispiel fiir einen topologischen Raum, der die Hausdorff-
Eigenschaft nicht erfiillt, ist eine Menge X mit mindestens zwei Elementen und
der Topologie T = {0, X}. Beziiglich dieser Topologie hat jedes Element nur
eine Umgebung, ndmlich X selbst. Insbesondere konvergiert in X also jede Folge
gegen jeden Punkt von X.

Satz 1.20. FEine Folge (zx)ren in R™ konvergiert beziiglich der euklidischen Me-
trik gegen a € R™ < die Komponentenfolgen konvergieren gegen die Komponen-
ten von a.

Beweis. Sei
L1k a1

Ty = und )

Tk an

dann ist k—) a aquivalent zu limy,_, o, \/(xlk —a1)®>+ ...+ (xpr — a,)? = 0und
—00

somit zu limy_,(xj, — a;) =0 fir j =1,...,n. O
Satz 1.21. Fir eine Teilmenge A C X eines metrischen Raumes (X,d) sind
dquivalent

i) A ist abgeschlossen

i) fiir jede konvergente Folge (xy,)nen in X mit x, € A liegt auch der Grenzwert
i A.

(ii) = i) gilt in allgemeinen topologischen Rdumen nicht.)

Beweis. 1) = ii) Sei (2, )nen eine konvergente Folge in X mit x,, € A. Jede Umgen-
bung U des Grenzwertes x enthilt fast alle z,,, hat also nicht-leeren Durchschnitt
mit A. Damit gilt 2 € A und, weil A abgeschlossen und somit A = A, auch z € A.

ii) = i) Sei # € A. Wihle z,, € Uy,(z) N A. Die Folge (x,)nen konvergiert

dann gegen x. Also ist z € A. Damit gilt A = A und A ist abgeschlossen. O

Beispiel 1.22. Sind A, ..., A, C R abgeschlossen, so ist A; x ... x A, C R”
abgeschlossen. (Folgt aus den beiden vorhergehenden Sétzen.)

(Der Rest dieses Abschnitts iibertrdgt sich nicht auf allgemeine topologische Rédume.)

Definition 1.23. e Eine Folge (z,),eny in einem metrischen Raum (X, d)
heifit Cauchy—Folge, falls es fiir jedes € > 0 ein N gibt mit d(z,,, z,) < €
fir alle m, n > N.

e (X, d) heiit vollstindig, wenn jede Cauchy—Folge konvergiert.
Jede konvergente Folge ist eine Cauchy—Folge.

Beispiel 1.24. R ist vollstdndig. (Fiir n = 1 wurde das in Analysis I gezeigt.
Der allgemeine Fall folgt aus Satz[1.20, da die Komponentenfolgen einer Cauchy—
Folge in R™ Cauchy—Folgen in R sind.)



Satz 1.25. Sei (X,d) vollstindiger metrischer Raum, A C X. Dann ist A mit
der induzierten Metrik d4 vollstindig < A C X ist abgeschlossen.

Beweis. “=" Wegen Satz reicht es zu zeigen, dafl eine in X konvergente
Folge, deren Glieder in A liegen, einen Grenzwert in A hat. Dies folgt daraus,
daB jede konvergente Folge Cauchy ist und A vollsténdig ist.

“<”" Sei (2p)nen eine Cauchy—Folge in A. Da X vollstiandig ist, konvergiert
die Folge in X. Wegen Satz liegt der Grenzwert in A. O

Beispiel 1.26. Jede abgeschlossene Teilmenge des R™ ist vollstédndig. (Folgt aus
dem vorhergehenden Beispiel und Satz.)

1.4 Stetige Abbildungen

Definition 1.27. Eine Abbildung f: X — Y zwischen metrischen Raumen ist
stetig in x € X, wenn es fir jede Umgebung V' von f(z) eine Umgebung U von
x gibt mit f(U) C V. Sie ist stetig, wenn sie in jedem Punkt stetig ist.

(Aquivalent ist f stetig in =, wenn das Urbild jeder Umgebung von f(z) eine Umgebung von x ist. Diese Umformulierung
der Definition ist dichter am zweiten Punkt der folgenden Bemerkung; die obige Deﬁnitionmvon Stetigkeit ist dhnlicher der

Definition aus Analysis I, vgl. den ersten Punkt der folgenden Bemerkung.)

Bemerkung 1.28. e f ist stetig in x < fiir alle € > 0 gibt es § > 0 mit

fUs(x)) C Uc(f(x))

bzw.
dx(z,2") <6 = dy(f(z), f(z')) <e fiir alle 2’ € X

(wobei dx und dy die Metriken auf X und Y bezeichnen).

o [ ist stetig < fiir alle O C Y offen ist f~1(O) offen in X & fiir alle ACY
abgeschlossen ist f~!(A) abgeschlossen in X (Hausaufgabe Blatt 2)

Satz 1.29. (Folgenkriterium fiir Stetigkeit) Eine Abbildung f: X — Y zwischen
metrischen Rdumen ist genau dann stetig in x € X, wenn fir jede Folge (x,,)nen
m X gilt

n—oo n—oo

Beweis. “=" Sei (xy,)nen eine Folge mit x,, — x. Da f stetig ist, gibt es zu jeder

n—oo

Umgebung V' von f(x) eine Umgebung U mit f(U) C V. Fast alle Folgenglieder
von (&, )nen liegen in U. Damit liegen fast alle Folgenglieder von (f(z,))nen in V.

“<” Angenommen f ist nicht stetig in x. Dann gibt es eine Umgebung V' von
f(x) ohne “passende” Umgebung U von x. Insbesondere gibt es zu jedem n ein
T, € Upjp(x) mit f(x,) ¢ V. Das ist ein Widerspruch, denn (z,)nen konvergiert
gegen x aber (f(z,))nen konvergiert nicht gegen f(x). O



(In allgemeinen topologischen Réumen gilt nur “=7.)

Beispiel 1.30. 1. Die Abbildungen
e R? %R, (v,y)—~z+y
e RS R, (v,y)—~z-y
o {(z,y) ER*[y#0} =R, (z,y) = z/y
sind stetig. (Mit den Sétzen[1.29 und [1.20]folgt das direkt aus den Regeln fiir

Grenzwerte von Summen, Produkten bzw. Quotienten zweier konvergenter
Folgen aus Analysis I.)

2. Mit den gleichen Argumenten sind auch

e R" X R" - R" (z,y)—xz+y

e RxR" - R" (\z)— A -x

e R" xR" = R, (z,y) = > i,z
stetig.

3. Genauso folgt Stetigkeit von Abbildungen, die polynomial in den Koordi-
naten sind, z.B.

det: Myun(R) = R (ai;) — Z sgN(0) g1y * * * Gno(n)-

4. Die Abbildungen

o f=pri: R" =R (xq,...,2,) — x; und

e g R>R"z—x-¢,=(0,..,2,..0)

sind stetig (auch eine direkte Konsequenz der Sitze und [1.20)).

Lemma 1.31. Ist f: X7 — X, stetig in p und g: Xo — X3 stetig in f(p), so ist
go [ stetig in p.

Beweis. Sei Us eine Umgebung von (g o f)(p). Dann gibt es eine Umgebung Us
von f(p) mit g(Uy) C Us und eine Umgebung U; von p mit f(U;) C Us. Also ist
(go f)(U1) C Us. (BILD) O

Korollar 1.32. Fine Abbildung f: X — R"™ von einem metrischen Raum X
nach R™ st genau dann stetig, wenn die Komponentenfunktionen f; = pr;o f
stetig sind.
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Beweis. “=" Folgt aus dem vorhergehenden Lemma, da pr; stetig ist (Teil 4 des
vorhergehenden Beispiels).

“«<” Sind die f; stetig, so ist wegen Teil 2. und 4. des vorhergehenden Beispiels
auch

fi 0
|0 :
f= o

0 £,

stetig.
[l

Wichtig! (Das vorhergehende Korollar und das folgende Beispiel zeigen:)
o Esgilt: f: X — R” stetig & alle Komponentenfunktionen sind stetig

e Aber: f: R™ — Y stetig 2 x; = f(21, . Ty ooy Ty), T4, J F 0 fest, stetig

Beispiel 1.33. (Fiir Stetigkeit in Null reicht es nicht aus, dal f entlang der
Achsen stetig ist.) Wir betrachten f: R? — R definiert durch

o) — mﬁJyz (z,y) # (0,0)
fe.y) {0 (z.y) = (0,0).

Dann sind = +— f(z,0) und y — f(0,y) stetig, d.h. f ist “stetig entlang der
Koordinatenachsen”. Entlang aller anderen Geraden durch Null ist f jedoch un-
stetig: betrachtet man f entlang der Geraden y = Az mit Steigung \ € R, so gilt
flz,Ax) = ﬁ falls  # 0. Fiir A # 0 ist also der Grenzwert von f(1/k,\/k)
fiir K — oo nicht gleich f(0,0) = 0. Da aber (1/k, \/k) fiir k — oo gegen (0,0)

konvergiert, kann f in (0,0) nicht stetig sein.

Beispiel 1.34. (Fiir Stetigkeit in Null reicht es nicht aus, daf f in Richtung aller
Geraden durch Null stetig ist.) Sei f: R? — R definiert durch (BILD)

0 sonst.

Fiir alle A € Rist z — f(z, Az) stetig in z = 0. Auch y — f(0,y) ist stetig. Aber
f(1/k,1/k*) = 1 fiir alle k& € N. Also konvergiert (1/k,1/k?) fiir k — oo gegen
(0,0), aber f(1/k,1/k?) konvergiert nicht gegen f(0,0) = 0, womit f in (0,0)
unstetig ist.
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Erinnerung (Analysis I)

In den folgenden beiden Abschnitten werden wir unter anderem diese drei wich-
tigen Tatsachen aus der Analysis I verallgemeinern:

1. (Zwischenwertsatz) Ist f: I — R stetig auf einem Intervall I, so ist auch
f(I) ein Intervall, d.h. fiir a, b € I werden alle Werte zwischen f(a) und
f(b) angenommen.

2. (Satz vom Maximum/Minimum) Ist f: [a,b] — R stetig auf einem kom-
pakten Intervall [a, b], so nimmt f Maximum und Minimum an.

3. Eine stetig Funktion f: [a,b] — R auf einem kompakten Intervall [a, b] ist
gleichméBig stetig.

1.5 Zusammenhingende Riume

Angenommen f: X — R ist eine stetige Abbildung von einem metrischen Raum
X nach R, fiir die “der Zwischenwertsatz nicht gilt”, d.h. es gibt Punkte p und
q € X fiir die ein Wert R € R mit

flp) <R < f(q)

nicht angenommen wird, es also kein r € X gibt mit R = f(r). Dann sind
U= f"Y]—o0,R]) und V = f~(]R, oc[) zwei nicht-leere offene Teilmengen mit

UuV =X und Unv =1.

Definition 1.35. Ein metrischer Raum (X, d) heiit zusammenhdingend, falls fiir
alle offenen Teilmengen U, V C X

UUV=X und UNV =10 = U=0 oder V=0.

Bemerkung 1.36. Ein Raum X ist genau dann zusammenhéngend, wenn X und
() die einzigen Teilmengen sind, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind.

Der folgende Satz verallgemeiert den Zwischenwertsatzes aus Analysis I

Satz 1.37. Ist (X,d) zusammenhdngend und f: X — R stetig, so gibt es fiir alle
p, € X und R € R mit f(p) < R< f(q) einr € X, so daff R= f(r).

Beweis. Der Satz folgt direkt aus den Betrachtungen am Anfang des Abschnitts
(vor Definition [1.35]). O

Definition 1.38. Eine Teilmenge B C X eines metrischen Raumes (X, d) ist
zusammenhdngend, wenn (B, dg) mit der induzierten Metrik zusammenhéngend
ist, d.h. wenn fiir alle in X offenen Mengen U, V C X gilt

BcUUV und UNVNB=0 = UNB=0 oder VNB=0.
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Beispiel 1.39. Eine Teilmenge I C R ist genau dann zusammenhéngend, wenn
sie ein Intervall ist (d.h. wenn fiir alle p, g € Tund r e Rgilt p<r < qg=r € I).

Beweis. “=" Annahme [ ist kein Intervall. Dann gibt es p < r < ¢ mit p, ¢ € 1
und 7 ¢ I. Damit sind U =] — oo, r[ und V' =]r, oo[ offene Teilmengen von R mit
IcUUVudUNVNI=0.DaUNI und VNI nicht leer sind (denn sie
enthalten p bzw. ¢), ist I nicht zusammenhéngend.

“<=” Annahme [ ist Intervall aber nicht zusammenhéngend, d.h. es gibt offene
Mengen U, V CRin R mit I C UUV sowie UNV NI =0, aber U NI # () und
Vnil#0.

Seip e UNITund g € VNI. ObdA sei p < g (sonst vertauschen wir U und V).
Wir definieren

r=sup{t € R | [p,t] CUNI}.

Nach Konstruktion ist p < r < qund r € [I.

Es gilt entweder » € U oder » € V. Im ersten Fall gibt es, da U offen und
[p,q] C Iist, ein € > 0 mit [p,r+¢] C UNI, was der Definition von r widerspricht.
Im zweiten Fall gibt es, da V offen und [p,q] C I ist,eine >0 mitr—e € VN 1I.
Da VNI und UNI disjunkt sind, widerspricht auch das der Definition von r. Die
Annahme [ sei nicht zusammenhéngend fiithrt also auf einen Widerspruch.  [J

Mit diesem Beispiel folgt der klassische Zwischenwertsatz (wie in Analysis I)
aus Satz und Satz folgt aus dem folgenden Satz.

Satz 1.40. Ist f: X — Y stetig und X zusammenhdingend, so ist auch f(X)
zusammenhdngend.

Beweis. Seien U, V C Y offene Mengen mit f(X) C UUV und f(X)NUNV = 0.
Dann sind die offenen Mengen f~!(U) und f~!(V) eine disjunkte Zerlegung von
X. Da X zusammenhéngend ist, muss also eine der beiden Mengen leer sein und

somit f(X)NU =0 oder f(X)NV = 0 gelten. O
Satz 1.41. Fiir Teilmengen A C B C A C X eines metrischen Raumes gilt

A zusammenhdingend = B zusammenhdngend.

Beweis. Seien O;, Oy C X offen und B C O; U Oy sowie BN O; N Oy = 0.
Da A zusammenhingend ist, gilt dann O; N A = () oder O, N A = (). OBdA sei
O1 N A = (. Dann muss auch BN O; = ) gelten, denn géibe es b € BN Oy, so
miifite wegen b € A auch O; N A nicht leer sein. m

Definition 1.42. Ein metrischer Raum ist wegzusammenhdngend, wenn es fiir
alle p, ¢ € X eine stetige Abbildung c: [0, 1] — X gibt mit ¢(0) = p und ¢(1) = q.
(BILD)

Ubungsaufgaben (Blatt 2):
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e wegzusammenhingend = zusammenhéngend

o {(z,y) € R* | entweder z = 0 oder y = sin(1/x)} ist zusammenhingend
abeI‘ HlCht Wegzusammenhangend (Man kann zeigen, daf3 offene Mengen in R™ genau dann wegzu-

sammenhéngend sind wenn sie zusammenhéngend sind.)

1.6 Kompaktheit
Definition 1.43. Sei X ein metrischer Raum.
e Eine offene Uberdeckung von X ist eine Familie (U;);e; von offenen Mengen
mit
x=Ju.
iel

e X heiflt kompakt, wenn jede offene Uberdeckung (U;)se; eine endliche Teiliiber-
deckung hat, d.h. es eine endliche Menge I C I gibt mit X = J,., U;.

(Fiir allgemeine topologische Rdume fordert man in der Definition von Kompaktheit meist noch, dafl X Hausdorff ist.)
Achtung! Kompaktheit ist nicht gleichbedeutend dazu, dafl es eine endliche
Uberdeckung gibt (denn die gibt es immer).
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Bemerkung 1.44. Fine Teilmenge A C X eines metrischen Raumes (X, d) ist
kompakt, wenn (A, d4) mit der induzierten Metrik d4 kompakt ist. Das ist genau
dann der Fall, wenn fiir jede Familie (U;);e; von offenen Mengen in X mit A C
U, Ui schon fiir ein endliches I' C I gilt A C U, Us

Beispiel 1.45. Ist (x,),en eine gegen z konvergente Folge. Dann ist
A={z,|neN}u{z}
kompakt.

Beweis. Sei (U;);es eine Familie offener Menge in X, die A tiberdeckt. Dann gibt
es i, € I mit x € U;,. Wegen der Konvergenz der Folge liegen fast alle x,, in Uj,.
Die endlich vielen Folgenglieder aulerhalb von U;, kann man durch endlich viele
Mengen in der Familie iiberdecken. O

1.6.1 Satz von Heine—Borel

Der Satz von Heine-Borel charakterisiert kompakte Teilmengen des euklidischen
Raumes. Der Beweis ist aufgeteilt in ein Beispiel und zwei vorbereitende Sétze,
die beide auch in einem allgemeineren Rahmen gelten.

Beispiel 1.46. Seien [, = [ay, bi], K = 1, ..., n abgeschlossene und beschrénkte
Intervalle in R. Dann ist ) = I; X ... x I, C R™ kompakt.

Beweis. Sei (U;);er eine Familie offener Menge in R™ die @) iberdeckt. Wie neh-
men an, es gibt keine endliche Teiliiberdeckung. Durch Halbierung der Intervalle
zerlegen wir den Quader in 2" kleinere Quader. Von diesen besitzt mindestens
einer keine endliche Teiliiberdeckung. Durch sukzessives Halbieren der Intervalle
kann man eine Folge (Qg)reny von Quadern konstruieren mit

e Qr+1 C Qp und diam(Qk) = 55 diam(Q)
e (), hat keine endliche Teiliiberdeckung.

Nach dem Intervallschachtelungsprinzip (angewandt auf die Seiten der Quader)
gibt es genau ein x € R"” mit {x} = [, Qk. Nun gibt es iy und e mit U(z) C Uj,.
Weil die Durchmesser der Quader beliebig klein werden, gilt dann aber Q) C U,
fiir k£ grof genug. Widerspruch. [

Satz 1.47. Sei A C X eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes. Dann
ist A abgeschlossen und beschrdnkt.

Beweis. A ist beschrinkt: OBdA sei A # () und x € A. Dann ist

U,=U,(z)={ye X |d(z,y) <n}, neN
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eine offene Uberdeckung von A. Da es eine endliche Teiliiberdeckung gibt, ist
A C Uy fiir ein N. Damit ist wegen der Dreiecksungleichung diam(X) < 2N.
(BILD)

A ist abgeschlossen: sein x € X\A. Dann gibt es wegen der Hausdorff-
Eigenschaft fiir jeden Punkt p € A disjunkte offene Mengen U, und V,, mit p € U,
und x € Vj,. Da die (U,),ea eine offene Uberdeckung von A bilden, gibt es endlich
viele Punkte py, ...., p, mit X C U, U...UU,, . Damit ist V,, N...NV,, eine offene
Umgebung von z, die A nicht schneidet. Also ist X'\ A offen. O

(Abgeschlossenheit von kompakten Teilmengen gilt mit dem gleichen Argument fiir allgemeine Hausdorff-Rédume.)
Satz 1.48. Jede abgeschlossene Teilmenge eines kompakten Raumes ist kompakt.

Beweis. Sei A C X eine abgeschlossene Teilmenge eines kompakten Raumes
und (U;)ier eine Uberdeckung von A durch offene Teilmengen von X. Dann ist
(X\A, Uy)ier eine offene Uberdeckung von X und es gibt i1,...,i,, so daB X von
X/AUU;, U...UU, tberdeckt wird. Insbesondere wird A von U;; U ... U U;,
iiberdeckt. O

Satz 1.49. (Heine—Borel) A C R™ ist genau dann kompakt, wenn A abgeschlossen
und beschrdnkt ist.

Beweis. “=" gilt mit Satz [1.47] “<” Da A beschriankt ist, gibt es wegen Bei-
spiel einen kompakten Quader @) mit A C ). Da A abgeschlossen ist, ist A
somit wegen Satz [1.48 auch kompakt. O

Beispiel 1.50. (Es gibt metrische Rdume, in denen die Heine-Borel-Eigenschaft
nicht gilt.) Sei X eine Menge und B(X,R) = {f: X — R | f beschrinkt} mit
Metrik

d(f,9) = sup|f(z) — g()|.

zeX

Dann ist A= {4, | x € X} mit

{3 15

abgeschlossen (da das Komplement offen ist) und beschréankt. Wenn X keine
endliche Menge ist, ist A nicht kompakt, denn die offene Uberdeckung (U,)ecx
mit U, = Uyja(x) besitzt dann keine endliche Teiliiberdeckung.

(Im Abschnitt iber normierte Vektorraume werden wir zeigen, dafl die Heine—
Borel-Eigenschaft genau fiir endlichdimensionale Vektorrdume gilt.)
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1.6.2 Satz von Bolzano—Weierstraf}

Definition 1.51. Ein metrischer Raum X heifit folgenkompakt, wenn jede Folge
in X eine konvergente Teilfolge hat.

Satz 1.52. (Bolzano—Weierstraf$) Ein metrischer Raum X ist genau dann kom-
pakt, wenn er folgenkompakt ist.

(In allgemeinen topologischen Rdumen gilt weder die Implikation “kompakt = folgenkompakt” noch “folgenkompakt =

kompakt” .)

Beweis. “=" Sei (z)ren eine Folge, die keine konvergente Teilfolge besitzt. Dann
gibt es fiir jedes p € X eine Umgebung U, die nur endliche viele Folgenglieder
enthélt. (Sonst gédbe es p € X mit der Eigenschaft, dafi jede Umgebung von
p € X unendlich viele Folgenglieder enthélt. Insbesondere gébe es dann eine
Teilfolge x,,, mit x,, € Uy (p) fiir alle k € N. Diese Teilfolge wiirde dann gegen p
konvergieren.) Die offene Uberdeckung (U,),cx hat eine endliche Teiliiberdeckung
Up,,...,Up, . Damit kann auch X = U,, U...UU,, nur endliche viele Folgenglieder
enthalten. Widerspruch.

“<” Folgt aus Lemma [I.53] und Lemma [1.54] unten. O

Lemma 1.53. Sei X ein folgenkompakter metrischer Raum. Dann gibt es zu
jeder offenen Uberdeckung (U;)ier ein 6 > 0, so daf jede offene §—Umgebung
Us(z), € X in einem U; liegt. (§ wird als Lebesgue-Zahl der Uberdeckung
bezeichnet.)

Beweis. Angenommen, es gibt kein §. Dann gibt es fiir jedes n € N ein z,,, so daf3
Ui/n(zy) in keinem U; liegt. Sei x,, eine gegen x konvergente Teilfolge. Dann gibt
es ein € > 0 mit U, (z) C U, fiir ein iy € I. Das widerspricht unserer Annahme,
denn Uy /p, (2,,) C Uc(z) fiir groBe k. O

Lemma 1.54. Sei X ein folgenkompakter metrischer Raum. Dann gibt es zu
jedem & > 0 eine endliche Uberdeckung von X durch offene 6—Umgebungen.

Beweis. Angenommen, fiir ¢ gibt es keine endliche Uberdeckung. Dann kann man
eine Folge (z,)nen konstruieren mit d(z,,x,) > § fiir alle m # n. Diese Folge
hat keine konvergente Teilfolge, da keine Teilfolge eine Cauchy—Folge ist. m
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Korollar 1.55. Jeder kompakte metrische Raum ist vollstindig.

Beweis. Sei (z,)nen eine Cauchy—Folge. Dann gibt es nach Bolzano—Weierstraf3
eine konvergente Teilfolge. Eine Cauchy—Folge mit konvergenter Teilfolge ist aber
selbst konvergent. O

1.6.3 Stetige Abbildungen auf kompakten Riumen

Satz 1.56. Ist f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen Rdumen
und X kompakt, so ist auch f(X) CY kompakt.

Beweis. Sei (U;)ier eine Uberdeckung von f(X) durch in Y offene Mengen. Dann
ist (f~*(U;))ies eine offene Uberdeckung von X. Diese besitzt eine endliche Teil-
iiberdeckung f~Y(U;,), ..., f~*(U;,). Damit ist U;,, ..., U;, eine endliche Uber-
deckung von f(X). O

Satz 1.57. (Ezistenz von Mazimum und Minimum) Sei f: X — R eine stetige
Funktion auf einem kompakten metrischen Raum X. Dann nimmt f thr Maxi-
mum und Minimum an.

Beweis. Nach dem vorhergehenden Satz ist f(X) C R kompakt, also abgeschlos-
sen und beschrinkt (Satz von Heine-Borel). Damit enthélt die Menge f(X)
ihr Supremum und Infimum: sei zum Beispiel (z,),en eine Folge in X, fir die
(f(xn))nen gegen das Supremum konvergiert. Da f(X) abgeschlossen ist, liegt
auch der Grenzwert der Folge in f(X) (Satz[L.21). O

(Die beiden vorhergehenden Sitze gelten fiir allgemeine topologische Rédume, der folgende benétigt metrische Rdume.)

Definition 1.58. Eine Abbildung f: X — Y zwischen metrischen Rdumen heifit
gleichmdfig stetig, wenn es fiir jedes € > 0 ein § > 0 gibt mit

d(z,y) <o = d(f(z),f(y) <e
fir alle z, y € X.

(Erinnerung: f ist stetig, wenn es fiir jedes z und € > 0 ein § > 0 gibt mit d(z,y) < 6§ = d(f(z), f(y)) < € fiir alle y € X.

Im Gegensatz zur gleichméBigen Stetigkeit kann & hier von z anhingen.)

Satz 1.59. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen Rdumen.
Ist X kompakt, so ist f gleichmdf$ig stetig.

Beweis. Sei e > 0. Fiir z € X gibt es 9, > 0 mit

f(Us,(x)) C Uepa(f ().

Es gibt z1,...,7,, so dal X von Us, jo(71),..., Us,, j2(2n) tiberdeckt wird. Fiir
d = min{d,, /2, ...,6,,/2} gilt dann

dy,y) <6 = d(f(y),fy)) <e
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fiir alle y, ¥ € X, denn jedes y liegt in einem Us, jo(z;) und mit der Dreiecksun-
gleichung ist mit d(y,y’) < d auch y' € U, (x;) (BILD), so daB

d(f(), f() < d(f(y), [ (@) + d(f(2:), f(y) S €/2+€¢/2 =

(Den Beweis kann man etwas vereinfachen, indem man Lemma iiber Lebesgue—Zahlen benutzt.)

Zwischenbetrachtung

Eine Abbildung f: X — Y ist genau dann stetig, wenn
e O offen = f~1(0O) ist offen,
bzw. wenn
e A abgeschlossen = f~!(A) ist abgeschlossen.
Fiir eine stetige Abbildung f: X — Y gilt:
e X zusammenhingend = f(X) zusammenhingend und
e X kompakt = f(X) kompakt.
(Das sind die Sétze bzw. die man als Verallgemeinerungen des Zwi-

schenwertsatzes bzw. des Satzes vom Maximum und Minimum ansehen kann.)
Fiir einen metrischen Raum X gilt

e X ist zusammenhéngend < der Zwischenwertsatz gilt fiir alle stetigen
f: X —-Rund

e X ist kompakt < jede stetige Abbildung f: X — R nimmt ihr Minimum
und Maximum an.

(Im Fall von zusammenhéngend ist “=" genau Satz und “<«=” gilt, da es auf
einem nicht-zusammenhédngenden Raum nicht-leere offene Mengen U, V' gibt mit
UUV = X sowie UNV = () und damit

0 ze€U

f: X—=R
1 z€V

eine stetige Funktion ist, die keinen Wert zwischen 0 und 1 annimmt.
Im Fall von kompakt ist “=" genau Satz m Der Teil “<” ist z.B. Ubungs-
aufgabe 85 in C.C. Pugh, Real mathematical analysis, Springer 2002.)

(Alle Aussagen bis auf “<” im Fall von Kompaktheit gelten auch fiir allgemeine topologische Rédume.)
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1.7 Normierte Vektorriume

Definition 1.60. Ein normierter Vektorraum (V)| ||) ist ein Vektorraum iiber
K = R oder C und eine Abbildung || ||: V — R, genannt Norm, mit den Eigen-
schaften

o |z]| >0 und ||z|| =0 < x =0,
o [|Az]] = [Afl[z]], und

o ||z +y|| <|z|| + ||yl (Dreiecksungleichung)
fiir alle z, y € V und A € K.

Bemerkung 1.61. Ist (V)| ||) ein normierter Vektorraum, so definiert

d(z,y) = ||z -yl
eine Metrik auf V. Wir werden im Folgenden normierte Vektorrdume immer als
metrische Rdume mit dieser Abstandsfunktion auffassen. Man iiberlegt sich leicht,
daB eine Metrik d auf einem Vektorraum V' genau dann von einer Norm induziert
wird, wenn

e Translationen, also Abbildungen der Form = +— z+t mit ¢t € V', den Abstand
erhalten und wenn
e Streckungen, also Abbildungen der Form z +— Az mit A € K, den Abstand

um den Faktor |A| strecken.

Definition 1.62. Ein Skalarprodukt (,) auf einem Vektorraum iiber K = R
(oder C) ist eine Abbildung (,): V x V — K mit

e () ist bilinear (iiber C sesquilinear, d.h. anti-linear im ersten Eingang und
linear im zweiten Eingang),

e () ist symmetrisch (iiber C hermitsch, d.h. (x,y) = (y,x) firallex,y € V),
und

e (,) ist positiv definit, d.h. (x,z) > 0 fir alle € V mit Gleichheit genau
fiir x = 0.
Bemerkung 1.63. Ein Vektorraum V mit Skalarprodukt wird durch
]l =/ (2, )

zu einem normierten Vektorraum. Die ersten beiden Normeigenschaften sind of-
fensichtlich erfiillt. Die Dreiecksungleichung folgt aus der Cauchy—Schwarzschen

Ungleichung (siche Satz |1.64)):

|z +yl? = (e +y,z+y) = (z,2)+ (x,y) + (¥, 2) + (y,y) <
< lz|l? + 2[|lz][lyll + vl* = (=] + vl)?

(wobei Cauchy—Schwarz genau bei der Abschétzung “<” eingeht).
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Satz 1.64. (Cauchy—-Schwarz Ungleichung) In einem Vektorraum V' mit Skalar-
produkt gult

(=, )| < [l]| |yl
fiir alle x, y € V- mit Gleichheit genau fir linear abhingige Vektoren.

Beweis. OBdA konnen wir annehmen, daf$ « nicht der Nullvektor ist und ||z|| = 1
gilt. Sind nun x und y linear abhingig, so ist y = Az und [{z,y)| = |\|||z|]* =
|z|||ly||- Sind x und y linear unabhéngig, so liefert das Gram—Schmidt Verfahren
eine Orthonormalbasis ej, ey des erzeugten Unterraumes fiir die x = e; und
Y = y1€1 + yoeo mit yo # 0 gilt. Damit ist

[{z, )| = lyal < VIl +lw2l* = [l llyl.
O

Bemerkung 1.65. Eine Norm auf einem reellen Vektorraum wird genau dann von
einem Skalarprodukt induziert, wenn die Parallelogrammungleichung

2([l2l” + llyl*) = llz + yl* + ll = yII?
fiir alle z, y € V gilt (BILD). Dann ist

1
(w.y) = Uz +ylI* = lle = yl).

1.7.1 Normen auf R” und C" (und Einschub iiber Ungleichungen)
Auf R™ bzw. C" induziert das Standard—Skalarprodukt

(z,y) = Zl“zyz bzw. (z,y) = Zfzyz
i=1 =1

die Norm

Es gibt noch viele andere Moglichkeiten, Normen auf R™ bzw. C™ zu definieren,
zum Beispiel:
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Definition 1.66. Fiir z € R” bzw. C" und p € [1, oo[ definieren wir die p—-Norm

|2l = /laa [P + ...+ |zalP.
Weiter ist die Maximumsnorm definiert durch
|%]| o = max{|x;| | i =1,...,n}.

Die ersten beiden Normeigenschaften sind jeweils offensichtlich erfiillt, genau-
so wie die Dreiecksungleichung fiir || ||; und || ||oc. Die Dreiecksungleichung fiir
|z]|p, p €]1,00[ wird auch Minkowski Ungleichung genannt und im folgenden
Einschub hergeleitet (siehe Satz [1.75)).

(BILD Einheitsbélle in R? beziiglich || |1, || |l und || ||sc-)

Bemerkung 1.67. Wir werden sehen (in Satz[1.94), daB alle Normen auf R™ bzw.
C" “aquivalent” sind, also die gleiche Topologie beschreiben und auch dieselben
Cauchy—Folgen haben. (Das liegt daran, daf§ jeder offene Ball um 0 beziiglich
einer Norm einen offenen Ball beziiglich jeder beliebigen anderen Norm enthélt.
Zum Beispiel gilt fiir p € [1, 00|

1#lloe < llzllp < /nll2]l-

(BILD fur p=2)

Einschub iiber Ungleichungen
Satz 1.68. Ist f: [ — R eine zweimal differenzierbare Funktion mit f” > 0, so
gilt fiir alle x, y € I und X\ € [0,1]

F(L =Nz +Ay) < (1= A)f(z) + Af(y). (%)

Beweis. OBdA nehmen wir an, da8 z < y und A €]0, 1], womit z = (1 —\)x + \y
ungleich x und y ist. Mit dem Mittelwertsatz gibt es T €]z, z[ und § €|z, y[ mit

z—x y—z

wobei die Ungleichung < gilt, da f’ wegen f” > 0 monoton wachsend ist. Setzt
man in diese Ungleichung die Definition von z ein, so erhélt man

F(A =Nz + X y) = flx) _ fly) = f(1 =Nz + \y)
My — ) (1 =Ny — ) ’

und somit (). O

<

Bemerkung 1.69. e Eine Funktion, fiir die (x) gilt, bezeichnet man als konvez.
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o Konvexitdat bedeutet genau, daf§ der Graph der Funktion “unter” jeder Se-
kante liegt (BILD), denn fiir A € [0, 1] durchlauft (1-X\)z+Ay = z+A(y—=2)
genau das Intervall zwischen x und y und

(1) + (o =) = (i St S o)

parametrisiert das entsprechende Sekantenstiick.

e Ist f konvex, so gilt (per Induktion) fiir alle zy, ...,z,, € I und Ay,...,A, >0
mit Ay + ... + A\, = 1 die Jensensche Ungleichung

Fazy + oo+ Azn) < Mif(zr) + oo+ A f ().
Beispiel 1.70. Die Funktion f(z) = —log(z) auf Ry ist konvex, da
f(z)=—-1/z und f"(z) =1/2°.
Damit gilt fiir alle x1,....x, € Rog und Ay,...; A, > 0mit Ay +... + A\, =1

—log(Mx1 + ... + Azy) < —Aplog(zq) — ... — A\, log(zy,)

und somit
Alog(zy) + ... + Ay log(zy,) < log(Axy + ... + Apzy).
Nach Anwenden der (streng monotonen) Exponentialfunktion erhélt man
xi‘l . xﬁ” < \Nzi+ ...+ Az,
(wobei wir benutzt haben, dafi nach Definition 2 = exp(Alog(x))).

Satz 1.71. (Ungleichung vom gewichteten arithmetischen und geometrischen
Mittel) Sind x4, ..., x, >0, wy,...,w, >0 und w = wy + ... + w,, so gilt

< wir, + ... + wnxn‘

ke quﬂl . .‘rz-lUn
w

Beweis. Falls ein x; = 0, so ist ;" = 0 und die Ungleichung gilt. Sind alle z; > 0,
so folgt die Ungleichung mit A; = w;/w aus der vorhergehenden Ungleichung. [

Beispiel 1.72. Im Spezialfall n = 2 mit Gewichten w; = wy = 1 erhélt man,
daB fiir alle a, b > 0 gilt

va-b< a—2|—b.

(Diesen Fall kann man leicht direkt mittels der binomischen Formeln verifizieren.)
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Satz 1.73. (Youngsche Ungleichung) Fir a, b > 0 und p, ¢ > 1 mit 11) + % =1
qgilt
al bl
a-b< — 4+ —
p q

Beweis. OBdA seinen a, b > 0 (im Fall a = 0 oder b = 0 gilt die Ungleichung
klarerweise). Dann folgt die Ungleichung direkt mit n = 2, 21 = a”, xo = b9 sowie
A1 = 1/p und Ay = 1/q aus der letzten Ungleichung von Beispiel [1.70] O

Satz 1.74. (Héldersche Ungleichung) Fiir x, y € R™ oder C" und p, q € [1, 0]
mit%—i—%:l gilt

n
Z lziyil < lzllpllyllq-
=1

(Fiir p = ¢ = 2 liefert das die Cauchy—Schwarz Ungleichung, also Satz[1.64})

Beweis. Die Fille p =1 und ¢ = oo sowie p = oo und ¢ = 1 sind offensichtlich.
Nehmen wir daher p, ¢ > 1 an. Weiter seien oBdA z, y # 0. Wir setzen

] |y
(2] Yl

Dann gilt Y~ af =37 b = 1 und n-fache Anwendung der Youngschen Un-

i=1"

gleichung liefert

Zz 1|xlyZ Z b < Za_p+b_q:1—|—1:1.

lelpllylle ~p q p q

und b; =

i:

]
Satz 1.75. (Minkowski Ungleichung) Fir x, y € R™ oder C" und p € [1, 00[ gilt

n n n
4 Z\xi‘i‘yi’p <\ Z’$i|p+ v Z‘yﬂp
i=1 i=1 i=1

Beweis. Der Fall p = 1 ist offensichtlich. Sei p > 1 und ¢ €]1, 0o die eindeutige

Losung von % + % = 1. Dann ist

n n

Z |z +yil” = Z i+ yillws + ylP <

=1 =1
n n
< il oyl D il + Pt <
=1 =1

Holder n
< (el + llyllp) O s + gl 1),

=1

Wegen ¢(p — 1) = p zeigt das die Ungleichung. O
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1.7.2 Vollstandigkeit

Definition 1.76. Ein Banachraum ist ein vollstédndiger normierter Vektorraum.
Ein Hilbertraum ist ein Banachraum, dessen Norm von einem Skalarprodukt in-
duziert wird.

Beispiel 1.77. e Jeder endlichdimensionale euklidische Vektorraum ist ein
Hilbertraum (weil isometrisch zu R™ mit Standardskalarprodukt, der nach
Beispiel vollstiandig ist). Analog ist jeder endlichdimensionale unitére
Vektorraum ein komplexer Hilbertraum (weil beziiglich der Standardmetri-
ken C" isometrisch zu R?" ist).

e R” bzw. C" wird mit jeder der Normen || ||,, p € [1,00] zu einem Banach-
raum, denn wie im Fall der euklidischen Norm gilt

— eine Folge konvergiert genau dann bzgl. || ||,, wenn sie komponenten-
weise konvergiert, und

— ecine Folge ist genau dann eine Cauchy—Folge bzgl. || ||,, wenn die Kom-
ponentenfolgen Cauchy—Folgen sind.

(Beide Tatsachen sieht man, vollig analog zu Satz und Beispiel ,
leicht direkt. Sie folgen auch aus der noch zu beweisenden und schon in
Bemerkung angekiindigten Tatsache, dafl alle Normen auf endlich-
dimensionalen Vektorrdumen dquivalent sind, siche Satz [1.94])

1.7.3 Beispiele fiir unendlichdimensionale normierte Vektorriaume

Definition 1.78. Sei K = R oder C.

e Fiir eine beliebige Menge X betrachten wir den Vektorraum
B(X,K) ={f: X = K| f beschriankt }
der beschriankten Funktionen auf X mit der sogenannten Supremumsnorm

[paies =§1€1§{|f(x)|}-

e [iir ein metrischer Raum X betrachten wir den Untervektorraum

BC(X,K) ={f: X — K| f beschriankt und stetig }.

e Fiir einen kompakten metrischer Raum X ist

C(X,K)={f: X = K| f stetig } = BC(X,K).
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Beispiel 1.79. Ist X = {1,...,n}, so kann man B(X,K) mit K" identifizieren.
Unter dieser Identifizierung wird die Supremumsnorm zur Maximumsnorm (aus

Definition [1.66]).

Definition 1.80. Konvergenz beziiglich der Supremumsnorm bezeichnet man
auch als gleichmdf$ige Konvergenz.

Bemerkung 1.81. Gleichméfige Konvergenz

fo 15 f

einer Funktionenfolge bedeutet anschaulich, dafl in jedem “e-Schlauch” (BILD)
um f fast alle f,, liegen. Gleichméfiige Konvergenz impliziert punktweise Konver-
genz f,(z) — f(x) fiir alle z € X.

Satz 1.82. Sei X eine Menge.
a) (B(X,K), | |l) ist ein Banachraum.

b) Ist X ein metrischer Raum, so ist BC(X,K) beziiglich || || ein abgeschlos-
sener Unterraum von B(X,K) und damit selbst ein Banachraum.

¢) Fir einen kompakten Raum X ist C(X,K) mit |||l ein Banachraum.
Beweis. a) Ist (fn)n € N eine Cauchy—Folge in B(X,K), so ist (f,(z))n € N fiir
alle z eine Cauchy-Folge, denn
() = fn ()] < 1w = fnlloo-
Wir definieren f(z) = lim, oo fn(2). Zu jedem € > 0 gibt es N mit || f,, — fin oo <
€/2 fiir n, m > N. Zu jedem x gibt es m > N mit |f(z) — f.(x)]| < €/2, so dal
[f(@) = ful)] < [f(2) = fn(@)[ + [fm(2) = fu(z)] < €/2+€/2 =€

fir alle n > N. Damit ist f € B(X,K) und f,, — f beziiglich || ||.

b) Es reicht zu zeigen, daB fiir eine in B(X,K) konvergente Folge (f,,)nen
aus der Stetigkeit der f, die Stetigkeit des Grenzwertes f folgt (Satz . Sei
also x € X und € > 0. Dann gibt es n mit ||f — fu|lo < €¢/3 und 6 > 0 mit
|fu(y) — fu(x)] < €/3 fir y € Us(z). Insbesondere ist damit fir y € Us(x)

[f(y) = f@)] < 1f () = fa@)] + [faly) = fulo)] + [ falz) — f(z)] < e

Als abgeschlossene Teilmenge eines vollstandigen Raumes ist BC(X, K) insbe-
sondere selbst vollstandig (Satz [1.25]). m

Teil b) des Satzes beinhaltet die folgende wichtige Aussage (die man fiir Funk-
tionen f: [a,b] — R auch in Analysis I Biichern findet):

Korollar 1.83. FEin gleichmdfliger Limes stetiger Funktionen ist stetig.

Bemerkung 1.84. Die Resultate dieses Abschnitts gelten ohne Anderung auch,
wenn man K in B(X,K) durch einen beliebigen Banachraum ersetzt.
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1.7.4 Stetigkeit linearer Operatoren

Definition 1.85. Eine Abbildung f: X — Y zwischen metrischen Rdumen heif}t
Lipschitz stetig, wenn es C' > 0 gibt mit

d(f(z), f(y) < C-d(z,y)  fiiralle x,y € X.
Lipschitz stetige Abbildungen sind gleichméflig stetig.

Beispiel 1.86. Die Norm || ||: V' — R eines normierten Vektorraumes (V/ || ||) ist
Lipschitz stetig, denn

[l = NJvll] < llu—v]| fir alle u,v € V.
Beweis. Mit der Dreiecksungleichung gilt fiir alle u,v € V'
Jull < flu=olf+ ol und ol < flv—ull + [Jul]
O

Definition 1.87. Ein linearer Operator F': V — W zwischen normierten Raum-
en heiflt beschrdankt, wenn es C' gibt mit

|E ()| < C|v]] fir alle v € V.

Bemerkung 1.88. Ein linearer Operator ist genau dann beschrankt, wenn das
Bilder der (abgeschlossenen) Einheitskugel in V' eine beschriankte Menge in W
ist, denn aufgrund der Linearitidt von F' und der Homogenitit von || || gilt

|F(v)|| < Clv|| YoeV = |F(v)]| <C YveV]o| <1

(“=" ist hier offensichtlich und “<” gilt, weil fiir v # 0 auch |F(v/|jv]))]| < C.)

Es sei angemerkt, daf das Bild (V') des ganzen Vektorraumes V unter F' # 0
nie eine beschréankte Menge ist! (Ist F(v) # 0, so kann namlich F(Av) = AF(v)
mit A € K beliebig groie Norm haben.)

Satz 1.89. FEine lineare Abbildung F': V. — W zwischen normierten Vektorrdium-
en ist genau dann stetig, wenn sie beschrinkt ist.

Beweis. “=" Ist F stetig, so ist F' insbesondere stetig in 0 und es gibt J mit
o <0 = [F@)I<1
Damit gilt fiir alle v # 0

v

1
|F(6—)]| <1 und mit C = 5 ilt | E ()| < C|lv]|

o]

(wobei wir im letzten Schritt die Linearitdt von F' sowie die Homogenitét von || ||
ausgenutzt haben).
“«<" Ist I beschrinkt, so gilt fiir alle u, v € V

[1F(u) = F)|| = [[F(u = v)[| < Cllu = o],
so daf3 F' Lipschitz stetig und somit stetig ist. O
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Bemerkung 1.90. Fiir eine lineare Abbildung F' gilt also: F' stetig = F' stetig in 0
= F beschrankt = F' Lipschitz stetig = F' gleichméfig stetig = F' stetig.

Satz 1.91. Ist V ein endlichdimensionaler normierter Vektorraum, so ist jede
lineare Abbildung F: V. — W in einen normierten Vektorraum W stetig.

Beweis. a) Sei zuerst V = K" mit euklidischer Norm ||z|ls = /|21 ]2 + ... + |2,|2.
Dann gilt fiir jede K-lineare Abbildung F': V — W

1F @)l = || F( szez | < ZHF M| < ZHF MHzlleo < Cllll

Af—/
C.=

(wobei ey,..., e, die Standardbasis bezeichnet und wir || || < || ||2 benutzt haben).
b) Ist F' nun eine bijektive lineare Abbildung auf V' = K" mit || ||2, so ist auch
F~! steigt: die Einheitssphére (in R" bzw. C" = R?")

S={rcK"| |z, +..+|z,)? =1} ={z eV |]|z]. =1}

ist dann kompakt, da abgeschlossen und beschriankt (Satz von Heine-Borel).
Also nimmt die, wegen a) stetige, Abbildung || F|| auf S ihr Minimum an (Satz[1.57)).
Da F bijektiv ist, muf} dieses grofler als 0 sein und es gibt C’ > 0 mit

C" < ||IF(2)]| fir alle z eV, || =1.
Fiir x # 0 gilt somit

C’gHF(ﬁ)H und damit auch  C'||z|| < |F(2)]].
X

Fiir alle y € W gilt also, indem man z = F~1(y) setzt, daf
IF= W)l < 1/Cyll-

c¢) Sei nun V ein beliebiger endlichdimensionaler normierter Vektorraum und
F:V — W eine lineare Abbildung. Wir wéhlen einen Isomorphismus ®: K" —
V. Statten wir wie oben K" mit der euklidischen Norm aus, so ist wegen a) die
Abbildung F' = F o ® stetig. Da wegen b) auch &~ stetig ist, muf insbesondere
auch F = F o &' stetig sein. (DIAGRAMM) O

Definition 1.92. Zwei Normen || || und || ||" auf einem Vektorraum V' heiflen
aquivalent, wenn es C', C’ > 0 gibt mit

Cllz|| < |lz|) < C'||]] fir alle x € V.

Bemerkung 1.93. Man iiberzeugt sich leicht, dafl dquivalente Normen (wie schon
in Bemerkung erwahnt) dieselbe Topologie erzeugen und dieselben Cauchy—
Folgen haben.
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Satz 1.94. Je zwei Normen auf einem endlichdimensionalen Vektorraum sind
dquivalent. Insbesondere ist jeder endlichdimensionale normierte Vektorraum ein
Banachraum.

Beweis. Wegen Satz ist die Abbildung id: (V,||||) = (V,||,]|’) stetig, so daB
es C' gibt mit
2] < 'z
fir alle x € V. Falls V' # {0} ist C' > 0. Da auch id: (V,||||') = (V,|,|) stetig
ist, gibt es C' > 0 mit
ol < ol
- C

fiir alle x € V und die beiden Normen sind dquivalent.

Die Aussage iiber Vollstandigkeit gilt, da jeder endlichdimensionale Vektor-
raum isomorph zu R™ bzw. C"* = R?*" ist (welche beziiglich der euklidischen Norm
und der p—Normen vollsténdig sind, siche Beispiel und Beispiel . O]

Definition 1.95. Fiir einen stetigen linearen Operator F': V. — W zwischen
normierten Vektorrdumen V und W ist die Operatornorm definiert als

17) = sup EOL _ s 1),

0 0 A
Bemerkung 1.96. e ||F|| ist wohldefiniert wegen Satz |1.89|

e || F|| ist die kleinstmogliche Schranke C, so daf fiir alle v € V' gilt

IE@)] < Clvl.

e Die Operatornorm ist eine Norm auf dem Vektorraum
L(V.W)={F:V — W | F ist stetig und linear}.
Satz 1.97. Ist W ein Banachraum, so ist auch L(V, W) ein Banachraum.

Beweis. Sei (A,)nen eine Cauchy-Folge in L(V,W). Fiir v € V ist dann A,,(v)
eine Cauchy-Folge in W, denn

[An(v) = A ()] < [[An = An]l[[v]]-

Setzt man A(v) = lim,, . A,(v), so ist A: V — W linear.

Bleibt also zu zeigen, dal A beschrénkt ist und A,, beziiglich der Operator-
norm gegen A konvergiert. Fiir e > 0 gibt es N, so daB fiir alle n, m > N gilt
| A, — Al < € und somit

[An(v) = Am (V)| < [[An = Amll[o]] < €f|v]].



Geht man zum Grenzwert m — oo iiber, so erhélt man
[An(v) = A(v)[| < €llv]
fiir alle n > N. Wegen der Dreiecksungleichung gilt damit

A < A @) + |Aw) = An(@)I] < (1Al + €)l[o]],

so daf A beschrankt ist. Wegen () ist |4, — Al| < e fiir alle n > N.

29
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Satz 1.98. Ist D C V ein dichter Untervektorraum eines normierten Vektor-
raumes V', so hat jede stetige lineare Abbildung I': D — W in einen Bachachraum
W eine eindeutige stetige lineare Fortsetzung F': V. — W mit Fip = F.

Beweis. Sei v € V und (v,)nen eine Folge in D mit v, — v. Wegen
1F(vn) = F(om) || < [Fllvn — vm
ist (F'(vp))nen eine Cauchy-Folge in W. Wir definieren
F(v) = lim F(v,).

n—oo

(Zur Ubung zeige man, daf F (v) unabhéngig von der Wahl der Folge und F:V >
W linear ist.) Da || || stetig ist, folgt aus ||F'(v,)|| < [ F||||vn| auch

IE @) < [IF[Hlv] (%)
fiir alle v € V, womit F stetig ist. [

Bemerkung 1.99. Die Gleichung (x) zeigt

|E@) _

IFl = sup = < || F].
o]

0#veV
Andererseits gilt

~ F(v F(v
Bl = sp PO IO

ozvev ||Vl ozven ]
und somit

1EI =11

Beispiel 1.100. (Regelintegral) Sei D der Vektorraum der reellwertigen Trep-
penfunktionen auf einem kompakten Intervall [a, b] und

b
F:D—R f»—>/ f(z)dz

der Operator, der jeder Treppenfunktion ihr Integral zuordnet. Dann ist F' stetig
beziiglich der Supremumsnorm ||.||«, denn

[ENOI< 10— all[ o

Der Abschlu8 V' = D des Raumes der Treppenfunktionen, aufgefaBt als Teil-
menge des Banachraumes (B([a,b],R), |.||s) der beschrinkten Funktionen auf
la,b], ist der Vektorraum der Regelfunktionen auf [a,b]. Nach Satz kann
man F eindeutig fortsetzen zu einem stetigen lineare Operator £: V — R. Diese
Fortsetzung bezeichnet man als Regelintegral.
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Satz 1.101. Ein normierter Vektorraum (V)| ||) ist genau dann endlichdimen-
sional, wenn die abgeschlossene Einheitskugel {v € V' | ||v]| < 1} kompakt ist.

Beweis. “=" Ist V endlichdimensional, so gibt es einen Isomorphismus
. K" — V.

Nach Satz sind ® und &' stetig. Die Einheitskugel {v € V | |lv]| < 1} in V
ist abgeschlossen und beschriinkt, so dafl wegen der Stetigkeit von ® und ¢ ®~!
auch

o ({v eV ] <1})

abgeschlossen und beschréinkt in K" ist. Mit dem Satz von Heine-Borel (Satz[1.49)
ist also @ '({v € V | ||v|| < 1}) kompakt. Wegen der Stetigkeit von @ ist damit
auch {v € V| [|v]| <1} kompakt (Satz [1.56)).

“<” Ist die Einheitskugel {v € V| ||v|| < 1} kompakt, so hat sie eine endliche
Uberdeckung durch offene Kugeln

Bl/Q(wl), ceey Bl/g(wm)
von Radius 1/2. Wir definieren
W = Span{wy, ..., W, }.

Firv e {ve V||| <1} gibt es v; € W mit ||v — vq]| < 1/2. Es gilt: gibt es
v; € W mit 4
[ —wil| < 1/2",

so gibt es v;11 € W mit .
[v = via]] < 1/2%

(denn dann ist ||2/(v —v;)|| < 1, womit [|2/(v — v;) — w;|| < 1/2 fiir ein j = 1,...m
gilt, so dafl man v;11 = v; + %wj setzen kann).

Damit haben wir eine Folge (v;);eny in W mit v; — v. Da W endlichdimensional
ist, ist W ein abgeschlossener Unterraum (denn wegen Satz ist W mit der
Einschrankung der Norm auf V' vollstédndig) und es gilt v € W. Da v ein beliebiger
Vektor in V mit |jv]| <1 war, gilt V =W und V ist endlichdimensional. O
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2 Differentialrechnung

In diesem Kapitel entwickeln wir die Differentialrechung in endlichdimensionalen
reellen Vektorrdumen. Wir diskutieren dabei sowohl eine invariante Formulie-
rung fiir Abbildungen zwischen abstrakten reellen Vektorrdumen, als auch eine
Formulierung in Koordinaten. In beiden Fiéllen verzichten wir in der Regel auf
die konkrete Wahl von Normen, da nach Satz im Endlichdimensionalen alle
Normen dquivalent sind. (Die meisten koordinatenunabhéngigen Resultate lassen
sich mit geringen Anderungen auf den Fall allgemeiner reeller oder komplexer Ba-
nachréumen iibertragen.)

2.1 Kurven

Fiir Abbildungen f: Ja,b[C R — W von einem Intervalle ]a, b[ in einen endlich-
dimensionalen Vektorraum W kann man Differenzierbarkeit genauso definieren
wie in Analysis L.

Definition 2.1. Eine Abbildung f: ]Ja,b[C R — W von einem Intervall ]a,b]
in einen endlichdimensionalen Vektorraum W heifit differenzierbar in xy €|a, b,
wenn der Grenzwert

o) — tim L) =)
T—x0 Tr — IO
existiert.
Bemerkung 2.2. e In dieser Definition benutzen wir die “natiirliche” Topolo-

gie auf W, die von einer (und damit jeder) Norm erzeugt wird (Satz [1.94)).
(Alternativ kénnte man auch fordern, dafl W mit einer Norm ausgestattet
ist. Jedoch wiirde die Definition im Endlichdimensionalen nach Satz
nicht von der Wahl der Norm abhéngen.)

e Wie in Analysis I ist f’(z) (nach Definition) genau dann Grenzwert von
%igxo) fiir x — x¢, wenn man die Funktion x +— Lféxo) stetig nach xg
fortsetzen kann, indem man sie dort f’(z¢) setzt. Aufgrund des Folgen-
kriteriums fiir Stetigkeit (Satz ist Differenzierbarkeit von f in zg

dquivalent dazu, dafl fiir jede Folge (z,)neny mit Grenzwert xy und z, €

Ja, b[\{zo} gilt
f(xn) = f(w0)

f(zo) = lim —2—"—=,
e Fiir W = R" ist (nach Satz oder Korollar [1.32)) eine Funktion
S
f=1:

i
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genau dann differenzierbar in xy, wenn die Komponentenfunktionen dies
sind, und

fi(zo)
f'(xo) = :
fa(@0)

Im Hinblick auf die Formulierung des Differenzierbarkeitsbegriffs fiir Abbild-

ungen auf hoherdimensionalen Vektorrdumen ist es niitzlich, Differenzierbarkeit
wie folgt als “lineare Approximierbarkeit” zu verstehen und

z = f(xo) + f'(wo)(z — o)
als “bestmogliche” (affin) lineare Approximation von f in xg zu charakterisieren.

Satz 2.3. Eine Abbildung f: |a,b[C R — W won einem Intervall |a, b in einen

endlichdimensionalen Vektorraum W ist differenzierbar in xy €]a,b], wenn es
a €W gibt, so daf

f(z) = f(zo) + alz — x0) + o(x — o)
mit Restterm o(x — xy), der fir x — xy so schnell fallt, dafs

tim 28 =0)
g0 |T — g

Dann ist a gleich f'(xg).

(Der Beweis geht wie in der Analysis I und sei hier als Ubungsaufgabe gelas-
sen.)
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Definition 2.4. Eine parametrisierte Kurve in einem endlichdimensionalen re-
ellen Vektorraum W ist eine stetige Abbildung v: I — W von einem Intervall
I C R nach W. Eine Kurve ist eine Aquivalenzklasse von parametrisierten Kur-
ven unter § ~ v :< es gibt eine Umparametrisierung ¢: I’ — [ mit 4 = vy o ¢
(wobei ¢ stetig und bijektiv ist und eine stetige Inverse hat).

Bezeichnung: Eine stetige bijektive Abbildung mit stetiger Inverser bezeich-
net man als Homdomorphismus.

Bemerkung 2.5. Eine Kurve kann man visualisieren, indem man die Menge ihrer
Bildpunkte

) =) ltelycW
zeichnet. Diese Menge dndert sich nicht, wenn man die Kurve umparametrisiert.
Will man die Parametrisierung visualisieren, so kann man die t~Werte entlang
von (/) markieren. Physikalisch kann man eine parametrisierte Kurve «(t) als
Trajektorie eines Teilchens im Raum W interpretieren.

Beispiel 2.6. e Eine Gerade in W kann man affin linear parametrisieren
durch die “Punkt-Richtungs-Form”

v(t) = p + to, teR.

Dabei ist p der Punkt auf der Gerade, der dem Parameter ¢ = 0 entspricht
und v # 0 beschreibt die “Richtung” der Gerade (BILD). Schriankt man
v(t) auf [0, co[ bzw. [0, 1] ein, so erhélt man einen Strahl bzw. eine Strecke.

e Jeden Kreis mit Mittelpunkt p € W und Radius r > 0 in einem euklidischen
Vektorraum W kann man parametrisieren durch

v(t) = p+ rcos(t)v + rsin(t)w,

wobei v, w eine Orthonormalbasis eines zwei—dimensionalen Unterraums

von W ist.
Den Kreis
(o) € B | pPrlpa? =2 = { (7) e a( (7). (%)) = 1)

in R? = C mit Standardskalarprodukt kann man parametrisieren durch

A () = (g;) r (g;jgg) et

e Der Graph einer stetigen Abbildung f: I — R ist das Bild der parametri-

sierten Kurve
I >R v ) .
7 (f(x)
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Bemerkung 2.7. In der Definition 2.1/ haben wir Differenzierbarkeit nur fiir Abbild-
ungen auf offenen Intervallen |a, b[ definiert. Wie in Analysis I kann man dieselbe
Definition aber iibertragen auf den Fall abgeschlossener (oder halboffener) Inter-
valle.

Der Grund fiir die Beschrankung auf den Fall offener Definitionsbereiche ist,
dafl wir uns (wie allgemein {iiblich) in der Definition von Differenzierbarkeit fiir
Abbildungen auf hoherdimensionalen Rdumen (Definition auf den Fall of-
fener Definitionsbereiche beschrinken. Den Fall allgemeiner Definitionsbereiche
behandelt man dann so, dal man die Existenz einer differenzierbaren Fortsetzung
auf eine offene Umgebung fordert.

Fiir Abbildungen v: I — W mit abgeschlossenem (oder halboffenen) Defi-
nitionsbereich sieht man leicht (vgl. Blatt 6, Aufgabe 4), daf§ die Definition der
Differenzierbarkeit in den Randpunkten wie in Analysis I dquivalent zur Defini-
tion iiber die differenzierbare Fortsetzung auf eine offene Umgebung ist.

Interpretation von Differenzierbarkeit einer parametrisierten Kur-
ve: Ist v: I — W eine stetige parametrisierten Kurve, p = ~(¢y) ein Punkt im
Bild von v und v € W beliebig. Dann gilt

Y(t) =p+ (t—to)v +7(t)

mit r(t) — 0 fiir £ — ¢y. Aber nur wenn  in ¢, differenzierbar ist und v = +/(t¢)
gilt, ist & — 0 fiir t — #,. (BILD)

t—t

o Ist v =1/(ty) # 0, so bezeichnet man die Gerade p+tv als Tangente an die
Kurve.

e Physikalisch kann man die Ableitung als Geschwindigkeit eines Teilchens
ansehen, das sich zur Zeit ¢ am Punkt v(¢) befindet.

Bezeichnung: Zwei differenzierbare parametrisierte Kurven sieht man als
dquivalent an, wenn es eine Umparametrisierung gibt, die differenzierbar ist und
eine differenzierbare Inverse hat. Eine derartige Umparametrisierung nennt man
einen Diffeomorphismus.

Beispiel 2.8. Die ersten beiden Beispiele fiir parametrisierten Kurven in Bei-
spiel sind differenzierbar. Die Parametrisierung

@ = (56)

des Graphen von f ist genau dann differenzierbar, wenn f: I — R differenzierbar

ist. Dann gilt
(1)
! (@)
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Bemerkung 2.9. e Man stellt sich das Bild einer Kurve gerne als “l1-dimen-
sionales Objekt” in W vor. Wenn man stetige Kurven betrachtet, ist diese
Vorstellung so nicht korrekt, wie das Beispiel sogenannter Peano—Kurven,
also stetiger Kurve v: [0,1] — R? mit Bild [0, 1] x [0, 1], zeigt (siehe z.B.
K. Konigsberger, Analysis 1).

e Betrachtet man parametrisierte Kurve v: I — W, die differenzierbar sind,
kann so etwas nicht passieren. (Der Satz von Sard impliziert dann, dafl das
Bild der Kurve “klein”, nédmlich eine sogenannte Nullmenge, ist, vgl. T.
Brocker, Analysis I1.)

(Wir werden sehen, da8 man in der Néhe von Punkten mit /(o) # 0 eine
parametrisierte Kurve lokal so umparametrisieren kann, dafl sie den Graph
einer Funktion auf einem Intervall parametrisiert.)

2.2 Differenzierbarkeit in mehreren Veridnderlichen

Definition 2.10. Seien V und W endlichdimensionale reelle Vektorraume und
f: U CV — W eine Abbildung auf einer offenen Teilmenge U C V.

e f ist differenzierbar in p € U, wenn es eine lineare Abbildung A: V — W
gibt, so daf3
f(x) = f(p) + Alz —p) + oz —p)
mit Restterm o(x — p), der fiir x — p schnell fillt im Sinne von
lim 2P
a=p ||z — pl|
A heifit dann die Ableitung von f in p und wird mit D f), bezeichnet.
o f heifit differenzierbar, wenn f in jedem Punkt p € U differenzierbar ist.

Bemerkung 2.11. Die Definition ist unabhéngig von der Wahl von Normen, da
im Endlichdimensionalen alle Normen dquivalent sind (Satz[1.94). Da lineare Ab-
bildungen zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen stetig sind (Satz ,
impliziert Differenzierbarkeit in einem Punkt p insbesondere auch Stetigkeit in p.

Lemma 2.12. Ist f: U C V — W differenzierbar in p, so gilt fiir alle v € V

- d
Dfy(v) = lim flo+ tvt) flp) _ s

Beweis. Nach Definition der Differenzierbarkeit (Definition [2.10)) gilt

flp+tov).

flp+tv)— f(p o(tv
0= 10) _ g 00
Mit limy_,o @ = 1imt—>o((|)|(t?H) IItth> = 0 folgt die Behauptung. O
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Definition 2.13. Seien V und W endlichdimensionale reelle Vektorraume und
f: U CV — W eine Abbildung auf einer offenen Teilmenge U C V.

e Die Richtungsableitung von f im Punkt p € U in Richtung v € V ist

0,f(p) =l LETIZI®)_d

t—0 t B dt [t=0

e Ist V =R", so bezeichnet man die Richtungsableitung 9., f(p) in Richtung
des i—ten Basisvektors e; als die i—te partielle Ableitung von f in p und
schreibt dafiir auch %(p). Fiir p = (21, ..., %,) ist also

of o fle xRy ) = f(o 2, 2)

Bemerkung 2.14. o Ist f: U CV — W in p differenzierbar, so besagt Lem-
ma dafl alle Richtungsableitungen existieren und es gilt

Oy f(p) = Df\p(v)-

Insbesondere kann man die Ableitung von f bestimmen, indem man fiir alle
v die Ableitung %‘tzof(p +tv) berechnet. Ist V' = R", so ist D fj, bestimmt

durch die partiellen Ableitungsvektoren 22 (p),..., 2L (p).

o0x1 1 Oy,

e Eine notwendige Bedingung fiir Differenzierbarkeit von f in einem Punkt
p ist, daB alle Richtungsableitungen 0, f(p) existieren. Weiter muf3 9, f(p)
linear von v abhéngen. Ist dies der Fall, mufl zum Nachweis der Differen-
zierbarkeit jedoch immer noch tiberpriift werden, daf§ die lineare Abbildung,
die man aus den Richtungsableitungen erhilt, wirklich die Bedingung aus
Definition erfiillt. Das ist nicht automatisch der Fall, wie das folgende
Beispiel zeigt.

Beispiel 2.15. (Existenz aller Richtungsableitungen impliziert nicht Differen-
zierbarkeit) Die Funktion f: R? — R definiert durch (BILD)

f(x,y):{l y=x",r#0

0 sonst.

aus Beispiel hat im Punkt p = (0,0) Richtungsableitung 0, f(p) = 0 in alle
Richtungen. Die Funktion ist aber in p nicht differenzierbar, da sie dort nicht
einmal stetig ist.
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Im Fall einer Abbildung f: U C V — W zwischen einer offenen Menge U C
V =R"und W = R™ kann man jede lineare Approximation D f,: V' — W durch
eine m x n—Matrix darstellen, denn eine Abbildung A: R™ — R™ ist genau dann
linear, wenn sie von der Form

(%1 air o Qi (%1 a1+ -+ a1y

Un, Am1 = Qmn Un, Am1T1 + -+ Qmndn

ist fiir eine m x n-Matrix (a;;). Die Spalten der Matrix sind dabei genau die
Bilder der Basisvektoren eq,..., e, unter der linearen Abbildung A.

Die Spalten der Matrix, die die Ableitung D f),, einer Abbildung f: U C R" —
R™ im Punkt p repréasentiert, sind (nach Lemma und Definition genau
die Richtungsableitungen in Richtung der Vektoren ey,..., e, der Standardba-
sis, also die partiellen Ableitungen g—gl(p), s %(p). Die partiellen Ableitungen
kann man berechnen durch Ableiten der Kurven die man erhélt, wenn man f
einschrinkt h — f(p + he;) auf Geraden {p + he; | h € R} parallel zu den
Koordinatenachsen.

Da die Ableitung einer Kurven in R™ gegeben ist durch die Ableitung der
Komponentenfunktionen (Bemerkung , sind die Zeilen der Ableitung genau
gegeben durch die Ableitungen der Komponentenfunktionen. Damit ist die Ab-
leitung von

0 d
h L) - )
f=1": von der Form D f, = : : . ()
Afm Ofm
fn elp) -+ S=(p)
Definition 2.16. Die Matrix (x), die die Ableitung von f: U € R" — R™ in
einem Punkt p € U représentiert, bezeichnet man als Jacobimatriz von f in p.

Beispiel 2.17. (Konstante Abbildungen) Ist f: V' — W konstant, so gilt fiir alle
p,r eV

f(x) = f(p),

so daB} der lineare Term und der Rest in Definition gleich Null sind. Also ist
f in allen Punkte p € V differenzierbar mit D f, = 0.

Beispiel 2.18. (Lineare Abbildungen) Ist f: V' — W eine lineare Abbildung
zwischen V und W, so ist f in jedem Punkt p € V differenzierbar und die
Ableitung D f|, ist gleich f, denn aufgrund der Linearitét ist

f(z) = f(p) + f(x —p),

so dafl der Restterm in der Definition [2.10] identisch verschwindet und die lineare
Approximation A in p gleich f selbst ist. (Da Differenzierbarkeit definiert ist
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als “lineare Approximierbarkeit”, ist dies wenig erstaunlich.) Die Ableitung einer
linearen Abbildung f: V — W ist also die konstante Abbildung

Df:V — L(V,W) peV = Df,=f
Insbesondere ist fiir eine lineare Abbildung f: R™ — R™ die Jacobimatrix
D fj, = (ai;)

gleich der darstellenden m x n-Matrix (a;;). Die j-te partielle Ableitung gf;j_ (p)

der i—ten Komponentenfunktion f;(z1, ..., z,) = anx1+- - -+ a2, ist mit anderen
Worten dann fiir alle p € R" gleich a;;.

Beispiel 2.19. (Multilineare Abbildungen) Eine k-lineare Abbildung
fiVixeooxVpy—W

ist differenzierbar und die Ableitung in einem Punkt p = (py, ..., px) in Richtung
v = (v1,..., ;) ist gleich

Df|p(v> = f(vlap% 7pk) + f(p1,1)2,p3, 7pk) + .t f(pla "'7pkflavk)-

In dem Beweis werden wir benutzen, dafl es fiir eine k-lineare Abbildung f von
endlichdimensionalen Vektorrdumen V..., Vi in einen endlichdimensionalen Vek-
torraum W fiir beliebige Normen auf den Vektorrdumen eine Konstante C' gibt
mit

[1f (v, -y )| < Cllon] - [lva]] - - - [Jox (+)
fiir alle v; € V1,...,u € V4.

Beweis. 1.) (Beweis der Ungleichung (x)) OBdA seien V; = R™ ..., V}, = R™ mit
Maximumsnormen (Satz([1.94)). Dann gilt (analog zum Beweis von Satz [1.91)) fiir
alle v; € V,...,u € V},

||f(1)1,..., | - Hf ZeZIU’Lll?" Zelkvlkk “ <
< > f (e %)H |via] - |Uzkk| < Z [f(eir, - i)l Nlvilloo - - okl oo-

C,_

2.) (Differenzierbarkeit) Fiir p = (py, ..., px) und v = (vy, ..., vy) gilt aufgrund der
Multilinearitét

f(p1r+vi,p2 + 2, pr + V) = f(P1,02, 5 PE)+
+ f(vlap2a "'7pk> + f(plav%p?)u 7pk> + ...+ f(ph "-7pk—lavk)+
+ R<p17 ory P, U1, ...,'Uk),
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wobei der Rest R(py, ..., Dk, V1, ..., v) aus 28 — k — 1 Summanden besteht, in die
jeweils mindestens in 2 der Eingénge v;’s eingesetzt werden. Aufgrund von (x)

ist dieser Rest schnell genug fallend. Zum Beispiel ist im bilineare Fall, also dem
Fall k£ = 2, einfach

f(p1+v1,p2 +v2) = f(p1,p2) + f(p1,v2) + f(v1, p2) + R(p1, p2, v1, v2)

mit R(p1, pa, v1,v2) = f(v1,v9). Damit gilt, wenn man V; X V5 mit der Summe

der Normen auf den Faktoren, also der Norm || (vy, v2)|| = ||v1]| +|v2]|, ausstattet,
wegen (x)
R
Rl o lolllnd Lol oo
[[(v1, 02) | [[oa]] + vl [[oa]l + [lval]

so daf3
D fi(p1p2) (U1, 02) = f(p1,v2) + f(v1,p2).
O

Zwischenbemerkung: Wir habe gesehen, dafi man Ableitungen von diffe-
renzierbaren Abbildungen zwischen endlichdimensionalen reellen Vektorrdumen
berechnen kann, indem man Richtungsableitungen bzw. partielle Ableitungen
ausrechnet. Damit ist die Berechnung von Ableitungen auf den Fall von Kurven,
und damit im wesentlichen auf Analysis I zuriickgefiihrt.

Unabhéngig davon mufl jedoch die Differenzierbarkeit einer Abbildung iiber-
priift werden (vgl. Beispiel . In der Praxis kann man die oft relativ schnell
mit den Regeln des folgenden Abschnitts sehen.

2.3 Regeln zur Berechnung von Ableitungen

In diesem Abschnitt diskutieren wir Regeln, mit denen man Ableitungen be-
rechnen und vor allem auch die Differenzierbarkeit von Abbildungen iiberpriifen
kann.

Satz 2.20. Seien f, g: U C V. — W Abbildungen von einer offenen Menge
U CV nach W, wober V- und W endlichdimensionale reelle Vektorrdume sind.
Sind f und g in p € U differenzierbar, so ist fir alle A, p € R die Abbildung
A+ pg in p differenzierbar und es gilt

DS + p1g)p = AD fip + pDgyp.

Der Beweis dieser und der folgenden Aussage ist einfach und sei dem Leser
iiberlassen.
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Satz 2.21. Eine Abbildung f = (f1,....fx): U CV = W = Wj x ... x Wy, ist

genau dann differenzierbar im Punkt p € U, wenn alle Komponentenabbildungen
fi:UCV =W, i=1, .., kinp differenzierbar sind. Dann gilt

Dfup
Df|p =
D fiyp
2.3.1 Kettenregel

Satz 2.22. (Kettenregel) Seien Vi, Vi, V3 endlichdimensionale reelle Vektorraume
sowie f: Uy C Vi — Vo und g: Uy C Vo — V3 Abbildungen auf offenen Mengen
U, CV;,i=1, 2, so daff die Verkettung g o f definiert ist. Ist f differenzierbar
in p € Uy und g differenzierbar in f(p), so ist g o f differenzierbar in p und die
Ableitung der Verkettung ist gleich der Verkettung der Ableitungen, also

D(go f)ip = Dgis) © Dfip-

Beweis. Wegen der Differenzierbarkeit von f in p und ¢ in ¢ = f(p) gilt
f(@) = f(p)+ Dfiplx —p) + |z = pltr(z) mit ¢ (z) =50 (1)

und
9(y) = 9(q) + Dgi(y — @) + ly — qllva(y) mit s(y) =4 0. (2)

Setzt man y = f(x), so erhdlt man aus (2)

9(f(x)) = g(f(p)) + Dgsen) (f (x) = f () + [ (2) = fF)[92(f ().

Setzt man fiir f(z) — f(p) die Gleichung (1) ein, so erhdlt man

9(f(x)) = g(f(p)) + (Dgjsep) © Df|p)(1’ —p)+
Dgis(lz = pllpr(x)) + || D fip(z — p) + |z — plltr ()] a(f(2))

Das zeigt die Behauptung, denn die Terme in der zweiten Zeile sind alle schnell
genug fallend:

[Dgis) ([l = pllvoa ()
[ =

ICE*)

< [Dg sl |1 ()] 0,

DS —p) + |2 — plla(@) || [1¢2(f ()]
[l = pll

<

T—

< 1D fipllleo2(f @D+ [[e1 (@) I (f ()] — 0.
O
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Bemerkung 2.23. (Kettenregel in Koordinaten) Ist die Verkettung der Abbildun-
gen f: Uy CR" = R™ und ¢: Uy C R™ — R definiert und sind f in p sowie g
in f(p) differenzierbar, so kann man die Kettenregel in Matrizenform

Agolh(p) ... Agedhp) GL(f(p) - BE(F)\ (S - 2(p)

Agelli(p) ... 2gel(p) SL(f() - FE(fp)) \E=() -+ F=(p)

schreiben, wobei (1, ..., x,) bzw. (y1, ..., Ym) die Koordinaten auf R™ und R™ be-
zeichnen und f; = fi(z1,...,2,), @ = 1,....m sowie g; = ¢;(y1, ..., Ym), j = 1,..., [ die
Komponentenfunktionen von f bzw. g sind. Schreibt man das Matrizenprodukt
aus, so ergibt die Kettenregel

2o D) = 3 0 G2 ).

Beispiel 2.24. Die Funktion

h:UCR?* =R, (x,y) — /1 —22—y?

auf U = {z? + y? < 1} C R? ist differenzierbar, denn die linearen Abbildungen
(z,y) — x bzw. y sind differenzierbar, die Abbildungen z — 2% bzw. y — y? sind
differenzierbar (nach Analysis 1), so dal mit der Kettenregel (z,y) — 2 bzw.
y* differenzierbar sind. Damit ist auch (x,y) — 1 — 2? — y? differenzierbar, so
daB h, wegen der Differenzierbarkeit von / : Ryg — R (vgl. Analysis I), mit der
Kettenregel differenzierbar ist.

Die Berechnung der Ableitungen erfolgt am einfachsten durch Bestimmung
der partiellen Ableitungen % und S—Z, welche ergibt

oh  oh —z —y
bh = (& a_y) - (\/1—1"2—?42 \/1—w2—y2> ’

Der Graph {(z,y,2) € R® | 22+y? < 1,2 = h(z,y)} von h ist die Einheitshalb-
sphire im durch z > 0 gegebenen Halbraum in R3. Die Abbildung ¢g: U — R3,
(x,y) — (z,y, h(z,y)) ist eine Parametrisierung dieser Halbsphére. Die partiellen
Ableitungen

0 ! 0 /
99 _ 0 d 99 _ 1
Ox I o Jy —y

1—22—y? v/ 1—x2—y2

sind Tangentialvektoren an die Koordinatenkurven x +— g(z,y) bzw. y — g(z,y).
(BILD)
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Beispiel 2.25. Die Abbildung

cos(1)
f:R*—R*  (9,h)— | sin(v)
h

ist differenzierbar, da die Projektionen (¢, h) — ¢ bzw. h linear und somit diffe-
renzierbar sind und die Funktionen ¥ — cos(¥) und ¥ — sin(¢}) (nach Analysis I)
differenzierbar sind, und damit nach der Kettenregel die Komponentenfunktionen
(9, h) = cos(¥) und (9, h) — sin(¥}) differenzierbar sind. Die Ableitung ist

—sin(d) 0
Df = (% %) = cos(¥) O
0 1
Das Bild von f ist ein Zylinder. Die partiellen Ableitungsvektoren g—£ und %

sind Tangentialvektoren an die Koordinatenkurven ¢ — f (9, h) und h — f(9, h).
(BILD)
2.3.2 Produktregel
Der folgende Satz ist eine Ableitungsregel fiir Produkte aller Art, z.B.
e Produkte mit Skalaren R x V' — V|

Skalarprodukte (,): V x V — R,

das Kreuzprodukt x: R?® x R? — R3,

Matrizenprodukte,
Verkettungen von Linearen Abbildungen L(V3, V3) x L(Vi, Vo) — L(V4, V3),

Einsetzungsabbildungen L(V,W) x V — W,

Determinanten det: V x ... x V. — R, ...
———
dim(V)

Satz 2.26. (Produktregel) Seien o: Vi X -+ x Vi = W eine k-lineare Abbildung
und fi: U CV — V;, i = 1,...k differenzierbar in p € U, wobei V, Vi, ..., Vi
sowie W endlichdimensionale reelle Vektorriume sind und U C 'V offen ist. Dann

ist f =al(fi,..., fe): UCV — W differenzierbar in p und

Dflp(v) = a<Df1|p(v)7 fQ(p>7 SERS) fk(p))+
+ a(fi(p), D fap(v), f3(p), s fr(p))+

+ a(fl(p)u st fkfl(p>7ka|p(U>>-



Beweis. Folgt direkt aus der Kettenregel (Satz , weil
a:Vix--xV,—-W
differenzierbar ist (Beispiel und
(fiy s f): UCV = Vix - x Vj

in p differenzierbar ist (Satz [2.21)).

44
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Beispiel 2.27. Ist v: I C R — V eine differenzierbare Kurve in einem euklidi-
schen Vektorraum. Dann ist f(t) = (y(t),y(t)) differenzierbar und

F1(t) =2(y(8), 7 (t))-

Insbesondere steht fiir eine Kurve mit Werten in der Einheitssphére {v € V|
(v,v) = 1} die Ableitung (“Geschwindigkeit”) /(¢) immer senkrecht auf ~(¢).

Beispiel 2.28. Die Funktion
f:R* =R (z,y) — 1+ 32 + 4y + Sxy?

ist differenzierbar, denn sie ist die Summe aus einer konstanten Funktion, der
linearen Funktion (z,y) + 3z + 4y und der Funktion (z,y) — zy?, welche nach
der Produktregel (Satz differenzierbar ist (mit Produkt a: Rx R xR — R,
(21, T9,x3) — 1 - Tg - T3).

Die Ableitung von f kann man durch Berechnung der partiellen Ableitungen
bestimmen. Es gilt

Df = (g—f g—g) — (3+5y2 4+ 10zy).
Die Ableitung in den Punkten p = (0,0) und p = (1, 2) ist damit zum Beispiel
Dfip00) = (3 4) bzw. Dfipe2) = (23 24).
Beispiel 2.29. Die euklidische Norm |[|z|| = +/(z,x) auf einem euklidischen
Vektorraum V' ist auf V\{0} differenzierbar (und falls dim(V’) > 0 in O nicht

differenzierbar, siche Bem . Die Ableitung von f: V\{0} = R, x — /{(x, z)
in p # 0 ist nach Ketten— und Produktregel

_ 1 Dt o)) = P
Df\p<v>_ 9 <p7p> (<p7 >+< 7p>) ||p|| .

(Die Kettenregel ist in p = 0 nicht anwendbar, da the Wurzel in 0 nicht differen-
zierbar ist.)

Bemerkung 2.30. Eine Norm auf einem Vektorraum V' # {0} ist im Nullpunkt
nicht differenzierbar, da die Richtungsableitungen nicht existieren, denn fiir v € V'
gilt

tul| — |0
L I (T
t\,0 t
und . 0
lim || UH B H ” _ _H,UH7
t 0 t

so daB fiir v # 0 die Richtungsableitung von || || im Punkt 0 in Richtung v nicht
existiert.
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2.3.3 Ein hinreichendes Kriterium fiir Differenzierbarkeit

Wir haben gesehen, dafl man Ableitungen zwar berechnen kann, indem man Rich-
tungsableitungen bzw. partielle Ableitungen bestimmmt (Lemma , deren
Existenz jedoch nicht die Differenzierbarkeit impliziert (Beispiel . Die fol-
genden Kriterien zeigen, daf die

e Existenz der Richtungsableitungen bzw. partielle Ableitungen in einer Um-
gebung von p

e zusammen mit deren Stetigkeit in p
die Differenzierbarkeit in p impliziert.

Satz 2.31. Seien V und W endlichdimensionale reelle Vektorrdume und f: U C
V. — W eine Abbildung auf einer offenen Menge U C V. FEuxistieren alle Rich-
tungsableitungen 0, f(q), ¢ € U, v € V und ist fir alle v € V' die Abbildung

q— 0yf(q)

stetig in p € U, so ist [ in p differenzierbar.

Der Satz folgt (weil eine Basis von V' eine Identifikation V' = R™ definiert)
aus dem folgenden Satz, welcher auch zeigt, dafl es reicht, die Existenz der Rich-
tungsableitungen 0, f(q) und Stetigkeit von ¢ — 9, f(q) fiir alle Vektoren v = v;
einer Basis vy, ..., v, von V zu fordern

Satz 2.32. Ist f: U C R" — W eine Abbildung von einer offenen Menge U C R"
in einen endlichdimensionalen reellen Vektorraum W . Existieren alle partiellen
Ableitungen %(Q)7 g€ U,i=1,..,n und sind diese in p stetig, so ist f in p
differenzierbar.

Beweis. Ist f in p differenzierbar, so mufl aufgrund von Lemma gelten, dafl

Df|p = A mit
n n a
A (Z viei> = Zvla—xf(p)

i=1 =1

Schreibt man

f(ZE) - f(p) :f($1’ ,I’n) - f(pla ~-,pn) =
=f(x1,...,xn) — f(p1, T2y ooy Tp)+
+ f(p1, 2, vy ) — f(P1, P2, T3.eey Tp)

+ f(pb "'7pn717xn> - f(ph "'7pn)7
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so ergibt zeilenweise Anwendung des Mittelwertsatzes aus Analysis I

F0) = S 0) =) 1 — o)+
+ g_:i(pl,fmx&---,xn)(ﬂh — p2)+
+ (pla -">pn717£n)(xn _pn)a

ox,,

wobei jedes &; eine passende Stelle aus dem Intervall [x;, p;] bzw. [p;, z;] ist. Damit
ist fiir x # p

fl@) = f(p) —Alx —p) _
H:E—pH

_ —pi (Of o _of
Z ||ZE _pH ( (pl)' ‘7pz—1)§z7xz+1,--‘,xn) axi(pl, 7pn)) .

Das zeigt die Behauptung, da die rechte Seite aufgrund der Stetigkeit der parti-
ellen Ableitungen in p (und der Beschrénktheit der xl pl) fir z — p gegen Null
geht. O]

Beispiel 2.33. In den obigen Beispielen [2.24] und [2.28 hiitte man die Differen-
zierbarkeit auch iiber Satz [2.32] beweisen konnen indem man die partiellen Ab-
leitungen berechnet und deren Stetigkeit nachweist. (Den Nachweis der Stetigkeit
wiirde man jedoch in der Regel mit Argumenten fithren, die denen #&hnlich sind,
welche wir oben zum Nachweis der Differenzierbarkeit angegeben haben.)

2.3.4 Der Gradient

In einem endlichdimensionalen euklidischen Vektorraum (V, (,)) kann man jedem
Vektor v € V' iiber

o = <U, —>
eine eindeutige Linearform o € V* zuordnen und umgekehrt. Da die Ableitung
D f, einer in p differenzierbaren Funktion f: U C V — R auf einer offenen Menge

U C V ein Element des Dualraums L(V,R) = V* ist, kann man daraus durch
obigen Isomorphismus zwischen V' und V* einen Vektor machen.

Definition 2.34. Der Gradient einer in p € U differenzierbaren Funktion f: U C
V' — R auf einer offenen Teilmenge U eines endlichdimensionalen euklidischen

Vektorraums (V (,)) ist der Vektor grad(f)(p) mit
(grad(f)(p), v) = D fjp(v)

fir allev € V.
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Bemerkung 2.35. e (grad(f)(p),v) ist gleich der Richtungsableitung 0, f(p).

e Fiir V = R"™ mit Standardskalarprodukt ist

L)
grad(f)(p) =

Satz 2.36. Der Gradientenvektor zeigt in Richtung des stdrksten Anstiegs der
Funktion. Der Betrag des Gradienten ist gleich dem Maximum der Richtungs-
ableitungen.

Beweis. Fiir grad(f)(p) # 0 gilt nach Cauchy—Schwarz (Satz [1.64)) fiir alle Vek-
toren v € V von Lénge 1

10uf (p)| = [{grad(f)(p), v} || < [l grad(f)(p)l]

mit Gleichheit fiir v = i%. Das Maximum von 0, f(p) wird erreicht fir

rad . .
v = —I—% und ist gleich || grad(f)(p)]|- O

Bemerkung 2.37. Physiker betrachten oft den Vektor — grad(f)(p), der in Rich-
tung des “steilsten Abstiegs” zeigt.
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Beispiel 2.38. In Beispiel haben wir gesehen, da8 fiir jeden endlichdimen-
sionalen euklidischen Vektorraum die Funktion f: V — R, 2 — |jz|| = /(z, )
auf V\{0} differenzierbar ist und ihre Ableitung berechnet. Die dort errechnete

Formel ergibt

erad(f)(p) = H%”

fur alle p € V\{0}. Man iiberlege sich, da man diese Formel direkt (“ohne
Rechnen”) aus dem vorhergehenden Satz folgern kann, wenn man berticksichtigt,
dal der Wert der Funktion f in p genau der Abstand zum Nullpunkt ist.

Der Vektor grad(f)(p) steht in jedem Punkt p € V\{0} senkrecht auf die
Niveauflichen von f (BILD). Wir werden sehen (Beispiel 4.13)), daB dies ein
Phénomen ist, das fiir beliebige differenzierbare Funktionen gilt.

2.4 Hohere Ableitungen

Seien V', W endlichdimensionale reelle Vektorrdume und U C V eine offenen
Menge. Das Differential einer differenzierbaren Abbildung f: U — W ist eine
Abbildung

Df:U — L(V,W)

von U in den Vektorraum L(V, W) der linearen Abbildungen von V' nach W. Ist
diese Abbildung selbst differenzierbar, so ist deren Ableitung eine Abbildung

D2f: U — L(V,L(V,W)).

Den Vektorraum L(V,L(V,W)) identifizieren wir dabei mit dem Vektorraum
L*(V,W) der bilinearen Abbildungen von V' nach W, indem wir folgendes all-
gemeines Prinzip anwenden.

Notation: Fiir k > 2 identfizieren wir den Vektorraum
LFV,W)={a: V x..xV =W ]|aist k — linear}
k

iiber den Isomorphismus
Jr: LV, LYV, W) — LAV, W)
definiert durch
Jr(P)(v1, ...y vg) = P(v1)(ve, ..., vy) fiir vy,...,v, €V

mit dem Vektorraum L(V, L*¥1(V,W)).

Zum Beispiel kann man ein Skalarprodukt (,) € L?(V,R) auf einem endlich-
dimensionalen reellen Vektorraum interpretieren als die Abbildung L(V, L(V, R)) =
L(V,V*), die einem Vektor v € V' die Linearform o = (v, _) € V* zuordnet (vgl.

Abschitt [2.3.4)).
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Definition 2.39. Rekursiv definiert man fiir £ > 2: eine Abbildung
fU—->W

ist k-mal differenzierbar in p € U, wenn es einer offene Umgebung U c U von
p € U gibt, so daf} fi5 (k—1)-mal differenzierbar ist und die (k—1)-te Ableitung

DE=Yf U — LDV, W)

im Punkt p differenzierbar ist. Die k—te Ableitung Dkf‘p € LE(V,W) in p ist die
Ableitung von D¥~!f in p, also

DF fip(vy, .oy vp) = jk(D(Dk_lf)‘p)(vl, iy Ug) = D(Dk_lf)|p(vl)(v2, ey UE)
(wobei wir im letzten Schritt die obige Identifizierung angewandt haben).

Lemma 2.40. Ist f in p k—mal differenzierbar, so gilt fir vy,...,vp € V

D" fip(v1, s V) = Ouy (a0 ) ()
(insbesondere existiert die rechte Seite).

Beweis. (Per Induktion) Fiir £ = 1 ist die Aussage gleich Lemma [2.12] Um zu
zeigen, dafl die Aussage fiir k — 1 die Aussage fiir k impliziert, benutzen wir die
lineare Abbildung (den “Einsetzungshomomorphismus”)

g: NV S W e (vg, )

definiert durch wvs,..., vy € V. Da g linear ist, ist die Ableitung von g konstant
und Dg),, = g. Damit impliziert die Kettenregel angewandt auf g o DF1f daB

D(go D" f)p(v1) = g o DD f)j(v1)

fiir alle v; € V. Die rechte Seite ist per definitionem gleich D"“f|p(v1, .., Ug). Die
linke Seite ist nach Lemma (und Induktionsannahme) gleich

0, (g0 D 71 f)(p) = 00y Dy (0, f)) (p).
O
Bemerkung 2.41. Will man D?f|,(v1, v2) berechnen, so kann man also anstatt
Df:U — L(V,W)

abzuleiten auch erst vy einsetzen und dann in Richtung v; ableiten (und analog
fiir hohere Ableitungen).

Per Induktion erhélt man aus Satz
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Satz 2.42. Besitzt f: U C V. — W beliebige Richtungsableitungen (oder partielle
Ableitungen, falls V-=R") bis zur Ordnung k und sind diese stetig in p € U, so
st f k—mal differenzierbar in p.

Satz 2.43. (H.A. Schwarz) Ist f: U CV — W inp € U zweimal differenzierbar,
so qilt fiir vi, v € V
DQflp(Ul, UQ) = DZf\p(“Za 'Ul)-

Der Satz folgt aus dem folgenden Lemma:

Lemma 2.44. Ist f: U CV — W in p € U zweimal differenzierbar, so gilt fir
U1, Vg € %

D2 (01, 0) = lim fp+tvy +tvy) — f(p J;th) o+t + £(p)

Beweis. OBdA sein W = R (sonst wéhle man eine Basis von W und argumentiere
komponentenweise). Weiter seien vy, v 0BdA so klein, dafl p + tv; + svy € U fiir
alle t, s € [0, 1]. Wir betrachten

A(t v, v2) = f(p+tvr + tve) — f(p+tor) — f(p + tvz) + f(p).
Dann gilt A(t,v1,v9) = F(1) — F(0), wobei
F(s) = f(p+ tvy + stug) — f(p+ stvy).
Der Mittelwertsatz aus Analysis I impliziert, daf es fiir jedes ¢t ein 7 = 7, € [0, 1]
gibt mit
A(ta U1, U2) - F,(T) - Dfp+tU1+Tt’U2 (tUQ) - Dfp-i-’rtvg (tUQ>

(das t im Index von 7 = 7; lassen wir zur Vereinfachung der Notation weg). Die
zweimalige Differenzierbarkeit in p ergibt, daf fiir kleine w € V

D fpw = D fip+ D* fip(w) + [[w][(p + w)
N————

R(p+w):=
mit ¢ (p +w) — 0 fiir w — 0. Damit ist
A(t, v1,v9) D fpttortrtes (tvz) = D fyiriv, (tva) _
+2 o 2 -
B (Df‘p + D2f|p(tv1 + Ttvg) + R(p + tvy + TtUg)) (tvs)
— - _
B (Dfip + D2 fip(ttvs) + R(p + Ttvy)) (tvs)
t2

R(p + tvy + Ttvg)

= DQf‘p(’Ul, Uz) +
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Damit folgt die Behauptung, da die beiden R—Terme fiir t — 0 gegen Null gehen.
Zum Beispiel ist
R(p +tvy + Ttvg)  ||tvy + Ttoa||9(p + tvy + Ttvs)

n = m = ||vy +Tvg||t(p+tvg + Ttvg),

was wegen der Beschranktheit von |[vy +7vs|| < ||v1]| +|7]||v2]] < [|v1 ]|+ [Jv2]| und
Aufgrund der Eigenschaften von v gegen Null geht. O
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Korollar 2.45. Ist f: U CV — W in p € U k—mal differenzierbar, so ist die
k—-lineare Abbildung
DFf,: Vx..xV W
k
symmetrisch.

Beweis. Fiir k = 2 ist das der Satz von Schwarz (Satz [2.43)). Dieser sagt we-
gen Lemma aus, daf} in jedem Punkt ¢, in dem eine Abbildung ¢ zweimal
differenzierbar ist, die Richtungsableitungen 9,, und 9,,,,, € {1, ..., k—1} “kom-
mutieren”, also

1+17

avl (avlJrlg) (Q) = aﬂz+1 (avlg> (Q)
Das impliziert die Behauptung im allgemeinen Fall, da (wegen Lemma [2.40))
D" fip(v1, v 0k) = 3y, (D (00 ) ().
0

Definition 2.46. Eine Abbildung f: U C V — W ist k—mal stetig differenzier-
bar, wenn sie k-mal differenzierbar ist und D¥f: U — L¥(V, W) stetig ist.

CMU,W) = {f: U — W | f ist k-mal stetig differenzierbar}

Bemerkung 2.47. Wegen Satz ist f genau dann k—mal stetig differenzierbar,
wenn fiir alle vy, ..., vy € V mit [ < k und alle p € U die Richtungsableitung

o, (o (00, 1)) (P)

existiert und stetig von p abhéngt.

2.4.1 Hohere partielle Ableitungen
Definition 2.48. Fiir f: U C R” — W und iy,...,ix, € {1, ...,n} schreiben wir
ok f
—————(p) = 0, (O, (...0,
I (P) = Oe;, (Oe,, (---0c,, f)(p)

fiir die hoheren Richtungsableitungen in Richtung der Standardbasisvektoren.

Bemerkung 2.49. o Ist f: U C R®" — W k-mal differenzierbar in p € U, so
gilt

k I A
D f|p(1)1,...,vk;) = Z 837 - A (p) Uzll /Uzkk}’
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o Ist f: U C R" — W 2-mal differenzierbar in p € U, so gilt mit dem Satz
von Schwarz (Satz [2.43))
o0 f 0 f

fiir alle 4, j € {1,...,n}. Falls f k—mal differenzierbar ist, kommt es analog
(wegen Korollar [2.45)) bei der Berechnug einer hoheren partiellen Ableitung

Dxy, - Oxy

nicht auf die Reihenfolge der iy,...,7; an.

e Eine Abbildung f: U C R" — W ist genau dann k—mal stetig differenzier-
bar, wenn alle partiellen Ableitungen bis Ordnung k existieren und stetig
sind (wobei die nicht—triviale Implikation hier wegen Satz [2.42] gilt).

2.5 Mittelwertsatz und Satz von Taylor

Satz 2.50. (Mittelwertsatz) Sei f: U CV — R eine reellwertige differenzierbare
Funktion auf einer offenen Teilmenge U C V eines endlichdimensionalen reellen
Vektorraumes. Liegt fiir zwet Punkte p, ¢ € U die Strecke

pg={1-Np+Ag=p+Alg—p)|A€0,1]}
ganz in U, so gibt es 7 €]0, 1] mit
f(@) = fp) = D fpirig-p(a— D).

Beweis. Nach dem Mittelwertsatz aus Analysis I gibt es 7 €]0,1[, so daf} fiir
hi[0,1] = R, ¢t — f(p+t(g—p)) gilt

h(1) — h(0) = h'(7).
Mit der Kettenregel ergibt sich daraus die Aussage des Satzes. O

Beispiel 2.51. (Der Mittelwertsatz in dieser Form gilt nicht fiir Abbildungen in
hoherdimensionale Rédume.) Fiir

. 2 omit cos(27t)
ffR=-C=R t—e _(sin(27rt)>

gilt 0= f(1) — f(0) # f/(7) fur alle 7 €]0, 1[, denn

f'(t) = 2mie*™ =21 (_CSISIES:X)) #0

fiir alle t € R.
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Satz 2.52. (Schrankensatz) Seien V., W endlichdimensionale reelle normierte
Vektorrdume und f: U C V. — W eine differenzierbare Abbildung auf einer
offenen Teilmenge U C V. Liegt fiir zwei Punkte p, ¢ € U die Strecke

pi={1=Np+Ag=p+Aqg—p)|Ae[0,1]}

ganz in U, so qilt
1/(@) = fP)II < sup [ Dfiellllg — pll-
z€pq

Beweis. OBdA sei f(q) # f(p). Der Einfachheit halber nehmen wir an, daf
die Norm auf W von einem Skalarprodukt induziert wird (den allgemeinen Fall
findet man z.B. als Satz 145 im Skript “Analysis 2” von Dirk Ferus; alternativ
dazu skizzieren wir am Ende des Beweises, wie man den hier gegebenen Beweis
an den allgemeinen Fall anpassen kann). Nach dem Mittelwertsatz aus Analysis I
gibt es fiir die Funktion

g: 0] =R t=(flp+tlg—p)v)  mit v
ein 7 €]0, 1], so daB

Nun ist
9(1) = g(0) = (f(q),v) — (f(p),v) = I f(q) = fFD)I

und
9'(7) = (Dfiptrg-n (2 — ), v),
so dafl mit Cauchy—Schwarz (Satz|1.64) und |jv|| =1 gilt

19" (D) < 1D fip+r@-n llg = pllIvll < sup D fizllllg — plI.

T€Pq

(Im Fall einer allgemeinen Norm auf W wihlt man eine Linearform o € W*
mit [|af| = 1 und a(f(q) — f(p)) = If(a) — f(p)|| und ersetzt g in (x) durch
g(t) = a(f(p+t(qg — p)); der Rest des Beweises geht dann mit offensichtlichen
Modifikationen durch. Die Existenz von « folgt aus dem Satz von Hahn—Banach,
den man z.B. auf Seite 69 der “Real and functional analysis” (3. Ausgabe) von
Serge Lang findet. Im endlichdimensionalen Fall kann man im zweiten Teil des
Beweises dort das Argument mit dem Lemma von Zorn durch eine einfach In-
duktion tiber die Dimension ersetzen.) ]
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Korollar 2.53. Seien V', W endlichdimensionale reelle Vektorrdume und f: U C
V — W eine differenzierbare Funktion auf einer offenen Teilmenge U C V. Ist
U zusammenhdngend und D f, = 0 fiir alle p € U, so ist f konstant.

Beweis. Fiir jeden Punkt p € U gibt es ein € > 0, so dal der e-Ball B,(p) um p
ganz in U liegt. Nach dem Schrankensatz (Satz ist f konstant auf B.(p).
Sei nun py € U ein beliebiger Punkt und V= {p € U | f(p) = f(po)}. Dann
ist V' C U abgeschlossen, da f stetig ist. Andererseits ist V offen, da f auf einer e~
Umgebung um jeden Punkt konstant ist. Alsoist V = U, da U zusammenhéngend
ist. O

Der folgende Satz zeigt, daBl jede stetig differenzierbare Abbildung auf einer
kompakten Menge Lipschitz stetig ist (wobei man unter einer stetig differenzier-
baren Abbildung auf einer kompakten Menge K eine Abbildung versteht, die man
stetig differenzierbar fortsetzen kann auf eine offene Umgebung U von K C U).

Satz 2.54. Seien V, W endlichdimensionale reelle Vektorrdume, U C V' eine
offene Teilmenge und f: U CV — W eine stetig differenzierbare Abbildung. Fiir
jede kompakte Menge K C U gibt es L > 0 mit

1f(x) = fWll < Lz — fir-alle z,y € K.

Beweis. Gébe es kein derartiges L, so konnte man Folgen (2, )neny und (4, )nen in
K finden mit

1 (zn) = S ()l > nllzn = yall-

Da K kompakt ist, konnen wir oBdA annehmen, dal x, — x fiir n — oo
(Satz von Bolzano-Weierstrafl). Fir » > 0, so da B,(x) C U, gilt dann
fir y, ' € By(z) und L = sup, 5 [|Dfjyll < 0 (nach Satz [1.57) mit dem
Schrankensatz (Satz [2.52)

1F(y) = FWOI < Ly = /Il
Ist M eine obere Schranke fir || f|| auf K (Satz[1.57)), so gilt

2M

1

Also gibt es ein N, so daB x,,, y,, € B,(x) fiir alle n > N. Das ist ein Widerspruch,
denn dann gilt fiir alle n > N

nllwn = yall <[ (@n) = FYn)ll < Lllzn — ynll

und somit n < L. ]
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2.5.1 Satz von Taylor und Lokale Extremwerte

Definition 2.55. Sind V', W endlichdimensionale reelle Vektorrdume und ist
f: U CV — W eine Abbildung auf einer offenen Menge U C V, die n—mal
differenzierbar im Punkt p € U ist, so nennt man

"1 1
reVis ) EDkflp(m — Dy T — ) = f(p)+Df|p(w—p)+§D2f\p(x—p7:r—p)+
! Pt 7D
k=0 k mal

1
+ 5 DSflp( T—p,x—p)+..+ an|p( Dy ey T — D)

n mal
die Taylorapproximation n. Ordnung von f im Punkt p.

Die Taylorapproximation n. Ordnung in p ist die polynomiale Abbildung von
Ordnung n, die f in p “am besten approximiert” im folgenden Sinne.

Satz 2.56. (Satz von Taylor) Sind V, W endlichdimensionale reelle Vektorrdume
und ist f: U CV — W eine n—mal differenzierbare Abbildung auf einer offenen
Menge U C V. Dann gilt fir p, x € U

f(z) = f(p”Dfp(x—PH%D2f|p($—p, x—p)+---+%D"f|p(fL‘ —p, ..., w — p)+R(z)

n mal

R(x)

mth%Ofurx—uo.

Beweis. (Per Induktion nach n.) Der Fall n = 1 gilt nach Definition der Diffe-
renzierbarkeit. Wir zeigen die Aussage fiir n unter der Induktionsannahme, dafl
die Aussage fiir n — 1 gezeigt ist.

Dazu berechnen wir die Ableitung nach = des Restglieds

n

R() = (@)~ 3 2D fulg —pow 1)

k=0 k mal

der Taylorapproximation n. Ordnung von f im Punkt p mittels Produktregel:

(k—1) mal
fiir alle v € V. Nach Definition der hoheren Ableitungen ist

n

DR(v) = Dfp(v) = 3 ﬁD’“l(Df)p(x = p)(0)

k=1 (k—1) mal



o8

und somit

n—1
1
DR, =Dfl,— ) HD’“(Df)”,(x — Dy — D).
k=0 k mal

Damit ist DR), gleich dem Restglied der Taylorapproximation (n — 1). Ordnung
von D f, im Punkt p, so dafl es per Induktionsannahme fiir € > 0 ein § > 0 gibt
mit

IDRp|| < ellw = pl"™

fir x € Bs(p) C U. Wegen R(p) = 0 folgt damit fiir x € Bs(p) aus dem Schran-
kensatz (Satz [2.52)

[R(2)[| = [[B(z) = R(p)|| < ( sup [|DRy[))]lx —pll < efz —pl|".

y€Bs(p)

]

Satz 2.57. (Lagrange—Form des Restglieds) Fiir eine (n+1)-mal differenzierbare
reellwertige Funktion f: U CV — R g¢ibt es fir p, x mit

pE={(1=XNp+Aix|Ae€l0,1]} CU

ein q € px, so dafs

1
(n+1)!

R(z) = D" (e —p, .z —p).

n+1 mal

Beweis. Folgt mit der Kettenregel direkt aus dem Satz von Taylor mit Lagrange—
Form des Restglieds aus Analysis I (siehe Dirk Ferus, Analysis I fiir eine Version,
die ohne Stetigkeit der (n 4 1)-ten Ableitung auskommt) angewandt auf

g:l—el+e[—=R ¢t f(p+tv)
mit v =z — p. O
Definition 2.58. Wie nennen eine symmetrische k-lineare Form

ac LF(V,R)={a: V x..xV = R|k — linear}

k mal

auf einem endlichdimensionalen Vektorraum V'
e positiv definit < (v, ...,v) > 0 fiir alle v € V\{0},
e positiv semidefinit < «(v,...,v) > 0 fur alle v € V\{0},

e negativ definit < a(v,...,v) <0 fir alle v € V\{0},
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e negativ semidefinit < a(v,...,v) < 0 fiir alle v € V\{0},

e indefinit < es gibt sowohl v € V\{0} mit a(v,...,v) > 0 also auch mit
a(v,...,v) < 0.

Das folgende Lemma zeigt, dal jede nicht-triviale symmetrische k-lineare
Form a von genau einem der obigen Typen ist:

Lemma 2.59. Ist o € L*(V,R) eine symmetrische k-lineare Form, so gilt
i) a(v,...,v) =0 firaleveV = a=0 und
ii) a # 0 und k ungerade = « indefinit.

Beweis. i) (Per Induktion) Fiir £ = 1 gilt die Behauptung. Sei also die Behaupt-
ung fiir k — 1 gezeigt. Ist o € LF(V,R) und gilt a(v,...,v) = 0 fiir alle v € V,
dann gilt fiir alle v, w; € V und t € R

k

0=a(v+twy,...v+tw) = Z (]:) t a(wy, ..., w1, v, ..., V).

=1

7 k—i

Insbesondere ist a(wy, v, ...,v) = 0 und per Induktionsannahme ist

k-1
a(wy,...,wg) =0

fir alle wq,...,wy.
it) ist (v, ...,v) # 0, so ist I(—v,...,—v) = —I(v, ..., v). O
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Definition 2.60. Eine reellwertige Funktion f: U C V — R auf einer offenen
Teilmenge U C V eines endlichdimensionalen reellen Vektorraums hat in p € U
ein lokales Mazimum (Minimum), falls es ein € > 0 gibt mit

fp) = f(x) (f(p) < f(z))  firallez € Umit ||z —pl| <e.

Sie hat ein isoliertes lokales Mazimum (Minimum), falls es ein € > 0 gibt mit
f(p) > f(x) (f(p) < f(x)) fur alle z € U mit 0 < ||z — p|| <e.

Satz 2.61. (Notwendiges Bedingung fiir lokale Extrema) Ist eine reellwertige
Funktion f: U C V — R auf einer offenen Teilmenge U C V eines endlichdi-
mensionalen reellen Vektorraums im Punkt p € U differenzierbar und hat dort
ein lokales Maximum oder Minimum, so ist

Df, =0.
Beweis. Wir betrachten den Fall eines lokalen Minimums. Fiir alle v € V ist dann

D (v) = lim fp+tv) = f(p)

t—0 t

=0,

denn der linksseitige Grenzwert ist < 0 und der rechtsseite Grenzwert ist > 0. [

Einen Punkt p € U mit Df), = 0 nennt man auch einen kritischen Punkt der
Funktion f.

Satz 2.62. (Notwendiges und hinreichendes Kriterium fir lokale Extrema) Ist
fiir eine k—mal differenzierbare reellwertige Funktion f: U C V — R auf einer

offenen Teilmenge U C V' eines endlichdimensionalen reellen Vektorraums im
Punktp e U

Dfy,=0,...,D"'fi,=0  und  DFf, #0,
so gilt
i) ist Dk’f‘p positiv definit, so hat f in p ein isoliertes lokales Minimum,
ii) st Dkf‘p negativ definit, so hat f in p ein isoliertes lokales Mazimun, und

ii1) st Dkf|p indefinit, so hat f in p kein lokales Extremum. (Das ist zum Bei-
spiel immer der Fall, wenn k ungerade ist.)
Wir beweisen den Satz nach Beispiel unten.

Bemerkung 2.63. o Teil iii) von Satz beinhaltet im Spezialfall £ = 1 das
obige notwendige Kriterium (Satz [2.61]).
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e Gilt in Teil iii) des Satzes k > 1, so spricht man von einem Sattelpunkt.
(Allgemein ist ein Sattelpunkt ein kritischer Punkt, der kein lokales Extre-
mum ist; geometrisch bedeutet dies, dal der Graph der Funktion in p eine
horizontale Tangentialebene (siche auch Beispiel[4.13)) besitzt und die Funk-
tion in jeder Umgebung von p Werte auf beiden Seiten der Tangentialebene
annimmt. )

e Der Satz macht keine Aussage iiber semidefinite Punkte (iiber die man,
wie das folgende Beispiel zeigt, auch nicht so einfach allgemeingiiltige
Aussagen treffen kann).

e Der Satz wird am héufigsten im Spezialfall £ = 2 angewandt (und oft auch
nur fiir diesen Fall formuliert), also fiir den Fall, da8

Df|p =0 und D2f|p 7§ 0.

Definition 2.64. Ist eine reellwertige Funktion f: U C R™ — R auf einer offenen
Menge U C R" zweimal differenzierbar, so ist ihre Hessesche Matrix in p € U

9?2 02
(9.?18];1 (p) 89:18{% (p)

Hess(f)(p) = (ajng v >>i,j:1,...n B

02f o2f
8:tnga:1 (p) axnafxn <p)
Die Hessesche Matrix ist die Koordinatendarstellung der zweite Ableitung,
fiir u, v € R™ gilt

Df‘puv Z

und damit symmetrisch wegen des Satzes von Schwarz (Satz[2.43)). Die Hessesche
Matrix ist die Ableitung des Gradienten von f.

p)u;v; = (u, Hessf(p)v) = (Hessf(p)u,v)

Beispiel 2.65. Im Folgenden diskutieren wir zweimal differenzierbare Funktio-
nen f: R? — R, fiir die in p = (0,0) gilt

Df,=0 und D2f|p # 0.

o Fiir f(z,y) = 22 + y? ist Hess(f)(0,0) = 0 9

definit. Wie man leicht direkt sieht, ist p = (0,0) ein isoliertes lokales
Minimum (was auch aus Teil i) von Satz folgt).

2 0) und D?f|(o0) ist positiv

e Fir

- fl(xay) = xQ
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— folz,y) = 2* + y*

= falz,y) =2* =y

2 0\ . _
0 0)
Ableitung ist positiv semidefinit. Wie man leicht sieht, ist p = (0, 0)

ist jeweils Hess(f;)(0,0) = < 1,...,3 und die entsprechende zweite

— ein lokales Minimum von fi,
— ein isoliertes lokales Minimum von f, und

— kein lokales Extremum, sondern ein Sattelpunkt, von f;.
(Der Satz macht iiber keinen der Fille eine Aussage.)
e Die Funktionen —f bzw. —f;, —fo und —f3 sind Beispiele mit negativ
definiter bzw. semidefiniter zweiter Ableitung in p = (0, 0).

e Fiir g(z,y) = 22—y?* ist Hess(g)(0,0) = (2 0 ) und D?g|( ) ist indefinit.

0 -2
Wie man leicht direkt sieht, ist p = (0,0) kein lokales Extremum, sondern
ein Sattelpunkt (was auch aus Teil iii) von Satz folgt).
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Beweis von Satz[2.62. Nach dem Satz von Taylor (Satz [2.50]) gilt fiir x € U

F(@) = 0) + 2 D*fiple = py = ) + R2)

mit = Rz ‘)‘ + — 0 fiir z — p. Mit anderen Worten gibt es fiir € > 0 ein § > 0 mit

—e|lz —pl|* < R(z) < ¢||lz — p||* fir alle = € Bs(p). (%)

Andererseits nimmt, da S = {v € V' | ||v]| = 1} wegen des Satzes von Heine-
Borel (Satz ) kompakt ist, die Funktion v € S %Dkf‘p(v, ..,v) auf S ihr
Minimum m und Maximum M an, so daf} gilt

mljv||* < Dkf|p( ,v) < Mo fir alle v € V.

i) ist D¥ fi, positiv definit, so ist m > 0. Wéhlen wir 6 > 0 oben zu € = %, so
gilt fiir x € Bs(p)

£() = F2) = ZD*fiple = proos = B) + R(z) 2

m
> mle = p||* = elle—pl* = Z e —pll*

ii) folgt, indem man i) auf —f anwendet.

iii) ist D* fip indefinit, so ist m < 0 < M. Weiter gibt es Strahlen [ = voR-q
und L = woRso C V (wobei vy, wy € S Punkte sind, an denen m bzw. M
angenommen wird), fir die

—Dkf|p( ,v) = mv||* fiir alle v € [ und

1
EDkﬁp(w, ow) = Mlw|” fiir alle w € L.

Wiéhlen wir also v € [ klein genug, so daBl (%) fiir z = p+ v mit € = |2ﬂ| gilt,
so folgt

Fo+ ) — £) < mlloll* + elloll* = — ol

Und wéhlen wir w € L klein genug, so daf (x) fiir z = p + w mit € = % gilt, so

folgt
M

flo+w) = fp) 2 Mwl|* = ewl® = - |lw]]*.

(Die Bemerkung iiber ungerades k folgt aus Teil ii) von Lemma [2.59]) O
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2.5.2 Analyse der Hesseschen Matrix
Will man Satz im Spezialfall £ = 2, also dem Fall, dafl

Df|p =0 und D2f|p 7§ 0.

anwenden, sind folgende Kriterien niitzlich. Sei f: U C R™ — R auf einer offenen
Menge U C R" zweimal differenzierbar. Dann ist die darstellende Matrix

02 92
5 o) o= (p)
A = H = = . .
ess)o) = (o d-0)) ; )
J 1,7=1,..n 2 f 92 f

(Definition [2.5.1]) der symmetrischen Bilinearform D?f,, also die Matrix A, so
daB D? fi,(u,v) = (u, Av) fiir alle u, v € R", symmetrisch und somit, wie aus der
linearen Algebra bekannt, diagonalisierbar iiber R.

Satz 2.66. Ist A eine reelle symmetrische n X n—Matriz und o(u,v) = (u, Av),
u, v € R"™ die dazugehorige symmetrische Bilinearform, so qilt

e « ist positiv definit < alle Figenwerte von A sind > 0,

e « ist positiv semidefinit < alle Figenwerte von A sind > 0,

e « ist negativ definit < alle Figenwerte von A sind < 0,

e « ist negativ semidefinit < alle Figenwerte von A sind < 0 und
e « ist indefinit < A hat positive und negative Eigenwerte.

Beweis. Ist vy,...,u, eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren zu den Eigenwer-
ten Ag,...,\, € R, so gilt fir v =", z;v;, € R"

a(v,v) = (v, Av) = Z/\le
i=1

]

Beispiel 2.67. Ist A eine symmetrische 2 x 2-Matrix, so ist die Determinante
det(A) = A2 gleich dem Produkt der beiden Eigenwerte A;, Ay und fiir die
dazugehorige symmetrische Bilinearform a(u,v) = (u, Av) gilt

e « ist (positiv oder negativ) definit < det(A) > 0,

e « ist (positiv oder negativ) semidefinit, aber nicht definit < det(A) = 0
und
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e « ist indefinit < det(A4) < 0.

Ohne Beweis (vgl. Anhang zu Dirk Ferus, Analysis II') geben wir das folgende
Kriterium an:

Satz 2.68. (Hauptminorenkriterium) Alle Figenwerte einer symmetrischen reel-
n sind positiv < det(Ay) > 0 firallek =1,...,n

.....

=1,...,

Beispiel 2.69. Wir beweisen das Hauptminorenkriterium fiir eine symmetrische

2 X 2-Matrix
a b
A (b ) |

Die zu A gehorige symmetrische Bilinearform ist genau dann positiv definit, wenn

<<(1))’A((1))>=a>0 und <(f),A("’f)>:m2+2bx+c>o

fiir alle € R. Letzteres ist dquivalent dazu, dafl ¢ > 0 und az? + 2bx + ¢ keine
reellen Nullstellen hat, was wegen der “pq-Formel” (und a > 0) dquivalent zu
ac —b? = det(A) > 0 ist.

Mit dem vorhergehenden Beispiel erhélt man aus Satz das folgende Kri-
terium:

Satz 2.70. Ist f: U C R? — R zweimal differenzierbar auf einer offenen Menge
U C R2. Dann gilt

e hat f in p ein lokales Extremum, so ist g—i(p) = g—;(p) =0,

o gilt %(p) = g—i(p) =0 und

. 2 a2 a2 2 2 . .
i) 8igx(p)%(p) — <adx—8’;(p)> > 0 und %(p) >0 = f hat in p ein

1soliertes lokales Minimum,

82 2 2 2 2 . .
i) ZEW)ZEP) — (250) > 0 und £L(p) < 0 = f hat in p ein

isoliertes lokales Mazimum und

2
iii) ggx (p) ggy (p) — <88;8fy (p)) <0 = f hat in p kein Extremum.

2.6 Satz iiber implizite Funktionen und Satz iiber die Um-
kehrabbildung

Vorbetrachtung: Im vorhergehenden Abschnitt haben wir kritische Punkte von
differenzierbaren Funktionen f: U C V — R auf einer offenen Menge U C V in
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einem endlichdimensionalen euklidischen Vektorraum V' analysiert, also Punkte
p € U, in denen gilt D f, = 0.

Im Folgenden geht es im reguldre Punkte. Das sind Punkte p € U, in denen
Dfy, # 0 gilt. Der Satz iiber implizite Funktionen besagt, daf fiir eine stetig
differenzierbare Funktion f: U C V — R die Losungsmenge der Gleichung

flz)=y

mit y = f(p) (also die Niveauhyperfliche von f bestehend aus den Punkten x € U,
an denen der Funktionswert gleich dem an der Stelle p ist) in einer Umgebung von
p und in geeigneten Koordinaten als Graph einer stetig differenzierbaren Funktion
von n — 1 Variablen geschrieben werden kann, wobei n = dim (V). Insbesondere
sind fiir eine Funktion von n = 2 Variablen die Niveaulinen dann Kurven, die
man lokal als Graph einer reellwertigen Funktion von einer Variablen schreiben
kann.

Beispiel 2.71. Sei f(z,y) = 2?+y* Dann ist %(m, y) = 2z und g—gj(x, y) = 2y, so
daB % und ?)_5 entlang der y—Achse bzw. der x—Achse verschwinden. Der einzige
kritische Punkt ist (z,y) = (0,0) (an dem ein isoliertes Minimum von f vorliegt).
Die Niveaumenge zu z = 0 = f(0,0) ist ein Punkt, die Niveaumengen f~*(z) fiir
z > 0 sind Kreise (von Radius r = /z, BILD!).

In der Umgebung eines regulédren Punktes (zg, y9) # 0 kann man die Gleichung

2? +y* = f(x0,50) = 2
immer nach x oder y auflésen und Losungen schreiben als

xr=2+z—9y> bzw. y==+Vz—2x?

wobei die Funktionen y +— /2 — y? und z — vz — 22 nur fiir 4> < 2z bzw. 22 < z
stetig differenzierbar sind, also weg von den Punkten, wo z und damit g—i bzw. y
und damit 3 gleich Null werden.

Der Satz tiber implizierte Funktionen besagt, dafl man fiir eine beliebige stetig
differenzierbare Funktion f(z,y) ein einem Punkt (zo,yo) mit %(mo,yo) # 0 die
Gleichung

/ (.CE ) y) =z
mit z = f(xg,yo) lokal um (¢, yo) “auflésen kann nach z” und die Losungsmenge
durch eine Funktion = = ¢(y) schreiben kann (im obigen Beispiel durch eine
der beiden Funktionen g(y) = £1/z — 4?)). Analog kann man an einem Punkt
(20, Yo) mit g—;(xg,yo) # 0 die Gleichung

fl,y) =2

lokal “nach y auflésen” und die Losungsmenge durch eine Funktion y = g(x)
schreiben (im obigen Beispiel durch eine der beiden Funktionen g(x) = £v/z — 22)).
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Satz 2.72. (Satz iber implizite Funktionen) Seien Vi, Vo und W endlichdimen-
sionale reelle Vektorriume und f: U C Vi x Vo — W eine C*~Abbildung auf
einer offenen Menge U C Vi x Vy. Ist in einem Punkt (p,q) € U die lineare

Abbildung
Dsfipg: Vo — W invertierbar,

wobei Dy fi(p.q)(V2) = D fi(p,q)(0,v2), und gilt f(p,q) =0, so gibt es offene Mengen
U CVi,i=1,2mit(p,q) € Uy x Uy C U und eine C*~Abbildung g: U, — U,
mit der Eigenschaft, daf$ fir (z,y) € Uy x Uy gilt

flz,y) =0 = y = g(x). (*)

Insbesondere ist die lineare Abbildung Dsf|(z.g(): Vo — W fiir alle v € Uy inver-
tierbar und

Dgje = —(Da fiwg@) " © Difiwgt)s
wobei lel(p,q)@l) = Dfl(p,q)(vla 0).

Wir zeigen spéter (in Abschnitt , dal der Satz iiber implizite Funktionen
aus dem (folgenden) Satz iiber die Umkehrabbildung (Satz [2.75)) folgt.

Bemerkung 2.73. DaB (x) fiir alle (z,y) € Uy x U, gilt, ist gleichbedeutend dazu,
dafl die Gleichung f(z,y) = 0 fiir jedes x € U; genau eine Losung y € U, hat.
Die Abbildung g: Uy — U, ordnet jedem x € U; genau diese eindeutige Losung
y € Uy zu. (Man sagt g sei “implizit definiert”, da man erst eine Gleichung l6sen
muf um ¢ zu bestimmen.)

Beispiel 2.74. Sei f: R? - R, (z,y) — z — y*. Die Nullstellenmenge

M = {(z,y) e R?| f(z,y) = 0}

ist dann eine Parabel (BILD!). Man kann den Teil der Nullstellenmenge in der
Halbebene y > 0 darstellen als Graph

My >0} = {(z,9(2)) | € Roo}

der C*°~Funktion g: R.g — R, x — y/x. Der Graph von §: Ry = R, z — —/x
ist analog gleich dem Teil der Nullstellenmenge in der Halbebene y < 0, also

My <0} = {(z,9(z)) | € Roo}

(Der Punkt (0,0) € M hat keine Umgebung, in welcher M der Graph einer
Funktion von x ist, da es in jeder Umgebung fiir kleine x > 0 zwei mogliche
y—Werte gibt fiir die gilt (z,y) € M, namlich y = +y/x und y = —/.)

Der Satz iiber implizite Funktionen bestétigt genau das beobachtete Verhal-
ten, den er besagt, daB fiir alle Punkte

0
(x,y) € M mit 8_£(x’y) =—2y+#0
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die Nullstellemenge M lokal als Graph einer Funktion y = g(x) geschrieben wer-
den kann. Die Formel fiir die Ableitung von g ergibt fiir g(z) = /= (also den
oberen Zweig der Parabel)

) 1o
Dga = (o)) G ==

(Im Punkt (0,0) € M, in dem M nicht lokal als Graph einer Funktion y =
g(x) geschrieben werden kann, gilt 2—5(0,0) = 0. Da %(m,y) = 1 fiir alle (x,y)
impliziert der Satz iiber implizite Funktionen auch, dafl man die Nullstellenmenge
tiberall lokal als Graph einer Funktion z = g(y) schreiben kann. Diese Tatsache
ist wenig iiberraschend, denn M = {(z,y) € R? | + = y*} ist sogar global der
Graph der Funktion z = g(y) = y2.)

Satz 2.75. (Satz dber die Umkehrabbildung) Seien V., W endlichdimensionale
reelle Vektorriume und sei f: U C'V — W eine C*-Abbildung auf einer offenen
Menge U C V. Ist fiir p € U die lineare Abbildung

Dfyp: V=W

invertierbar, so gibt es offene Mengen O C U und O C W mit p € O, so daf die
Einschrinkung fio von f auf O eine bijektive Abbildung

flo: O =0

ist und f|51: O — O auch C* ist. Firp e O und q = f(p) € O gilt dann

D(f)jq = (Dfip) ™"

Der Satz iiber die Umkehrabbildung wird am Ende der Vorlesung (in Ab-
schnitt |4) gezeigt.

Beispiel 2.76. Eine C*-Funktion f: I C R — R hat in einem Punkt ¢ € I mit
f'(t) # 0 lokal eine Inverse, die wieder eine C*~Funktion ist. Fiir die Ableitung
der lokalen Umkehrfunktion in y = f(x) gilt dann

1
() = :
7Y) =
Zum Beispiel hat f(t) = t* iiberall auBer im Punkt ¢ = 0 eine lokale Inverse,

denn f'(t) = 2t # 0 fiir t # 0. (Fiir ¢t > 0 ist die Inverse f~'(s) = /s und fiir
t < 0 ist entsprechend f~'(s) = —/s. BILD!)

Definition 2.77. Seien U C V und U € W offen Teilmengen von endlichdimen-
sionalen reellen Vektorriumen V bzw. W. Eine bijektive C*~Abbildung

f:U—=U,

deren Inverse f~! ebenfalls C* ist, bezeichnet man als C*—Diffeomorphismus.
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Der Satz iiber die Umkehrabbildung besagt, dafi eine C*~Abbildung f: U C
V' — W um jedem Punkt p € U, in dem D f), invertierbar ist, lokal — also ein-
geschrankt auf passende Umgebungen — ein Diffeomorphismus ist. Eine wichtige
Konsequenz aus dem Satz iiber die Umkehrabbildung ist:

Korollar 2.78. Eine C*-Abbildung f: U C V. — W, fir die D fy, in jedem Punkt
p € U invertierbar ist, ist offen (d.h. bildet offene Menge wieder auf eine offene
Menge ab). Ist f auflerdem noch injektiv, so ist f eine C*-Diffeomorphismus

f:U—= f(U).

Beispiel 2.79. Diffeomorphismen zwischen offenen Teilmengen des R kann man
sich vorstellen als nicht—lineare Koordinatenwechsel.

1.) (Polarkoordinaten auf U = R*\{(z,0) | # < 0}) Die bijektive C°°~Abbildung

®: Rogx| — m, 7[— U C R? (;) 5 (T COS(‘P))

rsin(p)
(vgl. Blatt 7, Aufgabe 3) ist wegen Korollar ein C*°-Diffeomorphismus,

denn
_ (cos(p) —rsin(p)
D) = (sin(gp) 7 cos(p) )

ist in jedem Punkt invertierbar (det(D®,.,)) = # 0).

Dafl die Umkehrabbildung unendlich oft differenzierbar ist kann man hier
auch (ohne den Satz iiber die Umkehrabildung zu benutzen) der leicht zu be-
stimmenden expliziten Form der Umkehrabbildung ansehen, es ist ndmlich

(
(\/m + 12, arccos (\/ijyz)) fir y >0
O Yz, y) = <\/x2 + y2, arctan (%)) fir x >0
2 2 _ T .
(\/x + v, arccos(m)) fiir y < 0.

(Zylinderkoordinaten auf U = R3*\{(x,0,2) | z < 0,z € R}) Die bijektive
C>—Abbildung

\

r r cos(p)
®: Rogx| — 7, 7[xR = U C R o | — | rsin(yp)
h h

ist wegen Korollar ein C*°-Diffeomorphismus, denn

cos(p) —rsin(p) 0
DO o) = | sin(p) reos(e) 0
0 0 1

ist in jedem Punkt invertierbar (auch hier gilt det(D®|;. ) =1 # 0).
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.) (Sphérische Koordinaten auf U = R3\{(z,0,2) | z < 0,2 € R}) Die bijek-
tive C*°—Abbildung

o r 1 cos(yp) cos(V)
®: Rogx] —m,7[x] — =, =[> U CR? @ | — | rsin(y) cos(V)
22 .
v 7 sin(1)
ist wegen Korollar ein C*°—Diffeomorphismus, denn

DO o n) = | sin(p) cos(d)  rcos(p)cos(’l)  —rsin(yp) sin(v)
sin(v) rcos(v)

ist in jedem Punkt invertierbar (det(D®. ) = r? cos(d) # 0).

CD

cgs(gp) cos(¥) —rsin(p)cos(¥) —rcos(p) sin(ﬁ))
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3 Gewohnliche Differentialgleichungen
(Kurzeinfiithrung)

Definition 3.1. Eine (explizite) gewdhnliche Differentialgleichung erster Ord-
nung ist eine Gleichung der Form

dx
() = [t 2(t), (*)

wobei f: I x U — R" eine stetige Funktion ist auf dem Produkt eines Intervalls
I =]a,b] mit einer offenen Menge U C R ist. Eine Ldsung oder Integralkurve
ist eine differenzierbare Funktion x: I” — U, die () fiir alle ¢t € I’ C I erfiillt.
(Etwas allgemeiner werden wir spéter, in Abschnitt , den Fall betrachten, daf3
f definiert ist auf einer offenen Menge U C R x R"™. Als Losungen kommen dann
Abbildungen z: I — R™ in Frage, die (¢,x(t)) € U fiir alle t € I erfiillen.)

Wir schreiben im Folgenden #(t) fiir d"’;—(p.

Bemerkung 3.2. Fiir eine Losung () von (x) setzen wir erstmal nur Differen-
zierbarkeit voraus (damit wir () iiberhaupt in () einsetzen konnen). Da aber f
als stetig angenommen ist, ist jede Losung automatisch C'. Per Induktion sieht
man, dafl allgemein fiir eine Losung z(t) einer Gleichung (x) gilt

felCt =z eCrt

Beispiel 3.3. (Exponentielles Wachstum) In vielen Wachstums— und Zerfallspro-
zessen (zum Beispiel Verzinsung, radioaktiver Zerfall...) ist die Anderung #(t)
einer Grofie z(t) in guter Ndherung proportional zur Grofie selbst. Das kann man
modellieren durch die Differentialgleichung

x(t) = Az(t) mit A € R.

(Hier ist f(t,z) = Az.) Die Funktionen x(t) = eMzy mit xy € R sind Losungen
dieser Gleichung zum “Anfangswert” x(0) = .

Alle Losungen dieser Differentialgleichung sind von der angegebenen Form,
denn ist x(t) eine beliebige Losung, so hat #(t) = e *x(t) verschwindende Ablei-
tung und ist damit konstant. (Insbesondere ist die Exponentialfunktion x(t) = e
die eindeutige differenzierbare Funktion mit @(¢) = z(¢) und z(0) = 1.)

Bemerkung 3.4. e Eine Differentialgleichung, fiir die f(¢,x) (wie im vorher-
gehenden Beispiel nicht explizit von ¢ anhéngt, also f(t,x) = f(x) ist,
bezeichnet man als autonom. Eine Differentialgleichung, bei der f (¢, x) von
t abhéngt, kann man umschreiben in eine autonome Gleichung

wobei X (t) = <x(tt)> und F: U =1 x U — R mit F(X) = (F(lX)).
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e Eine Differentialgeichung N—ter Ordnung
eM(t) = ft,2(t),i(t), .., s NV (1))
kann man umschreiben in eine Gleichung erster Ordnung fiir
X(t) = (x(t), (1), .., 2NV (1))

auf U =1x U xR" x ... x R".
N-1
Zum Beispiel kann man die 2. Ordnung Gleichung (die sogenannte Schwing-
ungsgleichung)
B(t) = —x(t)

auf R (hier ist f(t,z, &) = —z) umschreiben in die Gleichung
. 0 1
x0= (1 )X

fiir X(t) = (x(t), @(t)).

Aufgrund dieser Bemerkung reicht es, Eindeutigkeits— und Existenzaussagen
fiir autonome Differentialgleichungen erster Ordnung zu beweisen. Eine derartige
Gleichung #(t) = f(x(¢)) mit f: U C R” — R” kann man sich vorstellen als ein
Vektorfeld auf U C R™, d.h. eine Abbildung, die jedem Punkt p € U einen Vektor
f(p) € R™ zuordnet (BILD!). Eine Integralkurve x(t) ist dann eine Kurve in U,
deren Ableitung #(¢) in jedem Punkt p = x(t) genau gleich dem entsprechenden
Vektor f(p) ist.

Satz 3.5. (Ezistenz— und Eindeutigkeitsatz) Fir stetiges f: U C R" — R" hat
fir jedes xq € U das Anfangswertproblem (AWP)

a(t) = fx(t))  =(0) = o

eine Losung x: |a,b[— U mit 0 €]a,b[. Ist f stetig differenzierbar (oder auch nur
lokal Lipschitz stetig), hat das AWP lokal eine eindeutige Losung, d.h. sind x und
T Liosungen des AWP auf I bzw. I mit (0) = Z(0), so gilt

Tini = Lini-

Fiir lokal Lipschitz stetiges f werden wir den Satz in Abschnitt |3.2] (Satz|3.27))
beweisen. (Der Existenzsatz fiir stetiges f wird oft als Satz von Peano bezeichnet
und normalerweise in der Numerik Vorlesung bewiesen.)

Beispiel 3.6. e Das AWP i(t) = (1>, z(0) = <zo> hat die eindeutige
0

To+t

Losung z(t) = y
0
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e Das AWP i(1) = (*

o= (ult) o) (1),

Yo
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_01> x(t), x(0) = ( ) hat die eindeutige Losung

e Die der Schwingungsgleichung entsprechende Gleichung erster Ordnung (Be-

merkung fithrt auf das AWP #(t) = (_01 (1)) z(t), =(0) = (

dessen eindeutige Losung z(t) = ( cos(t) Sm(t)) (mo) ist.

—sin(t) cos(t)) \yo

e Auf die Differentialgleichung

i(t) = /x2(t) = 2¥3(t)

x())
Yo )’

148t sich nur der Existenzteil des Satzes anwenden. Fiir das AWP z(0) =0
gilt keine Eindeutigkeit der Losung: neben x(t) = 0 ist auch fiir jedes b > 0

die Funktion

0 0 t<b
€T =
(=0 t>b

eine Losung des AWPs (BILD!).

Bemerkung 3.7. Fiir eine zeitabhéngige Gleichung von Ordnung N erhélt man
aus Satz durch die Umformungen in Bemerkung fur alle zp € U und

x1,...,xny—1 € R" die (eindeutige) lokale Losbarkeit das AWPs

e M (t) = f(t,zt), &(t), ..., 2N D(1))

1’(t0) = Xy, l’(to) =T, l‘(N_l) (t()) = ITN-1-

Beispiel 3.8. z(t) = sin(t) ist die eindeutige Losung des AWPs

(Diese beiden Losungen entsprechen den Losungen zu

) ()

im dritten Teil von Beispiel [3.6])
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Das explizite Losen von gewohnlichen Differentialgleichungen ist (dhnlich wie
die explizite Integration von Funktionen) oft selbst dann schwierig, wenn Losun-
gen existieren, die durch elementare Funktionen ausgedriickt werde kénnen. Eine
umfangreiche Sammlung von Losungsmethoden und expliziten Losungen findet
man in den Biichern des Tiibinger Mathematikers Erich Kamke. (Findet man
dort keinen Losungsansatz, ist es wahrscheinlich ratsam, sich mit entsprechenden
numerischen Verfahren zu beschiftigen.)

Beispiel 3.9. (Trennung der Variablen) Nicht-konstante Losungen eine Diffe-

rential vom Typ
(1) = h(t)g(x(t))

mit h € C° und g € C! findet man durch Integration von

1 dx
g ar "

(wobei das Teilen durch g(z(t)) hier problemlos ist, denn fiir eine nicht—konstante
Losung kann g(x(t)) nie Null werden). Integriert man von ¢, bis ¢ gilt mit der

Substitutionsregel
o(t) t o ¢
/ —dr = / Hr) g / h(r)dr,
:E(t()) g<x> to g(x<7—>> to

so dafl man eine implizite Darstellung der Losung z(t) erhélt.
Fiir die Gleichung & = Ax in Beispiel ergibt diese Methode zum Beispiel

log(x(t)/x(to)) = At — o),

woraus man durch Exponenzieren die oben angegebene Losung erhélt.




75

3.1 Lineare Differentialgleichungen

Definition 3.10. Eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung ist eine Dif-
ferentialgleichung der Form

#(t) = A(t)x(t) + b(t) (%)

mit stetigen Abbildungen A: I — Mat, x,(R) und b: I — R™ auf I =la,b|. Ist
y = 0, so nennt man die Gleichung homogen, sonst ist sie inhomogen.

Am Ende des Kapitels (in Abschnitt [3.2.3)) zeigen wir folgenden Satz:

Satz 3.11. Eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung (x) hat fir jedes
xg € R" und ty € I eine eindeutige Losung x: I — R™ mit Anfangswert

J](to) = Xyp-

Bemerkung 3.12. Der Unterschied zum Satz[3.5]fiir allgemeine Differentialgleichun-
gen ist, daf hier die Existenz der Losungen auf dem ganzen Intervall garantiert
ist.

Fiir nicht-lineare Differentialgleichungen gibt es allgemein keine “globale”
Existenz. Zum Beispiel hat das Anfangswertproblem

#(t)=1+2%t)  2(0)=0

Uy

die nur auf dem Intervall | — 7, 7| existierende Losung x(t) = tan(t) (wie man
durch Einsetzen oder mit Trennung der Variablen (Beispiel [3.9) verifizieren kann).
3.1.1 Homogene lineare Differentialgleichungen
Korollar 3.13. Die Menge

L={xecC'I,R") | i(t) = A(t)x(t) fir allet € I}

der Lisungen einer homogenen linearen Gleichung ©(t) = A(t)x(t) mit stetigem
A: I — Mat,x,(R), I =la,b| ist ein n—-dimensionalen Vektorraum. Fiir jedes
to € I ist die Auswertungsabbildung

x € L~ z(ty) € R"
ein Isomorphismus. Insbesondere gilt fiir x € L
x(tg) =0  fireintyel — z(t)=0 firalletel.
Beweis. Satz impliziert direkt, dafl
x € L x(t)) € R”

ein Isomorphismus ist. Insbesondere hat damit nur der Nullvektor in L, also die
konstante Losung z(t) = 0, eine Nullstelle in ¢y. Da die Aussage fiir alle tq € [
gilt, haben nicht-triviale Losungen keine Nullstellen. [
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Korollar 3.14. Wdhlt man eine Basis x1, ..., x, € L des Vektorraumes L
der Léosungen einer homogenen linearen Gleichung (t) = A(t)x(t) mit stetigem
A: I — Mat,x,(R), I =|a,b[, so ist ®(t) = (z1(t), ..., z,(t)) eine matrizwertige
Léosung ®: I — M,»,(R) der Gleichung, d.h.

d(t) = A(t)D(t). (%)
Fiir eine matrizwertige Losungen ®: I — M, «,(R) von (x) gilt allgemein
O(ty) ist invertierbar fir einty € I =  ®(t) ist invertierbar fir alle t € 1.

Dies ist genau dann der Fall, wenn die Spalten x(t), ..., x,(t) von ®(t) eine
Basis von L bilden.

Beweis. Ist ® eine matrixwertige Losungen von (%) und ist ®(¢1) nicht invertier-
bar fiir ein ¢; € I. Dann gibt es einen Vektor z; € R"\{0} mit ®(¢;)x; = 0.
Insbesondere hat dann die Losung z(t) = ®(t)x; von &(t) = A(t)z(t) eine Null-
stelle in ¢;, womit fiir alle ¢ € I gilt (¢) = 0 (Korollar [3.13)). Also ist ®(¢) fiir
alle t € I nicht invertierbar.

Fiir eine matrixwertige Losung ® von (x) sind die Spalten z4(t),...,z,(t) von
®(t) Losungen von i(t) = A(t)z(t). Weil © € L — xz(ty) € R™ in Korollar [3.13]
ein Vektorraum—Isomorphismus ist, ist ®(¢) genau dann fiir ein (und damit fiir
alle) t € I invertierbar, wenn z,...,x,, eine Basis von L ist. O

Definition 3.15. Ein Fundamentalsystem einer homogenen linearen Differenti-
algleichung () = A(t)z(t) mit stetigem A: I — Mat,x,(R), I =la,b[ ist eine
matrixwertige Losung ®: I — Gl(n,R) von ®(t) = A(t)D(¢).

Korollar 3.16. Eine homogenen linearen Differentialgleichung &(t) = A(t)x(t)
hat ein Fundamentalsystem ®. Dies ist eindeutig bis auf Rechtsmultiplikation mat
einer konstanten Matriz aus Gl(n,R). Jede Lisung x(t) der Differentialgleigung
ist von der Form x(t) = ®(t)y fir einen Vektor y € R™.

Beweis. Die Aussage folgt daraus, daf§ die Spalten eines Fundamentalsystems
genau eine Basis des Raums L der Losungen der Differentialgleichung sind (Ko-
rollar . Zwei Fundamentalsysteme ® und ® unterscheiden sich damit ® = ®g
durch eine Basiswechselmatrix g € Gl(n,R). Und jede Losung ist von der Form
x(t) = ®(t)y, da sie eine Linearkombination der Basisvektoren ist. O

Beispiel 3.17. (Zwei Fille, in denen man ein Fundamentalsystem explizit ange-
ben kann.)

e Die Differentialgleichung #(t) = a(t)z(¢) mit a: I — R auf I =|a, b[ hat (wie
man zum Beispiel mit Trennung der Variablen, also Beispiel findet) die
Losungen

z(t) = et AT .
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(Fiir g # 0 hat die Losung keine Nullstelle und ist eine Basis des 1-
dimensionalen Raumes aller Losungen, also ein Fundamentalsystem.) Fiir
konstantes a erhalten wir dabei insbesondere wieder das exponentielle Wachs-
tum (Bsp. |3.3).

e Eine lineare Differentialgleichung “mit konstanten Koeffizienten”
x(t) = Ax(t)
mit A € M,«,(R) hat ein Fundamentalsystem
D(t) = e,
wobei eX = Y77, %X * die Matrixexponentialfunktion ist (einen Beweis
der Konvergenz dieser Reihe und der Tatsache, dafl diese ein Fundemantal-
system ergibt, kann man im Prinzip wie in Analysis I fithren, vgl. dazu den

Beweis von Lemma [4.1] Teil a). In Beispiel geben wir aber noch einen
anderen Beweis).

Zur Berechnug der Matrixexponentialfunktion benutzt man oft die Jordan-
sche Normalform (oder, falls es komplexe Eigenwerte gibt, eine entsprechen-
de reelle Normalform,...). Sein als einfaches Beispiel A = C(AId+N)C™!
mit A € R und nilpotenter Matrix N (also N™ = 0) sowie C' € Gl(n,R), so
ist

(I)(t) — etA — Cet(kId—i—N)c«—l —
1 1
= C(eM(Id +tN + 5152N2 +o+ —t"NT))CTH
n:

da fiir kommutierende Matrizen X, Y gilt e*™ = eXe¥. (Gibt es mehrere

Jordanblocke, so kann man mit den einzelnen Blocken analog verfahren.)

3.1.2 Inhomogene lineare Differentialgleichungen

Satz 3.18. Die Lisungsmenge einer inhomogenen linearen Differentialgleichung

y(t) = A(t)y(t) + b(t)

mit stetigen Abbildungen A: I — Mat,,(R) und b: I — R" auf I =|a,b| ist
eine n—dimensionaler affiner Raum, dessen Vektorraum L der Lésungsraum der
dazugehorigen homogenen Gleichung &(t) = A(t)x(t) ist. Mit anderen Worten:
gegeben eine beliebige Losung y, (oft genannt “partikuldre Losung”) der inhomo-
genen Gleichung, so ist jede Losung der inhomogenen Gleichung von der Form

y(t) = z(t) + yp(t) ( “homogene Losung + partikulire Losung”),

wobei x(t) eine Losung der homogenen Gleichung ist.
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Fine Liosung der inhomogenen Gleichung kann man mit dem “Variation der
Konstanten”-Ansatz

y(t) = @(t)c(t)
finden, wobei ® ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung ist und fir
c: I = R™ durch Integration bestimmt werden kann aus der Gleichung

é(t) = @) 'b(t).

Beweis. Der erste Teil des Satzes ist eine direkte Konsequenz von Satz [3.11] der
die Existenz einer Losung y,: I — R" der inhomogenen Gleichung garantiert,
und Korollar iiber den Losungsraum der homogenen Gleichung. Denn genau
wie in der linearen Algebra gilt:

e ist y eine weitere Losung der inhomogenen Gleichung, so ist y — y, eine
Losung der homogenen Gleichung und

e ist x eine Losung der homogenen Gleichung, so ist y, 4+ = eine Losung der
inhomogenen Gleichung.

Da ®(t) fiir jedes t € I invertierbar ist, kann man jede Funktion y: I — R"
schreiben als y(t) = ®(t)c(t). Eine Losung der inhomogenen Gleichung ist y
genau dann, wenn

e+ dé = ADc + b,

was wegen P = AP dquivalent ist zu

Pe=b <= ¢= o'
O
3.1.3 Skalare lineare Differentialgleichungen héherer Ordnung
Eine skalare lineare Differentialgleichung n—ter Ordnung
Y™ (1) + ar(O)y" () + e+ an ()98 + an(t)y(t) = b(t) (%)
mit stetigen Funktionen aq, ..., an, b: I — R auf I =la,b] kann man wie in

Bemerkung umschreiben in eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung

0 1 0 0
0 0 1
v =| | | S+ ,
—ap(t) —ap_1(t) ... —ay(t) b(t)

wobei Y () = (y(t),y(t), ...,y (t)). Aus Satz erhélt man damit sofort:
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Satz 3.19. Der Lisungsraum einer skalaren lineare Differentialgleichung n—ter
Ordnung (%) ist ein n—dimensionaler affiner Raum, dessen Elemente alle von der
Form

y(t) = yp(t) + (t)

sind, wobei y, eine beliebige (“partikuldre”) Lisung der inhomogenen Gleichung
und x eine BElement des n—dimensonalen Vektorraumes der Losungen der dazu-
gehorigen homogenen Gleichung (also der Gleichung mit b(t) = 0) ist.

FEine Lésung der inhomogenen Gleichung erhdlt man (“durch Variation der
Konstanten”) mit dem Ansatz

y(t) = &1 (Der(t) + .+ zalb)en(t),

wobei x1,..., T, eine Basis des Raumes der Lisungen der homogenen Gleichung
st und fir die cq,..., ¢, gilt
0 2l®) \ [en) 0
(1) w | a0 |
: | o
A7) 2 \éal) b(t)

Bemerkung 3.20. Eine Basis des Raumes der Losungen einer homogenen linearen
Differentialgleichung n—ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

e () + ay ™ V() + .+ a3 (t) + anx(t) =0

ay,...,an € R findet man mit dem Ansatz x(t) = e. Eine derartige Funktion z(#)
ist genau dann Losung der Gleichung, wenn

N+ a N b ap A+ ag=0.

Der Ansatz liefert n linear unabhéngige Losungen, wenn man mit komplexen bzw.
vielfachen Nullstellen dieses “charakteristischen Polynoms” wie folgt verfahrt:

e ['iir eine komplexe Nullstelle A = o + iw kann man das Paar komplexer
Losungen z(t) = e, x(t) = e ersetzen durch die Real- und Imaginirteile

x(t) = e* cos(wt) und x(t) = e sin(wt).
e Ist A\ ein Nullstellen von Ordnung k£ + 1, so nimmt man
w(t) = eM, teM, .. theM

(bzw. bei Paaren komplexer Nullstellen wieder die Real- und Imaginérteile
dieser Losungen).
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(Details zu diesem Verfahren findet man zum Beispiel in Kénigsberger Analysis 1
oder in Ferus Analysis I1.)

Beispiel 3.21. (Schwingungsgleichung mit Dampfung) Die homogene lineare
Gleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

i) +2di(t) + wx(t) =0

mit d > 0 und w > 0 beschreibt geddmpfte Schwingungen. Der Exponentialansatz
x(t) = e fiihrt auf die charakteristische Gleichung

A2+ 2d\+w? =0

und somit A = —d £ vV d? — w?2.

o [st die “Dampfungskonstante” d = 0, so erhélt man ungedimpfte Schwing-
ungen beschrieben durch Linearkombinationen von cos(wt) und sin(wt) (vgl.

auch Beispiel .

o Fir 0 < d < w erhilt man schwach gedimpfte Schwingungen beschrie-
ben durch Linearkombinationen der beiden Funktionen e~% cos(wgt) und

e~ sin(wpt) mit wy = Vw? — d2.

iwa
WAYAY

e Fiir d = w erhélt man den sogenannten aperiodischen Grenzfall beschrieben
durch Linearkombinationen von e~ und te~%.

!

"

e Fiir d > w erhdlt man stark gedimpfte Schwingungen (den sogenannten
“Kriechfall”) beschrieben durch Linearkombinationen der beiden Funktio-

nen e ** und e 2!, wobei A\ = d + Vd? — w? und Ay = d — Vd? — w? > 0.



Beispiel 3.22. (Resonanzkatastrophe) Die Differentialgleichung

§(t) +y(t) = cos(?)

hat die (partikuldre) Losung y(t) = 5t sin(t).

81
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3.2 Beweis des Existenz- und Eindeutigkeitsatzes
Die Idee des folgenden Beweises ist, das Anfangswertproblem
w(t) = f(t,z(t)  x(to) =z

umzuschreiben in die (nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung) dquivalente Integralgleichung

x(t) = x(to) +/t f(r,z(r))dr

und diese mit einem auf Picard zuriickgehenden Iterationsverfahren zu lésen.

Bemerkung 3.23. Fiir eine stiickweise stetige Funktion h von einer Verdnderlichen
mit Werten in R™ kann man das Integral komponentenweise definieren. Dabei gilt

fiir jede Norm
b b
[ nar| < [ nolar

(fiir Treppenfunktionen verifiziert man das direkt mittels der Definition des In-
tegrals; der allgemeine Fall folgt daraus via Approximation durch Treppenfunk-
tionen).

3.2.1 Banachscher Fixpunktsatz

Satz 3.24. (Banachscher Fizpunktsatz) Sei X ein vollstandiger metrischer Raum
und ®: X — X eine Kontraktion, d.h. eine Abbildung, fir die es 0 < K <1 gibt
mat

d(®(x),P(y)) < Kd(x,y) fir alle z,y € X.

Dann gibt es einen eindeutigen Punkt x* mit ®(x*) = x*. Fir ein beliebiges
To € X st

= 7}1_{20 D" () = 7}1_}120(1) o...0D(xg).
n mal

Beweis. (Eindeutigkeit) Seien x} und x} Fixpunkte, dann ist
d(wy, x3) = d(®(x1), D(y3)) < Kd(x7,75),

so dafl wegen K < 1 gilt d(z7, 23) = 0 und somit z} = 3.
(Existenz) Fiir xy € X definieren wir z,, = ®"(x). Dann gilt fiir n > 1

d(xpi1, Tp) < Kd(xy, 1) < ... < K"d(21,20) = K"d(P(20), x0).
Damit gilt auch fiirn > 0,1 > 1

d(xn+l7 In) < d<xn+la xn—o—l—l) + ...+ d(xn—i-la xn) <
< K" (K74 4 1) d(®(z0), 20).

J

~~
1-Kl
1-K
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Da K < 1, ist
1
d(Tnr1, Tn) < K" d(®(20), o)

und z,, ist eine Cauchy—Folge. Geht man zum Limes z* = lim,,_,, x,, iiber, wird
Tpr1 = P(z,) zu x* = O(a*). O

3.2.2 Satz von Picard—Lindelof

Sei U C R x R™ offen und f: U — R" stetig. Wir beweisen im Folgenden fiir
(to, o) € U die Eindeutigkeit und lokale Existenz von Losungen des Anfangs-
wertproblems

w(t) = f(t,z(t)  2(to) = o
unter der Annahme, dafl f lokal Lipschitz stetig in z—Richtung ist.

Definition 3.25. Die Funktion f(¢,x) ist lokal Lipschitz stetig in x—Richtung,
wenn es fiir alle (to, z9) € U eine Umgebung V und L > 0 existiert mit

1t 2) = ft, 2 < Lz —2"|  firalle (¢,2),(t2") €V,

Bemerkung 3.26. Ist f(t,x) stetig und stetig differenzierbar in z—Richtung, so ist
f lokal Lipschitz stetig in z—Richtung. (Folgt direkt aus dem Schrankensatz [2.52
zusammen mit Satz [1.57]).

Satz 3.27. (Satz von Picard-Lindeldf) Ist f(t,x) stetig und lokal Lipschitz stetig
in x—Richtung, dann gibt es fir alle (to,xo) € U ein € > 0, so daf$ das Anfangs-
wertproblem

w(t) = f(t,2(t)  x(to) =z
fiir alle 0 < € < e eine eindeutige Lisung x: |tg — €', tg + € [— R™ hat.
Beweis. Durch Verkleinern von U konnen wir annehmen, dafl es C' und L gibt
mit
If(t o)l <C  und  |If(t2) = f(t,2")]] < Lz = 2|
fur alle (t,z), (t,2") € U. Fiir (ty,x0) € U wéhlen wir €, 6 > 0 mit

J X Bs(zg) CU fiir J =]t — €, to + €]
und € < %, €< % Dann ist

X ={x: J — Bs(xg) | x ist stetig und z(ty) = xo}

als abgeschlossene Teilmenge des vollstdndigen normierten Vektorraumes BC(J, R™)
(Satz [1.82)) selbst ein vollstdndiger metrischer Raum. Wir betrachten nun den
Operator

O X - X x|—>(t»—>xo+/ttf(7,x(7'))d7'>.
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Dieser Operator ist wohldefiniert, denn ®(z) ist wieder stetig (nach dem Haupt-
satz der Differential- und Integralrechung), es gibt ®(x)(ty) = xo und fiir alle
t € J gilt ®(x)(t) € Bs(zo), denn

| (2)(t) = ol =

/t: f(r,z(r))dr

< /t | f (T, z(7))||dT < Ce < 4.

Weiter ist ® eine Kontraktion, denn

|®(2) — @(y)l| < €sup 1F (@) = [ty < Lz =yl

=K

wobei K < 1 nach Wahl von e gilt.
Nach dem Banachschen Fixpunktsatz (Satz |3.24)) hat & einen eindeutigen
Fixpunkt und es gibt eine eindeutige Losung des Anfangswertproblems

() = f(t,x(t)) z(to) = xo

mit x: J — Bs(xp) (denn mit dem Hauptssatz der Differential- und Integral-
rechung ist jede stetige Losung der Integralgleichung ®(z*) = z* differenzierbar
und erfiillt die Differentialgleichung).

Es bleibt zu zeigen, dafl eine mogliche weitere Losung des Anfangswertpro-
blems Z: J — R™ auch z(t) € Bs(x) erfiillt (und somit gleich x ist): sei also
t" € J, so ist (da Z nach dem Hauptssatz der Differential- und Integralrechung

die Integralgleichung Z(t) = xo + ftz f(r,&(7))dr erfiillt)

|Z(t") — x| < /tf(T,i‘(T))dT g/t £ (7, %(7))||dr < eC < 6.

Der Beweis funktioniert ohne Anderung auch fiir alle kleineren Wahlen von e,
also fiir alle € < e. O
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Bemerkung 3.28. Der Beweis des Satzes von Picard-Lindelof liefert (mit mini-
maler und offensichtlicher Anderung) auch die eindeutige Existenz von Lésungen
fiir halboffene Intervalle |tg — €', to] bzw. [tg, to+ €' [. Damit kann man eine Losung
x: I — R™ des Anfangswertproblems

a(t) = ft,z(1))  x(to) = o,

die auf einem abgeschlossenen oder halboffenen Intervall I definiert ist, in jedem
Randpunkt ¢; € I fiir kleine € > 0 eindeutig fortsetzen auf ein um e verléingertes
offenes Intervall. (Sei zum Beispiel = definiert auf I =|a,t1] und x; = z(¢;), so
gibt es ein € > 0 mit € < t; — a, so daf§ das Anfangswertproblem

Ho) = f(L2()  #h) = a

auf ]t; —e, t1+ €[ eine eindeutige Losung Z besitzt, die auch auf |t; —e, ¢1] eindeutig
ist. Damit gilt z};, —c4,] = ¥)¢,—c+,) und man kann die Lésung x fortsetzen.)

Korollar 3.29. Ist f(t,z) stetig und lokal Lipschitz stetig in x—Richtung, und
sind x: I — R"™ und 2: I — R" zwei Losungen des Anfangswertproblems

o(t) = f(t,z(t)  x(to) =m0 (%)
fiir (to,x0) € U, s0 ist x;n;7 = T;nj-

Beweis. Sei A = {t € INI | z(t) = Z(t)}. Dann ist A # @ (da t, € A). Als
Nullstellenmenge einer stetigen Funktion ist A abgeschlossen in I N I. Weiter ist
A mit dem Satz von Picard-Lindelof (Satz offen in 7N T (denn ist t; € A,
so stimmen z und # auf einem Intervall um ¢, iiberein). Da das Intervall I N[
zusammenhéngend ist, gilt A = TN 1. O

Bemerkung 3.30. Mit Korollar kann man, indem man alle Lésungen “ver-
einigt”, eine mazimale Losung x: In., — R™ des Anfangswertproblems (x) defi-
nieren, so daf fiir jede Losung Z: I — R" von () gilt I C [0, (und damit auch
T = 27).

i)

3.2.3 Beweis der globalen Existenz fiir lineare Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt zeigen wir Satz iiber die globale Existenz einer eindeu-
tigen Losung x: I — R™ des Anfangswertproblems fiir eine lineare Differential-
gleichung erster Ordnung

i(t) = A()x(t) +b(t)  x(to) =z
mit stetigen A: I — Mat,«,(R) und b: I — R™ und ¢y € I, zy € R™.

Lemma 3.31. Fir eine lineare Differentialgleichung ist f(t,x) = A(t)x + b(t)
lokal Lipschitz stetig in x—Richtung.
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Beweis. Da f stetig differenzierbar in z—Richtung ist, folgt die Aussage aus Be-
merkung [3.26]

Man kann sie aber auch leicht direkt einsehen, denn fiir jedes (to, zo) gilt fiir
(t,x), (t,2') mit t € K C I in einer kompakten Umgebung K C I von t

1F (&, 2) = f(E, 2| = [[A@) (= = )| < [AD (= = 2)| < L]z — 2],
wobei L = sup,cx ||A(2)]- O

Damit folgt die lokale und globale Eindeutigkeit von Losungen direkt aus dem
Satz von Picard-Lindelof (Satz [3.27)) und dessen Korollar

Beweis von Satz[3.11. Wegen der vorhergehenden Anmerkung zur lokalen und
globalen Eindeutigkeit reicht es, die globale Existenz einer Losung des Anfangs-
wertproblems zu zeigen. Wir werden diese fiir jedes kompakte Teilintervall K C I
mit {yp € K beweisen. Da das offene Intervall I gleich der Vereinigung aller kom-
pakten Teilintervalle ist, liefert das (wegen der Eindeutigkeit von Losungen auf
dem Durchschnitt von Intervallen) eine Losung des Anfangswertproblems auf
ganz I (vgl. Bemerkung [3.30)).
Sei also K C I ein kompaktes Teilintervall mit ¢, € K und

L = sup [[A(t)]].

teK

Im vollstéindigen normierten Vektorraum CY(K,R") betrachten wir die rekursiv
definierte Folge x,, = ®"(z), wobei xy die konstante Abbildung mit Wert z; ist
und

t
: C°(K,R") — C°(K,R") T — (t — T +/ (A(T)xn(T) + bn(T))dT) .
to
Fir n > 1 gilt dann

/ A(T)(xn(T) — Ty (7))dT

to

[2n1(8) — 2n ()] = ‘ =< L/t [ (T) = 2na(7)]ldT

und somit per Induktion

L7t — to]"

|n41(t) = 2a(t)]] < C——;

wobei C' = sup,cj ||z1(t) —zo||. Damit konvergiert x,, auf K gleichméBig gegen ein
z € C°(K,R") (denn die Teleskopsummendarstellung 11 = o + Y _p_o(Trt1 —
xy) fithrt fur fiir jedes t € K auf eine Reihe, die majoriert wird durch ein Viel-
faches der Exponentialreihe ellt=tol =%~ M) Der Grenzwert x ist ein Fix-
punkt von ¢ und somit Losung des Anfangswértproblems. O]
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Beispiel 3.32. Das Picardsche Iterationsverfahren (aus dem vorhergehenden Be-
weis und dem Beweis des Satzes von Picard-Lindelof (Satz [3.27)) liefert fiir das
Anfangswertproblem

(t) = Az(t) z(0) = xg
mit konstantem A € M(n x n) die Folge

ﬂfl(t) =Ty + Atﬂfo,

t2
Ig(t) =Ty + Atf)ﬁ'o -+ AQEZL’O

und per Induktion
"L Akt
x,(t) = Lo
k=0

Damit erhalten wir in diesem Spezialfall aus dem vorhergehenden Beweis auch
einen Beweis, dafl die Matrixexponentialreihe e/ fiir alle t € R konvergiert und
ein Fundamentalsystem der Gleichung #(t) = Axz(t) liefert.

4 Mehr zum Satz iiber die Umkehrabbildung
und zum Satz iiber implizite Funktionen...

Wir beweisen zuerst den Satz iiber die Umkehrabbildung (Satz [2.75)) und danach
den Satz iiber implizite Funktionen (Satz [2.72). Danch diskutieren wir Anwen-
dungen der beiden Sétze.

4.1 Die Beweise

Beweis des Satzes tiber die Umkehrabbildung (Satz . OBdA nehmen wir an,
daBB p = 0 und f(p) = 0 sowie Dfj,—o = Id (das kann man durch Translation
im Bild- und Urbildbereich sowie Verkettung mit (Df,)~" erreichen). Fiir die
Abbildung

g(x) =z — f(z)
gilt Dg;, = Id —Df, und somit Dgy = 0, so daf}, weil f und somit g stetig

differenzierbar ist, ein r > 0 existiert mit B,(0) ={x € V | ||z|]| <r} C U und

| Dgp|| < fir alle z € B,(0).

N | —

Da B,.(0) konvex ist, gilt mit dem Schrankensatz (Satz [2.52))

1
llg(x1) — g(z2)]] < §||x1 — 15| fir alle 1,29 € B,(0).
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Wegen ¢(0) = 0 ist die Einschrankung von g auf B,(0) eine Abbildung

g: B,(0) = B, 5(0).

Fiir y € B,/2(0) betrachten wir die Abbildung

oy(x) =y+z— flx) =y+g(z).

Fiir deren Einschrinkung auf B,.(0) gilt

Py B,.(0) — B.(0)

und .
[y (21) — wy(2)[| = [lg(71) — g(z2)]| < §||931 — |-

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz (Satz [3.24)) gibt es damit fiir jedes y €

B, /2(0) einen eindeutigen Punkt = € B,(0) mit

oy(x) =2 = y = f(z).
Setzen wir O = B, 5(0) und O = f~1(0), so ist
f|ol O — O
bijektiv.
Die Abbildung f‘al ist stetig, denn fiir =1, z9 € O gilt
1
lz1 = 22| = llg(21) = g(w2) + f(a1) = fl@)l] < 5 llwr = zall + [/ (21) = f(z2)]
und somit |[z7 — za|| < 2||f(x1) — f(x2)|], so daB fur z; = f‘al(yi), i=1,2 gilt
i () = fio" (w2)ll < 2llyn = wall- (*)

Um die Differenzierbarkeit von f‘z)l zu zeigen, benutzen wir, dafl D f|, wegen

Teil a) von Lemma fiir alle x € B,(0) invertierbar ist (da D fj, = Id —=Dg,
und || Dgj,|| < 3). Fiir z, 1 € O und y = f(z), y1 = f(z1) gilt

R(y) = fi'(v) = fig' 1) = (D) (= 1) =
= — 21— (Dfie)) " (f(z) = f(21)) = =(Dfiz,) " (R(2)),

wobei R(z) definiert ist durch

f(@) = f(z1) = D fio, (¥ — 1) + R().



89

R(x)
—z1|

Differenzierbarkeit von f in x; 1mphz1ert T — 0 fiir x — x1, womit wegen

x—x1|| < 2|ly —y1|| (siehe fiir y — y; und somit z — x, (da f ! stetig ist
16

gilt
1RW)| o { IR@)
Tyl < 2NPf)” ”(nm ||>%°'

Also ist f|51 differenzierbar und (wie auch aus der Kettenregel folgen wiirde)
D(f Ny = (D)~
fiir alle y € O. Insbesondere ist y — D(f1)), als Verkettung

fio'

0% 025 aivy S Guvy g £ ) o Dy = (Dfipig) !

von stetigen Abbildungen selbst stetig und f|61 ist stetig differenzierbar. Per
Induktion erhélt man

fecCk — f‘gl eC*

(da A € GL(V) — A™' € GL(V) wegen Teil b) von Lemma unendlich oft
differenzierbar ist). O

Lemma 4.1. Set V' ein endlichdimensionaler normierter Vektorraum.

a) Fir X € End(V) mit || X] < 1 ist Id =X invertierbar und die Reihe
> reo X" konvergiert gegen (Id —X )™

b) Die Menge GI(V) C End(V) ist offen und
it GI(V) = GI(V) A AT
ist C*° mit Differential dija(H) = —A"THA™!.

Beweis. a) Fiir jede Norm auf einem Vektorraum V' erfiillt die Operatornorm
(Definition [1.95)) wie man leicht sieht

|AoB| < ||A|l-|IB|| fiir alle A, B € End(V).

Die Reihe Y 72, X* wird damit fiir alle X € End(V) mit ||X| < 1 in der Ope-
ratornorm von der geometrischen Reihe Y. || X||¥ majoriert und konvergiert
(denn die Partialsummenfolge Y,, = >p_, X* erfiillt fir m > n

Yo = Yall < IXN™ + o+ IXY™ < X (X 4 4 1)

-~

1
=11l
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und ist somit eine Cauchy-Folge). Da fiir den Grenzwert Y = 2/ X* gilt
Y(Id-X) = (Id—X)Y = Id,

ist Id —X invertierbar und

(Id—X)~ ZX"“

b) GI(V) C End(V) ist offen, denn ist A € GI(V) und B € End(V) mit
|A— B < ”A AT SO ist
B=A—-(A-B)=AId-A"'(A-B))

wegen Teil a) invertierbar, da ||[A~'(A — B)|| < 1.
Die Abbildung i mit A€ GI(V) — A~ € GI(V) ist differenzierbar, denn fiir

H mit [|H < ”A ATy ist

(A+ H)™ = (A(Id+ A" H))~ (i )A 1=

0

— A—l _A—IHA—1+ (i(—l)k(A_lH)k> A_l,
k=2

4

::I‘%,(H)

wobei Hlﬁg[”) I 0 fiir H — 0. Da die Differenzierbarkeit der Abbildung A —

A~! deren Stetigkeit impliziert, héingt das Differential Dijs(H) = —ATHA™!
stetig von A ab und 7 ist stetig differenzierbar. Per Induktion ist ¢ unendlich oft
differenzierbar. O
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Wir folgern nun den Satz iiber implizite Funktionen (Satz[2.72]) aus dem Satz
tiber die Umkehrabbildung (Satz [2.75)).

Beuweis des Satzes iiber implizite Funktionen (Satz[2.79). Wie in der Formulierung
des Satzes iiber implizite Funktionen sei f: U C Vi xV, — W eine C*-Abbildung.
Wir betrachten

F-UCVixVa—=VixW  (2,y) = (z, f(z,9)).
Dann ist

DF|(zy)(v1,v2) = (v1, D fi(e) (v1,02)) = (v1, D1 fi(a.y) (1) + Do fieq)(v2))

bzw. in Matrixschreibweise (falls V} = R" und V, = W = R™)

Id 0
DF . _ nXn ) .
|(y) (D1 fiwy) D2fi@y

Da Dy fi(p,q: V2 — W nach Voraussetzung invertierbar ist, ist auch
DFEpg: Vi x Vo=V xW

invertierbar und mit dem Satz iiber die Umkehrabbildung (Satz gibt es eine
Umgebung O C Vi x V5 von (p, q), so da8 Fjo: O — O ein C*-Diffeomorphismus
auf die offene Menge O = F(O) ist.

Durch Verkleinern von O kénnen wir annehmen, daf§ O = U; x Us, mit pel;
und ¢ € Us. Da O eine Umgebung von (p,0) ist, gibt es offene Mengen U, und
U, mit pE U, und 0 € U, sowie U; x Uy, C O. Wir kénnen oBdA annehmen, dafl
U, = Ul (indem wir die alte Menge U; durch die Teilmenge Ul ersetzen).

Dann gibt es fiir alle z € U; ein eindeutiges y € Us, so daf3

F(z,y) = (z,0) bzw. f(z,y) =0.

Diese y ist gegeben durch y = g(x), wobei g: U; — U, die C*~Abbildung mit
(x,9(z)) = ﬂal(x, 0) ist. Die Formel fiir die Ableitung von g folgt aus f(z, g(z)) =
0, denn mit der Kettenregel gilt

D fi@g(2)) + D2f\(z.g(x)) © DYja-
O

Bemerkung 4.2. Umgekehrt kann man auch den Satz iiber die Umkehrabbildung
aus dem Satz iiber implizite Funktionen herleiten (Ubungsaufgabe) und den Satz
iiber implizite Funktionen direkt mit dem Banachschen Fixpunksatz beweisen
(siehe z.B. Otto Forster Analysis 2).
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4.2 Untermannigfaltigkeiten

Eine Untermannigfaltigkeit des RY ist eine Teilmenge M C R, die lokal und
modulo Anwendung eines Diffeomorphismus aussieht wie ein hnearer Unterraum.
Der folgende Satz zeigt die Aquivalenz von verschiedenen Mdaglichenkeiten, Un-
termannigfaltigkeit zu definieren.

Definition 4.3. e Eine C* Abbildung f: U C R — R™ heifit Immersion
(Submersion), falls die lineare Abbildung Df,: R" — R™ fiir alle p € U
injektiv (surjektiv) ist.

e Eine Teilmenge M C RY ist eine C*-Untermannigfaltigkeit der Dimensi-
on n, wenn i)-iv) im folgenden Satz 4.4 erfiillt sind.

Satz 4.4. Fiir eine Teilmenge M C RY sind dquivalent:

i) (Man kann M lokal “flachmachen”.) Fir jeden Punkt p € M gibt es eine
offene Umgebung U C RY wvon p und einen C*-Diffeomorphismus

®:U—UCRY
(genannt Flachmacher) mit

(M NU)=UnN(R"x {0}).

ii) (M ist lokal gleichungsdefiniert.) Fiir jeden Punkt p € M gibt es eine offene
Umgebung U C RN wvon p und eine C*-Submersion

h:U — RN

mit

MU =h'{0}).

ii1) (M ist lokal Graph einer Abbildung.) Fir jeden Punktp € M gibt es eine of-
fene Umgebung U C RY und einer Permutation o € Sy = Perm(1,...,N),
so dafs

U={zx €RY | (2501), s Lotm) € Ur, (To(mi1), - To) € Ua}
fiir Uy C R™ und Uy C RN~ offen und
MNU = {l‘ cU ’ (SUU(n_H), ...,Q?U(N)> = g(:(}o(l), ...,l’g(n)),

wobei g: Uy — Uy eine CF—~Abbildung ist.
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iv) (M ist lokal parametrisierbar.) Fir jeden Punkt p € M gibt es eine offene
Umgebung U C RN und eine C*~Immersion : V — U auf einer offenen
Menge V- C R™ mat Werten in M NU, so dafs

vV ->MnNU bijektiv ist
und eine stetige Inverse hat.
Beweis. i) = ii) Ist ®: U — U ein C*Flachmacher bei p € M, so ist
h = prex-» o @,

wobei prgx—»: RY — RN die Projektion auf die letzten (N — n)-Koordinaten
bezeichnet, eine C*~Submersion wie in 7).

ii) = 4ii) Ist h eine C*~Submersion wie in #i) fiir einen Punkt p € M. Dann
kann man durch eine Permutation o € S, = Perm(1,...,n) der Koordinaten
erreichen, dafl die Matrix bestehend aus den partiellen Ableitungen

oh Oh )
ama(nJrl) b

(p)
invertierbar ist. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen (Satz[2.72)) kann man
die Gleichung h(z) = 0 lokal um p auflésen nach (z4(n11), --., To(ny), Was bedeutet,
deren Losungsmenge lokal zu schreiben als Graph

g eeey m

(xa(n—&—l); ey xa(N)) = g(xa(l)7 ceey xa(n))
einer C*~Abbildung g.
iii) = iv) Ist g eine C*~Abbildung mit
reMNU & (g,‘g(n+1), ...,:UU(N)> = g(l’g(l), ...,Q}U(n)),

- ——
~
els el

dannist¢: Uy = U,y — A1 (y, g(y)) mit Ag—1(y1, ..., yn) = Wo101)s > Yo1 ()
eine C*—Parametrisierung wie in iv).

i) = i) Ist ¢: V — UN M eine C*Parametrisierung um p € M und p € V
mit ¢ (p) = p. Da 1 eine Immersion ist, kénnen wir v,,;1, ..., vy € RY wihlen, so

daf
O () 2L () U
83/1 D)y ayn P); Un+1,---, UN

eine Basis von R¥ ist. Die C*~Abbildung

U: VxRV RY Y1, yN) = V(WY1 s Yn) + Ynt1Vng1 + -+ YNUN

ist dann wegen des Satzes iiber die Umkehrabbildung (Satz ein Diffeomor-
phismus von einer offenen Umgebung O von (p,0) auf eine offene Umgebung
O von p, von der wir oBAA O C U annehmen kénnen. Da die Inverse von
Y: V. — U N M stetig ist, gibt es eine offene Umgebung O’ € O von p mit
YO N (R x {0})) = O’ N M. Dann ist die Inverse von ¥jpr: O’ — O mit
O’ = U~1(0') ein Flachmacher bei p € M. O
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Beispiel 4.5. 1.) (Teil 7ii) des Satzes eignet sich am besten, wenn man zeigen
will, da8 eine Menge M C R” keine Untermannigfaltigkeit ist.) Die Menge

M ={(z,y) € R* | 2y = 0}

ist keine Untermannigfaltigkeit, denn fiir keine offene Umgebung U von
(0,0) kann M N U als Graph einer Funktion y = g¢(z) bzw. z = ¢(y)
dargestellt werden.l

2.) (Teil i) des Satzes ist oft am effizientesten, wenn man zeigen will, daf} eine
Menge M C RY eine Untermannigfaltigkeit ist.) Die Einheitssphére

Sn = {(l’o, ,l’n) - Rn+1 | I'(Q) + —f— ZL‘?,L = 1}
ist eine Untermannigfaltigkeit, denn
h: R\ {0} - R (T0, ooy Tp) > 2o + o+ 22 — 1

ist eine Submersion und M = h~'({0}).
(Zu Teil iii) des Satzes.) Wegen % = 2z, impliziert der Satz iiber implizite
Funktionen (Satz[2.72)), dafl man S™ weg von den Punkten mit z; = 0 lokal

als Graph einer Funktion von xy,..,x;_1, Zi41,..., @, schreiben kann (und
zwar der Funktion

T; = :I:\/:B% + .ol i+ a2,

siche auch Beispiel fiir den Fall S'.)

(Zu Teil i) des Satzes.) Flachmacher fiir (Teile von) S' bzw. S? erhilt
man, indem man die Umkehrabbildungen der Abbildungen ® in 1.) bzw.
3.) von Beispiel betrachtet, welche Polarkoordinaten bzw. sphérische
Koordinaten beschreibt.

(Zu Teil 7v) des Satzes.) Die 1-dimensionale Sphére S! besitzte lokale Pa-
rametrisierungen

¥: 10, 27— S* ts 0 = (cos(t + 0),sin(t + 0)),

6 € R, die “optimal” in dem Sinne sind, daf sie S' mit konstanter Ge-
schwindigkeit 1 ablaufen.

Vergleichbare “optimale” Erdkarten, also Karten von S2, zu finden ist nicht
so einfach. Ein berithmter Satz von Gauf3, von ihm selbst Theorema Egregi-
um genannt, besagt, dafl es keine langentreue Erdkarte geben kann. Es gibt

aber winkeltreue und flichentreue Parametrisierungen (siche Aufgabe 2 von
Blatt 8).
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Hier eine winkeltreue (links) und eine flichentreue Erdkarte (rechts), ge-
nannt Mercator— bzw. Gall-Peters Projektion:

(Bilder von Daniel R. Strebe, CC BY-SA 3.0)

Die winkeltreue Projektion (links) verzerrt Flacheninhalte im Vergleich zum
original (Mitte), die flichentreue Karte (rechts) verzerrt Winkel und damit
auch Kreise :

(Bilder von Stefan Kiihn, CC BY-SA 3.0 und Eric Gaba, GFDL)
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Definition 4.6. Man sagt

e cine Kurve ist eine Untermannigfaltigkeit der Dimension 1,
e cine Fliche ist eine Untermannigfaltigkeit der Dimension 2 und

e cine Hyperfliche ist eine Untermannigfaltigkeit M™ C R™*!, deren Dimen-
sion n sich um eins von der des umgebenden Raumes R™! unterscheidet.

Eine Hyperfldche kann lokal als Nullstellenmenge einer reellwertigen Funktion
h beschrieben werden, deren Ableitung keine Nullstellen hat. Beispiele fiir Kurven
bzw. Hyperflichen sind Geraden bzw. lineare Hyperebenen.

Beispiel 4.7. Jeder lineare oder affin lineare Unterraum
M=p+V cCcR"Y,

wobei V' C RY ein n-dimensionaler Untervektorraum ist, ist eine Untermannig-
faltigkeit von Dimension n.

o Ist A € GLy(R) mit V = A(R" x {0}), so ist ®(x) = A7 (x — p) ein
Flachmacher fiir M wie in i) von Satz [4.4]

o Ist vy,...,u, € V eine Basis von V', so ist
¢(t1, ,tn) = p+ tﬂ)l + ...+ tn’Un

eine Parametrisierung von M wie in iv) von Satz . Die Inverse von
ist stetig, weil sie affin linear ist. Ist n = 1, so ist M eine Gerade und wir
erhalten die “Punkt-Richtungs—Form” aus Beispiel [2.6]

e Ist aq,..., an_, eine Basis von
Vi ={ac R")"|a(v) =0 firale v e V},

S0 1st
h: RN — RN z = (q(z —p),...,an_n(x —Dp))

eine Abbildung mit 2~!({0}) = M wie in i) von Satz 4.4 Ist M"™ C R"*!
eine affine Hyperebene und n # 0 ein Vektor senkrecht auf V', so ist

M ={z e R""" | (x — p,n) = 0}.
Dies ist die “Punkt-Normalen—-Form” der Gleichung einer Hyperebene.

Definition 4.8. Ist M C R¥ eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit, so ist
der Tangentialraum T,M im Punkt p € M definiert als der Untervektorraum

T,M = ker(Dhy,),

wobei h eine in einer Umgebung von p definierte Submersion ist, deren Nullstel-
lenmenge M lokal beschreibt wie in i) von Satz [4.4]
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Beispiel 4.9. e Der Tangentialraum an einen affinen Unterraum
M=p+V CRY
ist der zugrundeliegende Vektorraum V.
e Der Tangentialraum an die Einheitssphéire S™ im Punkt p € S™ ist
T,8" =p~ ={z eR"" [ {z,p) =0},

denn beschreibt man S™ als Nullstellenmenge von h(z) = (x,z) — 1, so ist
Dhy,(v) = 2(p,v) und ker(Dh,) = p*. (BILD!)

Bemerkung 4.10. e Der Tangentialraum 7,M ist ein Untervektorraum, wird
jedoch meist visualisiert als der affine Unterraum p+7,, M, denn man erhélt,
indem man 7,M in p verschiebt.

e Da h eine Submersion ist, ist die Dimension vom 7, M gleich der Dimension
der Untermannigfaltigkeit.

e Daf die Definition von 7, M nicht von der Wahl von h abhéngt, folgt aus der
alternativen Charakterisierung von 7, M durch das folgende Lemma [4.11]

Lemma 4.11. Ist i eine lokale Parametrisierung einer Untermanigfaltigkeit
M C RY wie in iv) von Satz . Dann ist deren Tangentialraum im Punkt
p = ¥(p) gegeben durch

T,M = Im(D3).

Beweis. Sei h eine Submersion, deren Nullstellenmenge M in einer Umgebung
von p beschreibt wie in 4) von Satz [4.4] Dann gilt

hot =0
und somit (mit der Kettenregel)
Dhy, 0 Dipy = 0.
Da Dhy,: RN — RY™" surjektiv ist und Di;: R — RY injektiv ist, gilt
ker(Dhyp) = Tm (D),

was zu zeigen war. (Insbesondere ist 7, M unabhéngig von der Wahl von A und 1).)
O

Bemerkung 4.12. Fiir eine Untermannigfaltigkeit M C R von Dimension n gilt:
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e die Spaltenvektoren

o, . o,
a—yl(p),.-wa—%(p)

der Ableitung D; einer lokalen Parametrisierung ¢ von M im Punkt p =
¥(p) (wie in iv) von Satz {4.4)) bilden eine Basis von T, M. (Andert man die
lokale Parametrisierung, so erhélt man eine andere Basis. Im Allgemeinen
hat der Vektorraum 7, M keine ausgezeichnete Basis.)

o die Zeilenvektoren
D(h1)p, -y D(hn—n)p
der Ableitung Dh, einer Submersion h = (hy, ..., hxy_,), deren Nullstellen-
menge M in einer Umgebung von p beschreibt (wie in i) von Satz [4.4),
bilden eine Basis des Vektorraumes der auf 7,,M verschwindenden Linear-
formen.

Die Vektoren
grad(h)(p), ..., grad(hy, ) (p)

bilden eine Basis des sogenannten Normalenraums
(TpM)*+ = {v € RY | (v,w) = 0 fiir alle w € T,M}
von M C RY in p.

Beispiel 4.13. Sei f: U C R* — R eine reellwertige stetig differenzierbare
Funktion auf einer offenen Menge U C R™.

e Die Kritischen Punkte von f, also die Punkte mit D f), = 0, sind genau die
Punkte, in denen der Tangentialraum an den Graph von f

M = {(z, f(z)) eR™ |z € U}

“horizontal”, also gleich R" x {0}, ist. Denn fiir die Parametrisierung ¢ (z) =
(z, f(x)) von M ist nach Bemerkung |4.12

1 0
o, (.) o
a—xl(fﬁ) = 0 ) - o, (z) = 1
() 9L ()

eine Basis von T, M im Punkt p = ¢(x).

e Weg von den kritischen Punkten sind die Niveaumengen von f, also die
Mengen {z | f(z) = ¢} fiir ¢ € R, Untermannigfaltigkeiten (wegen Satz
oder auch direkt mit dem Satz iiber implizite Funktionen, also Satz .
Der Gradient grad(f)(p) steht in jedem nicht-kritischen Punkt senkrecht
auf die entsprechende Niveauhyperfliche (und ist eine Basis von deren Nor-
malenraum, vgl. Bemerkung [4.12])
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4.3 Extrema mit Nebenbedingung

Satz 4.14. Seien f: U — R und h = (hy, ..., hy,): U — R™ stetig differenzierbare
Abbildungen auf einer offenen Menge U C RN. Hat die Einschrinkung fim auf
der Menge

M ={z €U | h(x)=0}

ein lokales Extremum inp € M und gilt Rang(Dhy,) = m, so gibt es A1,...,Ap, € R
mit

Df|p = )\1D(h1)|p + ...+ )\mD(hm)‘p. (*)

Bemerkung 4.15. e Die Gleichung (x) wird oft in der dquivalenten Form

grad(f)(p) = A1 grad(h)(p) + ... + A grad(hn, ) (p)

benutzt.
e Die \q,....\,, nennt man Lagrange Multiplikatoren.

e In der Situation von Satz spricht man auch von einem lokalem “Ex-
tremum unter der Nebenbedingung h = 0”.

Beweis von Satz[{.14 Wir geben zwei Versionen des Beweises.
1. Version (ohne Benutzung von Abschnitt OBdA konnen wir annehmen
(indem wir gegebenenfalls die Koordinaten von RY permutieren), daf$ die m x m—

Matrix on on
g ) 5 (p)
: : (#)
Ohm Ohm
DTN —mr1 (p) - ﬁ(p)

invertierbar ist. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen (Satz kann man
die Losungsmenge der Gleichung h(z) = 0 dann lokal um den Punkt p schrei-
ben als Graph einer Abbildung (xy_pmi1, .-, Zn) = g(21, ..., Ty_pm). Dann hat die
Verkettung

fov
mit Y(z1, ..., Tn_m) = (T1, ', TN—m, 9(T1, ..., Tn_pm)) ein lokales Extremum im
Punkt p mit ¢(p) = p und es gilt (wegen Satz und der Kettenregel)
Dfp o Dy = 0. (##)

Andererseits gilt wegen h o1 = 0 (mit der Kettenregel)
Dhy, o Dy = 0.

Nun sind die Spalten von Du; linear unabhéngig und erzeugen einen Unter-
vektorraum von Dimension N — n. Die Zeilen von Dh, bilden eine Basis des
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Vektorraums der Linearformen, die auf diesem N — n—dimensionalen Unterraum
verschwinden. Da wegen (##) auch die Linearform D f, auf diesem Untervek-
torraum verschwindet, ist D f|, eine Linearkombination der Zeilen von Dhy,.

2. Version (mit Benutzung von Abschnitt OBaA konnen wir durch Ver-
kleinern von U annehmen, daf h eine Submersion ist, denn ist Dhj, surjektiv, so
ist nach Permutation der Koordinaten die Matrix (#) invertierbar, so daf}, weil
die Menge der invertierbaren Matrizen offen ist (z.B. wegen Lemma oder we-
gen der Stetigkeit der Determinante), Dh, surjektiv ist fiir ¢ in einer Umgebung
von p.

Damit ist M = h~'({0}) eine Untermannigfaltigkeit. Sei ¢ eine lokale Pa-
rametrisierung von M mit p = ¢(p) wie in i) von Satz [4.4 Dann ist wegen
Satz und der Kettenregel

D fipo Dy =0 (##)

und D f|, verschwindet auf dem Tangentialraum 7,M = Im(Dv;) von M in p.
Da die Zeilen von Dhy, eine Basis des Vektorraums der auf 7), M verschwindenden
Linearformen bilden, ist D f},, eine Linearkombination der Zeilen von Dhy,. (Aqui-
valent und etwas geometrischer besagt (#+#), da8 grad(f)(p) senkrecht auf 7, M
steht. Da grad(hy)(p),..., grad(h,,)(p) eine Basis des Normalenraums (TpM )+
bildet, gilt die Behauptung.) O

Beispiel 4.16. Wir betrachten die Extremwerte von
fla,y,z) = xyz
unter der Nebenbedingung
h(z,y,z) =0 mit h(z,y,2) =2* +y* + 22 — L.

Da h~'({0}) = S? kompakt ist, nimmt die stetige Funktion f unter dieser Ne-
benbedingung tatsdchlich ein Maximum und ein Minimum an. Um deren genaue
Lage mit Satz zu bestimmen, berechnen wir:

Df = (yz,zz,zy) Dh = (2z,2y,2z).

Gesucht sind nun Punkte p = (z,y,2) € S?, in denen Dfj, und Dhy, linear
Abhéngig sind, also gilt D fj, = ADh), mit A € R. Das ist dquivalent

yz = 2\x rz =2y Ty = 2\z.

Da wir oBdA annehmen diirfen, dafl z, y, z # 0 (sonst wéare f(z,y,z) = 0, was
weder Maximum noch Minimum ist, wie wir unten sehen werden), kénnen wir
die 1. Gleichung mit x multiplizieren, die 2. mit y und die 3. mit z und dann die
drei Gleichungen summieren, was

3ryz = 2\
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ergibt. Setzt man das wieder in die drei Gleichungen ein, so erhélt man
yz = 32’y rz = 3wy’ ry = 3wyz?

und somit z, y, z = j:\%. Damit erhalten wir 4 Punkte (die mit einer geraden

Anzahl von +) mit
1 1 1 1

ICm* 7w A "

sowie 4 Punkte (die mit einer ungeraden Anzahl von +) mit

111 1
i%,iﬁ,i%) =37

Diese 8 Punkte sind die Maxima bzw. Minima von f unter der Nebenbedingung
h = 0.

Geometrisch entsprechen diese 8 Punkte den Eckpunkten eines Wiirfels. Die-
ser Wiirfel ist der achsenparallele Quader groftmoglichem Volumens mit Eck-
punkten auf der Sphiire S?. (Denn |f(z,y, z)| ist bis auch einen Vorfaktor genau
gleich dem Volumen des Achsenparallelen Quaders mit Eckpunkten (+z, +y, +2).)

i
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