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Freiwillige Zusatzaufgaben.

Aufgabe 1. Zeigen Sie, dafi die Abbildung
JiR—=R x> x + /2 — arctan(z)
die Ungleichung
f(x) = fly)| < |z —y| firalle z#y

erfillt. Hat sie einen Fixpunkt? Kann man den Banachschen Fixpunktsatz hier
anwenden”?

Aufgabe 2. Beweisen Sie:

a) Die Operatornorm auf dem Raum der stetigen linearen Operatoren L(V, V)
eines normierten Vektorraumes V' erfiillt

[AB|| < [|A[l|B] fir alle A, B € L(V,V).

b) Ist V ein Banachraum, so konvergiert die Exponentialreihe
exp(A) = kz EA
=0

fir jeden Operator A € L(V,V). (Benutzen Sie, daB L(V, V) mit der
Operatornorm ebenfalls ein Banachraum ist.)

Aufgabe 3. Leiten Sie den Satz iiber die Umkehrabbildung aus dem Satz iiber
implizite Funktionen her.

Aufgabe 4. Zeigen Sie: die Abbildung
¥: )0, 3n[— R? t — (sin(t/2),sin(t))

ist eine injektive Immersion. Ist M = {¢(t) | t €]0,3n[} eine Untermannig-
faltigkeit? Ist ¢p—': M —]0, 3n[ stetig? (Skizzieren Sie M.)

Aufgabe 5. Zeigen Sie, dal die Abbildungen ®, @ und h in Beispiel 4.7 ein
Diffeomorphismus, eine Immersion bzw. eine Submersion sind.

Aufgabe 6. Ist A eine symmetrische n x n—Matrix. Zeigen Sie, dafl die Quadrik
M ={z eR"| (Az,z) =1}
eine Untermannigfaltigkeit ist. Gilt das auch fiir die Menge
{z e R" | (Az,z) = 0}7
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Aufgabe 7. Man bestimme den achsenparallelen Quader grofften Volumens, der
dem Ellipsoid

22y 22

? + == + g =1

einbeschrieben ist.
Aufgabe 8. Sei A € M(n xn,R) eine symmetrische Matrix. Man kann wie folgt
zeigen, dafl A eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren besitzt:
i) Die Funktion f(z) = (Az,z) nimmt auf S"! = {x | (z,z) = 1} ein
Maximum an in einem Punkt x,,
ii) x, ist Eigenvektor von A,

iii) A 148t den Untervektorraum senkrecht auf x,, invariant,
iv) per Induktion folgt die Behauptung.

Fiihren Sie die Details aus.



