Prof. Dr. Christoph Bohle Tiibingen

Analysis III : Ubungsblatt 4
Jonas Ziefle 9. November 2017

Diese Aufgaben sind schriftlich auszuarbeiten und am 21. November
vor der Vorlesung abzugeben. Fiir jede Aufgabe gibt es 4 Punkte.

Aufgabe 1. Sei A C R eine messbare Menge und f: A — [0, oo eine messbare
Funktion. Dann ist das Lebesguemafl Ao(B) der Menge

B={(z,y) eR? |z € A,y c|0,f(z)]}

gleich dem Lebesgueintegral von f, also
X2(B) = / fdM :/ f(x)dA (z).
A A

Aufgabe 2.

a) Finden Sie ein (Gegen-)Beispiel, welches zeigt,
i) daB der Satz von der monotonen Konvergenz nicht gilt, wenn man
keine monotone Funktionenfolge nimmt und
ii) der Satz von der dominierten Konvergenz nicht gilt, wenn man
nicht die Existenz einer dominierenden Funktion fordert.
b) Finden Sie eine Folge positiver Lebesgue—integrierbarer Funktionen auf
[0, 1], die nirgenwo Punktweise konvergiert, deren Integrale aber gegen
0 konvergieren.

Aufgabe 3. Zeigen Sie:

i) Ist f € £Y(Q, A, u) eine integrierbare Funktion, so gibt es fiir jedes
€>0ein § > 0, so daf fiir alle A € A mit p(A) < 4§ gilt [, [fldp < e
(Tip: Zeigen Sie, da8 [, |f|du mit F,, = {z | [f(2)| > n} gegen Null
konvergiert fiir n — 00.)

ii) Fiir @ = R mit Lebesgue-MafB definiert F(z) = [*_ fdu eine
gleichméafig stetige Funktion.

Aufgabe 4. Sei f: R — R eine Lebesgue-integrierbare Funktion. Dann gilt
fast tiberall (d.h. fiir alle x € R aulerhalb einer Nullmenge)

nhﬁngof(:c—i—n) = JL%JC(CE —n)=0.

(Tip: Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kénnen Sie x € [0,1] und f > 0
annehmen.)



