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Diese Aufgaben sind schriftlich auszuarbeiten und am 29. November vor
der Vorlesung abzugeben. Fiir jede Aufgabe gibt es 4 Punkte.

Aufgabe 1. Berechnen Sie die Koordinatendarstellungen der von der Euklidischen
Metrik induzierten Riemannschen Metrik auf S™ C R"*! beziiglich der durch stere-
ographische Projektion definierten Karten ¢y und ¢g.

Aufgabe 2. Bestimmen Sie die Darstellungen der Euklidischen Metrik auf R? in
sphirischen Koordinaten und Zylinderkoordinaten. Geben Sie Koordinaten auf R?
an, beziiglich der die Koeffizienten der Metrik nicht diagonal sind.

Aufgabe 3. Die Minkowski-Metrik auf R?*! ist die durch die quadratische Form
—x3+x?+...+22 erzeugte indefinite, nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform.

a) Zeigen Sie, daf die Minkowski-Metrik des R"*! eine Riemannsche Metrik
auf

H”::{xER"H|fx(2)+x%+...+xi:fl,:co>0}CR”+1

definiert.

b) Zeigen Sie, dafl die stereographische Projektion mit Pol (—1,0,...,0) eine
Isometrie zwischen H™ und dem Poincaréschen Ballmodel des hyperbolis-
chen Raums, d.h. von B = {z € R" | |z| < 1} mit der Metrik g, =
W(dm% + ...+ dz?), ist.

Aufgabe 4. Beweisen Sie, dal das Mobiusband nicht orientierbar ist. (Stellen
Sie das Mobiusband als parametrisierte Untermannigfaltigkeit M dar. Folgen Sie
einem Einheitsnormalenvektorfeld entlang einer geschlossenen Kurve auf M, die
nicht kontrahierbar ist.)

Aufgabe 5 Sei f: M — N ein Diffeomorphismus zwischen Riemannschen Man-
nigfaltigkeiten (M, g) und (N, h).

(i) Zeigen Sie, daf} folgende drei Eigenschaften von f dquivalent sind: konform,
winkeltreu und rechte Winkel bleiben erhalten.

(ii) Zeigen Sie, daB f genau dann eine Isometrie ist, wenn f konform und
volumenerhaltend ist.

Aufgabe 6. Eine C'-Abbildung f: U — R2? = C auf eciner offenen Teilmenge
U C R? = C heiit konform, wenn punktweise die beiden Vektoren % und %

senkrecht aufeinander stehen und die gleiche Lange haben. Zeigen Sie:

a) Ist f konform und U zusammenéngend, so ist f entweder holomorph oder
anti—holomorph.

b) Ist f ldngentreu und U zusammenéngend, so ist f von der Form f(z) =
az+boder aZ +bmita cS!' c Cund b€ C.



