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Diese Aufgaben sind schriftlich auszuarbeiten und am 10. Januar vor
der Vorlesung abzugeben. Fiir jede Aufgabe gibt es 4 Punkte.

Aufgabe 1. Zeigen Sie, dafl eine kovariante Ableitung V: I'(E) — I'(T"M ® E)
auf einem Vektorbiindel £ — M ein lokaler Operator ist und daher auf offene
Mengen eingeschrankt werden kann.

Aufgabe 2. Zeigen Sie, daBl jedes Vektorbtlindel £ — M eine kovariante Ableitung
besitzt (Tip: Partition der Eins). Zeigen Sie weiter, da8 die Menge der Zusam-
menhange auf £ — M einen affinen Raum tiber dem Vektorraum

QY (M,End(E)) = T(T*M ® End(E))
bildet, wobei End(F) = E* ® E.

Aufgabe 3. Ein Zusammenhang V auf einem reellen Vektorbiindel £ mit einer
Biindelmetrik < . > wird als metrisch bezeichnet, wenn

d<p,>=<Vp, >+ <p Vip >.
Zeigen Sie:

a) Ein Zusammenhang ist genau dann metrisch, wenn die Zusammenhangs-
formen beziiglich orthonormaler Rahmen schiefsymmetrisch sind.

b) Jedes Vektorbiindel mit Biindelmetrik besitzt einen metrischen Zusam-
menhang.

c¢) Die metrischen Zusammenhénge auf (E,< . >) bilden einen affinen Raum
iiber dem Vektorraum der 1-Formen mit Werten in den schiefsymmetrischen
Endomorphismen von E.

Aufgabe 4. Sei EF = U x K" das triviale Rank r Vektorbiindel auf einer einfach
zusammenhangenden Teilmenge U C R™. Ein Zusammenhang auf E ist gegeben
durch eine Zusammenhangsform (beziiglich des trivialen Rahmens)

=1

mit A; € C°(U, Mat(r xr,K)). Zeigen Sie, daff wenn es einen parallelen Rahmen
gibt, d.h. eine Losung ¢ € I'(U, GL,(K)) von

Vo = dd + wd = 0,
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notwendigerweise die Gleichung
dw+w Aw =0,

bzw. aquivalent
0 0
ey S
aI’i I ij
fir alle i, j € {1,...,n}, erfiillt ist. (Diese Gleichungen nennt man auch Null-
kriimmungsbedingungen. Wir werden sehen, dafl Sie fiir einfach zusammen-
héangendes U nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend sind.)

A; = [Ai, Ay



