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Diese Aufgaben sind schriftlich auszuarbeiten und am 24. Januar vor
der Vorlesung abzugeben. Für jede Aufgabe gibt es 4 Punkte.

Aufgabe 1. Sei E → M ein Vektorbündel mit Zusammenhang ∇. Sei ω die
Zusammenhangsform bezüglich eines lokalen Rahmens s, d.h. ∇s = sω. Dann
ist die Krümmungsform bezüglich des Rahmens dω + ω ∧ ω, d.h. es gilt

R∇s = s(dω + ω ∧ ω).

Aufgabe 2. Seien E und F Vektorbündel mit Zusammenhang über M .

a) Es gibt eindeutige Zusammenhänge auf E∗ und E ⊗ F mit

< ∇α, ϕ >= d < α, ϕ > − < α,∇ϕ >
und

∇(ϕ⊗ ψ) = (∇ϕ⊗ ψ) + (ϕ⊗∇ψ)

für alle ϕ ∈ Γ(E), ψ ∈ Γ(F ) und α ∈ Γ(E∗).
b) Was ist die Krümmung dieser Zusammenhänge auf E∗ und E ⊗ F?
c) Was ist die Krümmung des Zusammenhangs auf End(E) = E∗ ⊗ E?

Aufgabe 3. Sei ω ∈ Ω1(U,Matr×r(K)) eine matrixwertige 1–Form auf einem
Quader U ⊂ Rn. Zeigen Sie, daß es genau dann eine Funktion

f : U → GLr(K) mit f−1df = ω

gibt, wenn
dω + ω ∧ ω = 0.

Aufgabe 4. Zeigen Sie:

a) Eine Isometrie zwischen zwei Riemannschen Mannigfaltigkeiten ist ein
affiner Diffeomorphismus.

b) Ein affiner Diffeomorphismus erhält
– Krümmung,
– Paralleltransport und
– Geodätische.

(Zeigen Sie eine der drei Behauptungen.)


