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Aufgabe 35 (Hiufungspunkte)
Sei (an)nen eine Folge reeller Zahlen. Zeigen Sie, dass eine reelle Zahl ¢ genau dann Haufungspunkt von
(an)nen ist, wenn es fiir jedes € > 0 unendlich viele Folgenglieder gibt, die im Intervall (¢ — ¢, ¢+ ¢) liegen.

Aufgabe 36 (Stetigkeit von Verkettung, Produkten und Quotienten stetiger Funktionen)
(i) Sei I C R ein Invervall, zg € I sowie f,g: I — R. Zeigen Sie:

(a) Sind f und g stetig in zg, so auch f - g.

(b) Ist g(zp) # 0 und g stetig in xp, so existiert ein ¢ > 0, so dass g(z) # 0 ist, fiir alle z € I mit
|x — o] < 0. Ist zudem f stetig in xg, so dann auch 5: (o — 0,20 + 9) = R in xo.

(ii) Sei I C R ein Intervall, g € T und f: I — R. Sei weiter J C R ein Intervall, yo € J, f(I) C J und
f(xo) = yo- Zeigen Sie: Ist f stetig in xg und g stetig in yo, so ist auch go f: I — R stetig in xg.

Aufgabe 37 (Wurzelkriterium)

(i) Sei (an)nen eine Folge reeller Zahlen und ¢ € [0,1). Es gebe ein ng € N, sodass {/|a,| < ¢ ist, fir

alle n > ng. Zeigen Sie, dass dann die Reihe Y. a,, absolut konvergiert.
n=1

(ii) Sei (an)nen eine Folge reeller Zahlen mit
li_>m Ylan| < 1.

Zeigen Sie, dass dann die Reihe > a, absolut konvergiert.
n=1

(iii) Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz:
SUCTRNS S
n=1 2n 7 n=1 (3+ (—1)77-)"

Aufgabe 38 (Konstruktion der reellen Zahlen aus den rationalen Zahlen)
Wir setzen in dieser Aufgabe den Korper der rationalen Zahlen voraus (vgl. Aufgabe 14).

(i) Wir nennen zwei rationale Cauchy-Folgen (r;)neny und (sp)nen dquivalent, wenn ihre Differen-
zenfolge (s, — rn)nen eine Nullfolge ist. Zeigen Sie, dass dies eine Aquivalenzrelation auf CF :=
{(rn)nen ist Cauchy-Folge mit r,, € Q fiir alle n € N} definiert.

(ii) Zeigen Sie, dass fiir zwei rationale Cauchy-Folgen (7, )neny und (s, )nen auch die Summenfolge (r, +
$n)nen und die Produktfolge (ry, - $n)nen Cauchy-Folgen sind. Auf R := CF/~ setzen wir dann

[(Tn)nen] + [(8n)nen] == [(rn + Sn)nen]; [(Tn)nen] - [($n)nen] = [(Tn - $n)nen]-
Zeigen Sie, dass diese Verkniipfungen wohldefiniert sind.
(iii) Zeigen Sie, dass (R, +, ) ein Korper ist.

Bitte geben Sie Ihre Losung des Ubungsblattes am Mittwoch, den 08.01.2020 in der Pause der Vorlesung
ab!



