Lineare partielle Differentialgleichungen,
Teile I+11

Reiner Schétzle, Ruben Jakob
Wintersemester 2014/15 und Sommersemester 2015
Universitéat Tiibingen






Inhaltsverzeichnis

I Vorbereitungen

1 Typen von partiellen Differentialgleichungen
2 Harmonische Funktionen

3 Klassische Maximumprinzipien

4 Banachriume

5 Funktionenriume

IT Apriori Abschitzungen fiir lineare Differentialgleichungen
6 L>-Theorie
7 Schauder-Abschitzungen

8 Calderon-Zygmund-Abschitzungen

III Harnack-Ungleichung
9 Harnack-Ungleichung fiir Gleichungen in Divergenzform

10 Holder-Regularitéit schwacher Losungen

20
27

32

70
70
85

109

138
138

149






Teil 1
Vorbereitungen

1 Typen von partiellen Differentialgleichungen

1.1 Allgemeine partielle Differentialgleichungen

Eine partielle Differentialgleichung ist eine Gleichung fiir eine unbekannte Funktion meh-
rerer Verdnderlicher und ihren partiellen Ableitungen.

Definition 1.1 Ein Ausdruck der Form
F(D*u, D" u, .. u,2) =0 firzeQ (1.1)
mit Q2 CR"™ offen,
F:RY xR ' 'x ... xRxQ >R

gegeben und wu : Q@ — R wunbekannt, heifst eine partielle Differentialgleichung k—ter
Ordnunyg.
(1.1) heifit linear, falls es von der Form

> @i = ()
lyI<k
18L.
(1.1) heifst semi-linear, falls es von der Form

Z a~(2)07u + ag(DF .. uyz) =0
lv|=k
15t.
(1.1) heif$t quasi-linear, falls es von der Form
Z afy(Dk_lu, conu,x)0"u 4 ao(Dk_lu, cou,x) =0
Iv|=k

1st.

(1.1) heif$t voll nicht-linear, falls (1.1) nichtlinear von den Ableitungen hdchster Ord-
nung abhdngt.

Bildet u:Q —R™ und F:R™™xR™ "™y xRxQ—R ab, so heift (1.1)
ein System partieller Differentialgleichungen.

Beispiele:

(i) Lineare Gleichungen



1.Laplace-Gleichung
n
Au = Z 8”u =0
i=1
oder Poisson-Gleichung
Au = f
oder lineare elliptische Gleichung
n n
Z a;;0iu + Z biOju+cu= f mit (a;;) > 0.
i,j=1 i=1
2.Lineare Transport-Gleichung bzw. lineare hyperbolische Gleichung
n
atu - Z bzé?lu =0.
i=1

3.Wirmeleitungsgleichung
Ou—Au=0

oder lineare parabolische Gleichung
n n

Oru — Z aij&-ju — Zb,@zu —Ccu = f mit (aij) > 0.
i,j=1 i=1

4. Wellengleichung
6ttu —Au= 0.

(ii) Nichtlineare Gleichungen
1.Nichtlineare Laplace-Gleichung
Au = f(u)
oder quasi-lineare elliptische Gleichung
aij (., u, Vu)oiju + b(.,u, Vu) =0 mit (a;5) > 0.

2. p—Laplace-Gleichung
div(|VulP~2Vu) = 0.

3.Minimalflichengleichung
Vu

div(——
(\/1 + |Vul?

)=0

4.Monge-Ampere-Gleichung
det(D%u) = f.



5.Pucci-Gleichung

MIA(DQU) =A Z o+ A E o= f,

;>0 ;<0
M;A(Dzu) =AD> 0i+A D> o=
;>0 ;<0
wobei 01,...,0, die Eigenwerte von D?u entsprechend ihrer Vielfachheit sind

und 0 <A< A<o0. ./\/lf\E A heiflen Pucci-Operatoren.
6.Hamilton-Jacobi-Gleichung

Oru+ H(Vu,z) =0.
7.Skalare Erhaltungsgleichung bzw. nicht-lineare hyperbolische Gleichung
Owu + div F(u) = 0.
8.Skalare Reaktions-Diffusions-Gleichung
Ou — Au = f(u)
oder quasi-lineare parabolische Gleichung
Ou — ag (., u, Vu)Oiu — b(.,u, Vu) =0 mit (ai;) > 0.

9.Portse Medium-Gleichung
0w — A(u”) = 0.

10.Nicht-lineare Wellengleichung
Opu — Au = f(u),
Opu — div a(Vu) = 0.
(iii) Spezielle Gleichungen und Systeme

1.Schrédinger-Gleichung

2.Korteweg-deVries-Gleichung
O + w0t + Opgat = 0.
3.Maxwell’sche Gleichungen im Vakuum ohne Strom
O,E = rot B,

OB = —rot E,
div B = div E = 0.



4.System von Erhaltungsgleichungen
opu + div F(u) = 0.
5.System von Reaktions-Diffusions-Gleichungen
ou — Au = f(u).
6.Euler-Gleichung fiir inkompressible, invicid Fliissigkeiten

oyu + uVu = —Vp,
div u=0.

7.Navier-Stokes-Gleichung fiir inkompressible, viskose Fliissigkeiten

ou+ uVu — Au = —Vp,

div u=0.

Meistens tritt eine partielle Differentialgleichung oder System zusammen mit Randwerten
auf. Die zentralen Fragen zu partiellen Differentialgleichung bzw. Randwertproblemen sind

e Existenz von Losungen,
e FEindeutigkeit der Losungen,
e Stetige Abhéngigkeit der Losung von den gegebenen Daten.

Nur in sehr wenigen Spezialfillen kann man Losungen durch explizite Formeln darstellen.
Daher sind die Existenzresultate meist von abstrakter Natur.

Dariiberhinaus ist es oft schwierig, Existenz von klassischen Losungen zu zeigen,
d.h. von Losungen mit stetigen partiellen Ableitungen bis zur Ordnung der Differential-
gleichung.

Stattdessen wird zuerst Existenz sogenannter schwacher Losungen gezeigt. Fiir die
Laplace-Gleichung kann man klassische Losungen u € C%(2) suchen, die

Au=0 inQ (1.2)
erfiillen, oder schwache Losungen w € Lllo (Q) , die
/uAgp =0 (1.3)
Q

fiir alle zweifach stetig differenzierbaren Funktionen ¢ mit kompaktem Tréger in € .
An eine solche schwache Existenztheorie schlieit sich eine Regularitétstheorie an, die
zeigt, daBl schwache Losungen hohere Regularitit besitzen, z.B. dafl schwache Losungen
klassisch sind, oder im besten Fall, dafl schwache Losungen analytisch sind.
In obigem Beispiel zur Laplace-Gleichung besagt das Lemma von Weyl, Lemma 2.1,
daB u € L} (), das (1.3) erfiillt, tatsiichlich analytisch ist und (1.2) erfiillt.

loc



1.2 Elliptische Gleichungen zweiter Ordnung

Der Hauptgegenstand unserer Darstellung sind elliptische Differentialgleichungen zweiter
Ordnung.

Definition 1.2 FEine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung
F(D*u,Vu,u,z) =0, (1.4)

F:Sn)xR"xRxQ — RQ CR" offen, wobei S(n) C R™™™ die Menge der
symmetrischen Matrizen bezeichnet, heifit elliptisch, wenn

F(X,p,z,x) > F(Y,p,z,x) VX >Y,peR" zeR,xze€Q,

dabet meint X >Y | daf$ die symmetrische Matrix X —Y nichtnegativ semi-definit ist.
(1.4) heifst strikt elliptisch, falls

F(X,p,z,x) > F(Y,p,z,x) VX>Y, X#Y peR" zeR,zeQ,

andernfalls heifit (1.4) degeneriert elliptisch.
(1.4) heifst gleichmdfig elliptisch mit Elliptizititskonstanten 0 < X < A < oo , falls

MY S F(X +Y,p,z,2) = F(X,p,z,2) <A Y|

fir alle Y >0,X € S(n),peR", z€ R,z € Q mit ||V ||:=supjq< [Ya| .
Wir sagen auch, daf§ F elliptisch, strikt elliptisch bzw. gleichmdfig elliptisch.

O
Beispiele:
1. Die lineare partielle Differentialgleichung
aij()0iju + bi(2)Ou + c(x)u = f(z) (1.5)
ist elliptisch genau dann, wenn
a;j(x)&€ > 0 fiir alle z € Q,€ € R™.
(1.5) ist gleichméBig elliptisch genau dann, wenn
M < (aij(z))i; < AT fiir alle z € Q,
wobei 0 < A< A<oo.
2. Die quasi-lineare partielle Differentialgleichung
aij(x,u, Vu)djju + b(z,u, Vu) = 0. (1.6)

ist elliptisch genau dann, wenn

aij(z,2,p)6& >0 furallex e Q,z e R,peR", {eR".



(1.6) ist gleichméBig elliptisch genau dann, wenn
M < (aij(z,2,p))ij <Al firallez e Q,z€R,peR"”,
wobeli 0 < A< A< oo.
7.B. gilt fiir die Minimalflichengleichung
O;udju

Vu 1
Xy = 0jj — —————=
<m> TR T e

wobei A(p) := /14 |p|? . Daher ist (1.7) strikt elliptisch und gleichméBig elliptisch
fiir beschrankte Gradienten. (1.7) ist aber nicht gleichméfig elliptisch fiir beliebige
Gradienten.

)aiju = 0 A(Vu)dyu,  (1.7)

. Jedes Y € S(n) kénnen wir eindeutigals Y =Y+t —-Y " mit YT, Y~ >0, YTy~ =
0 schreiben. Ist F ist gleichmifig elliptisch, so gilt F(X +Y,...)= F(X +Y* —
Y, )< FX-Y ,..)+A[|[YT|SFX,..)+A||YT||-X||Y" |, also

FIX+Y,..)<FX,. . )+A|YT | =2y |. (1.8)

Umgekehrt folgt aus (1.8) folgt mit ¥ > 0,dal F(X+Y,...)—F(X,...) <A Y|
und F(X,...)—-F(X+Y,..)=FX+Y-Y,..)-FX+Y,..)< =AY |,
also F(X+Y,...)—F(X,...)>A||Y | ,und F ist gleichmiBig elliptisch.

. Fiir die Pucci-Operatoren gilt

M (X) < M (X),
M)\’A’( )<M)\AX) fur)\/ﬁ)\gASA/,
MU AX) S MY (X)) fiir M <SA<SA <A, (1.9)
MA,A( )= _MIA(_X%
MiA(aX) = aMiA(X) fiir o > 0,

(
(

MY [[SMLY)=Mr(Y)<n\| Y| firY >0,
AY IS M) =Atr(Y)<nA |Y || firY >0.

Beachten wir tr(AB) > 0 fiir A, B > 0, so erhalten wir fir A < A < Al , da8
Atr(X) <tr(AX) < Atr(X) fir X > 0, also fiir beliebige X € S(n)

(1.10)

tr(AX) = tr(AX™") —tr(AX7) < Mr(XH) = Mr(X ™) = M7\ (X)),
Wihlen wir eine orthogonale Matrix O mit OT XO = diag(oy,...,0,) und A =
Odiag(Ay, . .. ,An)OT mit \; = A fiir o; > 0 und \; = ) fiir 0; < 0, so sehen wir
M < A<AI und

tr(AX) =tr (Odz’ag()\l, ..., 20T Odiag(o, . .. ,O'n)OT> =
=tr (diag()\l, ey Ap)diag(oy, ... an)) = M;A(X).

6



Zusammen erhalten wir

N = N = i X). 1.11
MiAX) AI;&I;AIW(AX), MiaX) = dnf | tr(AX) (1.11)

Dies ergibt weiter

MFA(X) + ML (V) S M (X +Y) S MT (X)) + ML (Y),

(1.12)
MuAX) + M A (Y) S My (X +Y) < M (X)) + M, (Y),

Kombinieren wir (1.10) und (1.12) so sehen wir fiir Y >0
MY 1S My (V) € MEL (X +) = ME(X) < M, (V) <0 [V,

und die Pucci-Operatoren sind gleichméfig elliptisch mit Elliptizitéitskonstanten
A, nA .

Umgekehrt folgt fiir gleichméBig elliptisches F' mit Elliptizitdtskonstanten 0 < A <
A < oo aus (1.8) und (1.10)

FX4Y,..)-FX,..)<A|YT|-X|Y |<
< Atr(YF) = ()t (Y ™) = MY, 4 (V)
und

F(X+Y,...)—F(X,...):—(F(X+Y—Y,...)—F(X+Y,...)> >

> _M;/n,A(_Y) = M;/n,A(Y)’

also

My AV) SFX +Y.) = F(X,..) My, (Y) VXY eSn). (113)

. Die Monge-Ampere-Gleichung F(X) := det(X) ist elliptisch fiir konvexe Funktio-
nen u , denn
det(X +Y) > det(X) fir X,Y >0.

Genauer gilt
apijF(X) = Cof(X)ijv

wobei Cof(X) die Kofaktor-Martix von X bezeichnet. Ist X invertierbar, so gilt
Oy, F(X) = det(X) X",

wobei (X%) die Inverse von X ist. Also ist F fiir positives X strikt elliptisch.

Betrachten wir
G(X) :=logdet(X) fir X >0,

so sehen wir

apijG(X) = Xija



also
81%‘;‘ G(X)ij = 5im-

Differentiation nach 0,,, ergibt
8pij,Ple(X)ij + apikG(X)(slm =0
und nach Multiplikation mit X"
apijypsz(X) = —X"x7"

Daher ist G konkav auf den positiv definiten Matrizen.



2 Harmonische Funktionen

Der Laplace-Operator

ist der einfachste elliptische Operator zweiter Ordnung. Die Losungen der Laplace-
Gleichung
Au=0

heiflen harmonische Funktionen.

Definition 2.1 Eine Funktion u € C?(Q2), Q C R™ offen heifit harmonisch (super-,
subharmonisch), falls

Ay = Z(‘?M-u =(<,>2)0 in Q.
i=1
O

In diesem Paragraphen wollen wir verschiedene besondere Eigenschaften harmonischer
Funktionen wie z.B. Mittelwertsatz, Maximumprinzip, Cauchy-Abschiatzungen und Har-
nack-Ungleichung elementar herleiten. In spéteren Paragraphen werden wir sehen, dafl
diese Eigenschaften in modifizierter Form fiir Losungen elliptischer Differentialgleichungen
zweiter Ordnung gelten.

Wir beginnen mit dem Mittelwertsatz.

Satz 2.1 (Mittelwertsatz) Es sei u € C?(Q2) mit Au = 0(<,>) 0in Q C R™ offen.
Dann gilt fiir Bille B = Br(xo) CC {2,

(o) = (. ) fu = 9

B 0B

Beweis:
Fiir 0 < p < R wenden wir den Divergenzsatz auf

Au = div Vu
in By(zp) an und erhalten
/ oyu = / Au = (<, >)0.
0By (z0) By(zo)

Fiihren wir Polarkoordinaten = = z¢ + rw, |w| =1 ein, so gilt

d
—u(xo + ow)

Ou = —u(xg + 1w)|r=p = a0

dr

und somit

d
dyu = 0" / %u(wo + ow) dw =
0B, (z0) 0B1(0)



=" P / u(zo + ow) dw = Qn_li( ol " / U) = (<, >)0.

0 do
0B1(0) OBy (x0)

Da wu(xg) = liﬁr)l ][ u , folgt daraus fir 0 < o < R
o
OBy (z0)

uao) = (29 =9 w

OB, (o) O0BR(z0)

Multiplikation mit ne

und Integration iiber |0, R[ ergibt

wobei wy, := L"(B1(0)) .

Das starke Maximumprinzip folgt sofort aus dem Mittelwertsatz.

Satz 2.2 (Starkes Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen) Es sei

/1]

u €

C2()) mit Au > 0 inQ C R™ offen, zusammenhingend. Falls u sein Mazimum

im Innern annimmt, so ist u konstant.

Beweis:

Essei M :=supuund A :=[u= M]. Da u stetigin 2 ist, ist A abgeschlossen in
Q

Q2. Andererseits gilt fiir y € A, B,(y) € Q mit dem Mittelwertsatz, Satz 2.1, dafl

M:u(y)g][ugM.

Bo(y)

Da u <M auf B,(y),folgt u=M auf B,(y) und

B@(?J) C A

Damit ist A offen. Falls u sein Maximum im Innern annimmt, ist A # ), somit A =

und v = M konstant.

Das schwache Maximumprinzip folgt aus dem starken Maximumprinzip.

10
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Satz 2.3 (Schwaches Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen) Es set
uweCH)NCY' Q) mit Au>0 in Q CCR"™ offen. Dann gilt

sup u = sup u.

Q o0
Beweis:
Falls supu > supu, so existiert zg € 2 mit
Q o0

u(xo) > u auf Q.

Mit dem starken Maximumprinzip, Satz 2.2, folgt, dafl v auf der Zusammenhangskompo-
nente ' von €, die xg enthielt, konstant ist, also

supu = u(zg) = supu < sup u.
Q oY o0

/1]

Das schwache Maximumprinzip ergibt folgenden Eindeutigkeitssatz.
Satz 2.4 (Eindeutigkeit fiir das Dirichletproblem der Poissongleichung) Fs set
QCCc R, feC%N),p e C%R) . Dann gibt es hichstens eine Losung u € C?(Q)NCY(Q)

von

Au=f inQ,
u=¢ auf 0.

Beweis:
Fiir die Differenz u zweier Losungen gilt u € C°(Q) N C%(Q) und

Au=0 in Q,

u=0 auf 909,
Mit dem schwachen Maximumprinzip, Satz 2.3, folgt

sup |u| = sup |u| =0,
Q

also ©w=0.

/1]

Der Mittelwertsatz ergibt innere Abschéitzungen fiir Ableitungen harmonischer Funktio-
nen.

Satz 2.5 (Cauchy-Abschitzungen) u € C?(Q)) sei harmonisch in Q C R™ offen.
Dann gilt u € C®(Q) und fir Q' CCQ und einen beliebigen Multiindez -~y

sup|07u] < (22 sup o)
o d Q
wobei d = d(,00).

11



Beweis:
Zuerst nehmen wir v € C*°(€2) an. Dann gilt

AVu=VAu=0

und Vu ist harmonisch auf €2 . Mit dem Mittelwertsatz, Satz 2.1, und dem Divergenzsatz
gilt fiir Br(x) CcC Q, daB

1
Vu(ac):][ Vu:an / uv.

Br(z) 9BRg(x)

Daraus folgt

|[Vu(z)| < %sup |ul.
OBRr

Induktiv ergibt sich daraus

V¥u(x)] < % sup [V | < ()" supul.
Bpr Bgr

k

Die Annahme u € C*°(2) folgt aus dem néchsten Lemma von Weyl.

/1]
Lemma 2.1 (Lemma von Weyl) Es sei u € L}, (Q),Q CR" offen, und es gelte

/uAv =0 firveC5(N).
Q

Dann ist uw e C®(Q) , und wu ist harmonisch, d.h.
Au=0 1n Q.

Beweis:
Wir wihlen A € C§°(B1(0)) mit [A =1,A(z) = A(—z) und setzen

Ae(z) = e—”A(g).

Weiter withlen wir Q4 CC Q3 CC Qy CC Q1 CC Q und setzen fiir v € L} (Q)

loc
ve(a) = / Az — y)o(y) dy.
951

Es gilt v, € C*°(R")
ve — v stark in L(Qy).

Ist supp v C Q und 0 < € < d(Q2,09), so ist

supp ve C €.

12



Insbesondere ist u. € C*°(R"), und es gilt fiir v € C3(Q2)

/Ausv—//A)\ = )uly)o(z) dy dz =

Q1

/ /A/\ ~ 2)o(z) dz) dy =
:/u-mg:o,

Q
da v, € C§°(21) C C§°(Q2) . Daraus folgt

Aus =0 in Ql,

und wu. ist harmonisch in Qs . Da u. € C*>(Q2) folgt aus den bereits bewiesenen
Cauchy-Abschatzungen, Satz 2.5, und dem Mittelwertsatz, Satz 2.1,

sup |Dk(uE —ug)| <
Q4

< C(9Q3,Q4,n, k) sup |us — us| <

Q3
S C(QQaQ3aQ47na k) / |u€ - U(S‘
Q2

Da u. — u in L'(Qy) folgt u € C®(Qy) , also u € C*®(£). SchlieBlich gilt fiir

v e CFe(N)
/Au-vz/uszO,
Q

Q

und somit

Au=0 in Q.
/1]

Auch die Harnack-Ungleichung ist eine einfache Konsequenz aus dem Mittelwertsatz, Satz
2.1.

Satz 2.6 (Harnack-Ungleichung) u € C%(Q) sei harmonisch in Q CR™ offen und
u >0 . Dann gilt fir Q' cC Q,Q zusammenhdingend,

supu < C(Q,Q,n) 1nfu
Q/

Beweis:
Fiir Buay(xo) C Q, 2,y € By(x) gilt mit dem Mittelwertsatz, Satz 2.1, da u > 0,

wzrf wesf u=gu)

Bo(z) Bao(z0) Bso(y)

13



Daraus folgt

sup u < 3" inf w.
B,(z0) By(wo)

Nun iiberdecken wir € mit endlich vielen Béllen B; = B,,(z;) mit
o - Ug\ilBQi(xi)v
z; €Y CCQ,
B4Qi (.CIZZ) Q Q.

Da € zusammenhiingend ist, existieren fiir beliebige z,y € ' Indizes
{1,...,N},j=1,...,M mit
T € Bil,y c BiM

Bij,lmBz'j 75@ firj=2,..., M.

M < N.
Dann gilt
u(z) <supu < 3"infu < 3"supu<...< 3M7 inf 4 < 3N"u(y),
B, i1 By, Biy,
also
supu < 3N inf u.
o Q

(2.1)

]

/1]

Satz 2.7 (Satz von Liouville) Eine nach unten beschrinkte harmonische Funktion auf

R™ st konstant.

Beweis:

Wir kénnen o.B.d.A. iﬂgfu =0 und w > 0 annehmen. Mit der Harnack-Ungleichung

(2.1) folgt fiir alle R >0

sup u < 3" inf u
Br(0) Br(0)

und fiir R — oo

supu < 3"infu = 0.
R R™

Dies ergibt u =0 .

/1]

Im Rest dieses Paragraphen leiten wir Darstellungsformeln fiir die Poissongleichung her.
Wir beginnen mit den beiden Green’schen Formeln. 2 CC R™ sei offen, und es gelte der

Divergenzsatz fiir . Fiir u,v € C?(Q) gilt

/v(?yu = /div(vVu) = /(vAlH— VoVu).

o0 Q Q

14
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Dies ist die erste Green’sche Formel. Vertauscht man « und v und substrahiert, so
erhalt man die zweite Green’sche Formel

(vAU — uAv) = [ (v9yu — udyv). (2.3)
Q o0

Die Laplacegleichung hat in R™ — {0} die radial symmetrische Losung 72~"  fiir n >

3 und logr fiir n = 2. Durch Normierung erhalten wir folgende Definition fiir = # 0 :

1
— |z fiir n>3,
I(z) = { M2 njwn (2.4)
— log |x] fir n=2.
2m

I' heiit die Fundamentallésung fiir die Laplacegleichung. Dieser Name begriindet sich
mit folgenden Rechnungen. Zuerst sehen wir fir x # 0

1
o;I’ = ——x;|z| 7", 2.5
@ = o (25)
1 e
9yL(z) = o (03j|2[* = nasay) |72 (2.6)
Daraus ergibt sich
AT'=0 in R" — {0}, (2.7)

und I' ist harmonisch in R"—{0}. Leiten wir weiter ab, so erhalten wir die Abschétzungen
|D*D(z)] < Cpplz> "% fiir @ # 0,k > 1. (2.8)

Fir z € Q,v(y) :==I'(y —z) konnen wir die zweite Green’sche Formel nicht direkt auf
(1 anwenden, da v bei z singuldr ist. Stattdessen wenden wir (2.3) auf Q — By(z) an
und lassen o — 0 . Wir erhalten

/ T(y — 2)Au(y) dy = / (9 — udyv) — / (vdyu —udyv).  (2.9)

Q—B,(z) o0 9By()
Es gilt
‘ vo,u| = |T'(p) / dyu| < nwne™ T (o) sup |Vu| =0 fiir g — 0
By(x
0B, (x) OB, (x) ()
und .
/ udv =1"(p) U=—- / u— u(x) fir p— 0.
nwn 0
OBy(x) 9By(w) 0By(x)

Damit folgt aus (2.9) die Green’sche Darstellungsformel

u(r) = — / (u(y)auF(x—y)JrF (w—y)auu(y)) dH"(y)+ / [(z—y)Au(y) dy fiir z € Q.

o0 Q
(2.10)

15



Mit der zweiten Green’schen Formel gilt also formal

, / AT(z — y)u(y) dy = u(z)*

Q

und man schreibt dies

AT =gy inR", (2.11)
wobei g die Einpunktmasse in 0 ist. Setzten wir w =1 in (2.10), so erhalten wir
/&,F(y —xz)dy = 1. (2.12)
o0
Ist w4 harmonisch in €, so gilt
u(z) = — / (oI @ —y) + T~ )ouly)) A y) frzen.  (213)

o0N

Da der Integrand analytisch in x ist, folgt, dafl alle harmonischen Funktionen analytisch,
also auch unendlich oft differenzierbar sind. Wenden wir (2.10) auf u € CZ(R") mit DD
supp v an, so erhalten wir

u(z) = /P(x —y)Au(y) dy. (2.14)
Allgemein definieren wir fiir f € L'(Q),Q2 cC R" offen, das Newton-Potential
Nf(z):= /F(x —y)fly)dy =z €. (2.15)
Q

Nach dem folgenden Lemma ist Nf € L'(2) wohldefiniert.

Lemma 2.2 Fir € CC R® offen, 1 < p < 00,1 < g < oo,% > }D
Newton-Potential eine stetige lineare Abbildung N : LP(Q2) — L1(Q) mit

2 .
— = st das

| Nl z(zr ), La) < C(d,n, p, q),

wobei diam Q <d .
Weiter gilt fir f € C3(Q), daff Nf € C*(Q) ,

ONf(@) = [05 -9 T) dy= [T Fa ) dy
in jedem x € R™ und ausserdem
ANf=f inQ.

Beweis:
Wir bemerken fiir x € Q,diam 2 <d und fir 1<r< %,n >3

/F(x —y) dy < Chyr / "= dy < C(d, n,r) < oo (2.16)
Q Ba(0)
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und fir 1 <r <oo,n=2,

[re-rdy< [ oglaly dy < Cldor) <o
Q By (0)
Fir p> 5 folgt
INf(@)] <T@ =) loro-v@ll £ llp@)< Cldyn,p) | f e @)
und N : LP(Q) — L*>°(Q) ist stetig mit
| N [lL(zr),L@) < Cd, n, p).

Nunsei 1<p<%,p<g<oo und

1 1 2

->-—=.

q D n

Wir setzen 1 1 1
S (1-3),

q p r

also

1 2
0<1—=-<—

roon

und 1 <r < "5 insbesondere mit (2.16)
| T(z =) [[zr< C(d,n,r) = C(d,n,p,q) fiir z € Q.

Da % + (11— %) +(1-1)=1, erhalten wir mit der Hélder-Ungleichung

INf(z)| < /F(x — )" I — ) F () P () PO dy <
Q

(1
< v =) i ([T =yl an) 17 1)
Q

und

S)+r/a Ly+p/q

I Nf o)< sup I T(z =) HLT If HLp < C(d,n,p,q) | f o) -

Damit ist N : LP(Q) — L9(Q2) stetig mit

| Nl z(zr ), La) < C(d, n, p, q)-

Nun sei f € C3(Q) C C}(R™) . Dann gilt in jedem x € R™:

Ni@) = [T - i) dy= [ f@-5)Tw) dy
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und mit dem Satz von Lebesgue und T' € Lj (R™) folgt

O;iN f(z / O0if(x — (y) dy,
insbesondere N f € C'(R™) . Weiter folgt mit dem Divergenzsatz fiir o — 0

OiN f(z) + Oif(x —y)l'(y) dy =
R™ —B,(0)

— [ fe-are dys [ s M@0 a0,
"—B,(0)
9B, (0)
Da mit (2.4)

/ F(& — )T W)vos,0)y) A (y)] <

9B,(0)
< Cnd" M f lsemey " < Cu || f llpoo@ny 0= 0 fiir ¢ —= 0
und VI € L} _(R™) mit (2.5), erhalten wir auch

OiN f(x /f x—1)0;I'(y) d
Genauso folgt Nf € C2(R") und

NI = [ 05— 9ar) ay.
Nun wahlen wir ein z € Q und 7, € C§°(Bg,(z)) mit
0 S 779 < 17
e =1 in By(z), (2.17)
Vol < Crno ' X By, (@)— By (@)
und Bay(z) € Q C Bg(0) . Dann folgt

AN f(x / Do —y) 0:f (y) dy = lim / OT (& —y) 0(f — (@)l (1—no(y)) dy =
Br(0)

BRr(0)

=—f(x) / 0,0 (z—y) dH" "' (y) +lim / Ol (x—y) (f(y) — f(x)) Bing(y) dy,

0l0
OBR(0) Bao(2)—Bo(x)

da T'(z —.) harmonisch in Q — {z} ist. Mit (2.5) und (2.17) ergibt sich

[ e ) G0 - ) ) | <

Bay(z)—Bo(x)

< Cno" - 0" |V e 0- 07 =Cn | Vf |lpoiy 0= 0 fiir g — 0.
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Mit (2.12) erhalten wir
[ ey anw i) =1,
O0BRr(0)

also
AN f(z) = f(z) firxz e Q.

/1]
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3 Klassische Maximumprinzipien

Wir betrachten einen linearen, elliptischen Differentialoperator in Nicht-Divergenzform auf
Q CR" offen, d.h.

(Lu)(z) = ay(2)05u(x) + bi(@)du(z) + c(z)u(x) (3.1)
fir uwe C%(Q). Dabeisind a;j,bi,c: Q — R mit
|aij, bi, C’ § A in Q, (3.2)

und
aij(x)flfj > A_1|f‘2 firx e Q,€ € R™ (3.3)

firein 1 <A < o0.

Definition 3.1 Fir f:Q — R heifit u € C?(Q) eine Ober- bzw. Unterlésung von

Lu=f in{Q,
falls

Lu<f inQ
bzw.

Lu>f inQ.

u heifst eine Ldsung, falls es eine Ober- und Unterlosung ist.

Wir beginnen mit folgendem schwachen Maximumprinzip

Satz 3.1 (Schwaches Maximumprinzip) L erfille (3.1) - (3.8) in Q@ CC R™ offen,
c=0 . Dann gilt fir ue€ C*Q)NC%Q) mit

Lu>0 1inQ,
dafs
Sup u = sup u.
Q oQ
Beweis:
Falls supu > supu, so existiert zg € 2 mit

Q onN

u(zg) > u in €.

Daraus folgt
Vu(zg) =0,
D?u(xg) <0.

Dies ergibt
Lu(wg) = aj(x0)diju(zo) < 0.
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Damit gilt das schwache Maximumprinzip, falls
Lu >0 in Q.
Zum Beweis der vollen Aussage setzen wir
v(z) =™
und rechnen mit (3.2)
Lu(z) = € (y2ar1(z) + ybi(x)) = 7™ (4* A7 = [7|A) > 0
fiir v grofl genug. Dies ergibt fiir € > 0
L(u+ev) >0 in Q.
Nach dem oben Bewiesenen folgt fiir € >0

sup(u + ev) = sup(u + €v),
Q o9

also fiir e =0

Sup 4 = sup u.
Q oN

/1]

Korollar 3.2 (Schwaches Maximumprinzip) L erfille (3.1) - (3.3) in Q CcC R"
offen, ¢ <0 . Dann gilt fir uwe C*(Q)NC°(Q) mit

Lu>0 1inQ,
daf
supu < sup U4,
Q o0
und, falls
Lu=0 1nQ,
so gilt
sup |u| = sup |ul.
P .
Beweis:

Falls supu <0, so ist die erste Aussage korrekt. Andernfalls ist Q' := [u > 0] # (), und
es gilt
Lou := aij&ju +bu>—cu>0 in .

Mit dem schwachen Maximumprinzip Satz 3.1 folgt

Supu = supu = supu < sup U4.
Q Qf oY oN

Gilt Lu =0, so folgt fir —u , daB3

infu=—sup—u> —sup(—u)y =inf —(u_).
A = —sup—u > —sup(~u) = inf ~(u-)

Dies ergibt
sup |u| = sup |ul.
Q o0
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Aus dem schwachen Maximumprinzip ergibt sich folgender Eindeutigkeitssatz.

Korollar 3.3 (Eindeutigkeit fiir das Dirichletproblem) L erfille (3.1) - (3.3) in
QCCR" offen, ¢c<0, undessei f:Q—R pecCQ).
Dann hat das Dirichletproblem

Lu=f in{Q,

u=w auf 0,

hochstens eine Lisung

u e C3HQ)NCOQ).

O

Wir kommen nun zum starken Maximumprinzip, das nicht-triviale Maxima im Innern fiir
Unterl6sungen ausschlieft. Wir beginnen mit folgendem Randpunktlemma.

Lemma 3.1 L erfille (3.1) - (3.3) in Q CCR"™ offen, und es sei u € C?() mit
Lu>0 in Q.

Weiterhin gelte fiir xg € 0$2
u 18t stetig in g,

u(zg) >u in
und € erfillt eine innere Sphdrenbedingung in xg, d.h. es existiert ein offener Ball B
mit

B CQ,xy € 0B.
Schlieflich gelte eine der drei Bedingungen

(i) c=0,
(17) ¢ <0,u(xg) >0,
(131) u(zo) = 0.
Falls die duflere Normalenableitung von wu in xq beziiglich v = vgp(xzg) existiert, so gilt
Oyu(xg) > 0.

Beweis: .
In jedem der drei Fille gilt fir L:=L —cy

L(u —u(zp)) = Lu — cu(xp) — c4(u —u(xg)) >0 in Q.

Also kénnen o0.B.d.A.
c<0,u<0=u(zg) inf
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annehmen. Weiter sei 0.B.d.A.
Br(0) € Q, {zo} = 0Br(0)NoNQ.
Fir 0<po< R und «a >0 setzen wir
v(x) = eolel? _ gmaR?
und rechnen, da ¢ <0,
Ly = e_o‘|w‘2(4a2aijxixj —2a(ag + bix;)) + cv >
> e~ (402 A7 |22 — 20(A + Alz]) — A).
Fiir o groB genug folgt in Q' := Br(0) — B,(0)
L(u+ev) >eLv > 0.
Nun gilt v <0 auf 0B,(0) und v=0 auf 9BRr(0) , also
u+ev <0 auf o
fiir € >0 klein. Mit dem schwachen Maximumprinzip, Korollar 3.2, folgt
ut+ev<0 in .
Da zp € 09 und u(zg) =0 =v(xg) , folgt
Oyu(zo) > —ed,v(xg) = —ev'(R) > 0.
/1]

Bemerkung:
Allgemeiner gilt auch ohne Existenz der duflere Normalenableitung von « in zq , daf

lim inf 7u(1:0) —ul@)

>0
m—>m0,|<):(x—zo,—z/)\§g—§ ’CC() — ZE‘

fiir alle § > 0, wobei <« den Winkel bezeichnet.

Damit kénnen wir das folgende Maximumprinzip nach Hopf beweisen.

Satz 3.4 (Hopf’sches Maximumprinzip) L erfille (3.1) - (3.83) in @ C R™ offen,
zusammenhdngend, und fir v € C?(Q) gelte

Lu>0 in .

Falls w sein Maximum im Innern von ) annimmt und eine der Bedingungen

(i) ¢=0,

(i) ¢ <0,supu >0,
Q
erfillt ist, so ist u konstant.
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Beweis:
Es sei zg € Q0 mit
u(xg) = sup u.
Q

Dann gilt unter beiden Bedingungen
L(u —u(zo)) = Lu — cu(xg) > 0

und wir konnen o.B.d.A.
c<0, u<0=u(rg) in

annehmen. Falls u nicht konstant ist, also u #Z 0, so ist
0#Q = [u<0]#Q.
Da € zusammenhéngend ist, gilt
o NQ#0.

Wir wihlen z € Q' mit
0:=d(z,00' NQ) < d(x,00).

Daraus folgt
B,Q(x) g Q, - [U < 0]7

By(z) € Q,
und es existiert y € 0B,(x) mit
u(y) = 0.
Da u € C?() , folgt mit Lemma 3.1
Vu(y) # 0.

Da v in y sein Maximum annimmt, ist dies ein Widerspruch.

/1]

Als zweite Anwendung des Randpunktlemmas erhalten wir Eindeutigkeit fiir das Neu-
mannproblem.

Satz 3.5 (Eindeutigkeit fiir das Neumannproblem) L erfille (3.1) - (3.3) in
Q CcC R™ offen, zusammenhdngend, ¢ < 0 wund € erfille in jedem Randpunkt eine
innere Sphdrenbedingung. Weiter sei f:Q — R, p: 9Q — R . Dann hat das Neumann-
problem

Lu=f 1inQ,

oyu = auf 0f,

bis auf eine Konstante hiochstens eine Losung u € C*(Q) N C°(Q) , deren dufSere Nor-
malenableitung tberall auf O0S) existiert.
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Beweis:
Wir miissen zeigen, dafl u € C%(Q) N C%(2) mit

Lu=0 1in
und verschwindender Normalenableitung
d,u =0 auf 9N

eine Konstante ist. Angenommen, w« ist nicht konstant, dann gilt sup4+u > 0 und
Q

0.B.d.A.

M :=supu > 0.
Q

Gilt fiir ein zg € Q , daB
u(xo) = M,

so folgt mit dem Hopf’schen Maximumprinzip, Satz 3.4, dal u konstant ist. Also gilt fiir
ein xg € 99
u< M =u(xg) inQ.

Dann folgt mit Lemma 3.1, dafl
Oyu(zg) >0

im Widerspruch zur Annahme.

/1]

Schliefflich schitzen wir Losungen von inhomogenen Gleichungen punktweise ab.

Satz 3.6 L erfiille (3.1) - (3.3) in Q CCR" offen, ¢ <0,u € C>(Q)NC°Q), f: Q=R
mit
Lu > f.

Dann gilt

supu < supu4 + C(Q,A)sup f_,
Q o0 Q

wobei C(Q,A) =eCWMd _ 1 mit
d=d(Q) := inf {osczeqr - e | e € 0B1(0)} < diam(2).

Beweis:
Wir kénnen annehmen, dafl
0 C [0 <a < d].

Fir Lo = a;j0;; +b;0; und o >0 rechnen wir
Loe™® = e (aay; + aby) > e*@la(aA™ — A) > 1,
falls a > C(A) . Wir setzen

v(z) := supuy + (€4 — e ) sup f_
oN Q
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und sehen
L(u—v)=Lu—Lyv—cv> f+sup|f_| >0 in Q.
Q
Weiter gilt
u—ov<u-—supuy <0 auf 9.
oN

Mit dem schwachen Maximumprinzip, Korollar 3.2, folgt ©—v <0 in €, also

supu < supv < sup u4 + (eo‘d —1)sup f-
Q Q a0 Q

/1]

Korollar 3.7 L erfiille (3.1) - (3.8) in Q CCR™ offen, u € C*(Q)NC°Q),f:Q—
R und Lu = f . Falls fir C(Q,A) aus Satz 3.6

cp:=1—C(Q,A)supcy >0
Q

gilt, so folgt
sup [u| < ¢! (sup|u| + C(Q, A)sup | f]).
Q o0 Q

Beweis:
Fir Lo=L —c4 gilt
Lou = Lu —cyu = f — cqu,

und aus Satz 3.6 angewandt auf +u und Ly folgt

sup |u| < sup |u| + C(2, A) sup |f| + C(2, A) sup c4 sup |ul.
Q o0 Q Q Q

Daraus folgt die Behauptung.

/1]
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4 Banachriume
Folgende Definition ist in der linearen Funktionalanalysis grundlegend.
Definition 4.1 X sei ein reeller Vektorraum. Fine Abbildung
II-]: X = [0,00[
heifit Norm auf X , falls
(i) ||z||=0<x=0.
(ii) || Ax||= |\ ||z ]| firze X, eR.
() l[z+yl<lzl+lyl firz,yeX.

Wir nennen (X, || ||) oder kurz X einen normierten Vektorraum.
Eine Norm erzeugt eine Metrik durch

d(z,y) =z -yl .

Ist X mit dieser Metrik vollstindig, d.h. jede Cauchyfolge ist konvergent, so heifst
(X,]| I|) ein Banachraum.
Ein inneres Produkt auf X

(L): X xX =R,
d.h. (.,.) ist eine symmetrische, positiv definite Bilinearform auf X , erzeugt durch
|z [[:= v/ {z, )

eine Norm auf X .
Ist die von || || erzeugte Metrik vollstindig, so heifst (X,{(.,.)) ein Hilbertraum.

O

Der Raum aller stetigen, linearen Abbildungen L(X,Y) zwischen zwei Banachrdumen

X,Y ist mit der Norm

I'T [l:= sup || T ||
Jeli<1

wieder ein Banachraum. Der Dualraum X* := L(X,R) ist der Raum der stetigen linearen

Funktionale auf X .

Wir beginnen mit dem folgenden Kriterium von Lax-Milgram, das aus Positivitét Iso-

morphie schliefit.

Satz 4.1 (Satz von Lax-Milgram) 7T :X — X sei ein stetiger linearer Operator auf

dem Hilbertraum X mit

(Tz,z) >co ||z ||* firzeX (4.1)

und ein cg . Dann ist T ein Isomorphismus.
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Beweis:
Mit (4.1) folgt fiir z € X

co || @ |P< (T, ) <|| T || || z |,
also
collz|<| Tz . (4.2)

Daraus folgt, dal T injektiv ist. Weiter folgt, dal ém T" C X abgeschlossen ist, denn
fix Tx,, —y ist Tx, eine Cauchyfolge, und mit (4.2) ist auch z,, eine Cauchyfolge.
Damit konvergiert z,, >z € X und y=Tx €im T .

Nun sei z € im(T)* . Dann gilt mit (4.1)

0=(Tzz)2c 27

also z=0,und im T =im T = X . Damit ist T bijektiv, und mit (4.2) ist die Inverse
stetig.

/1]

Eine stetige lineare Abbildung T : X — Y ist kompakt, wenn fiir jede beschrinkte
Teilfolge x,, € X eine Teilfolge m; existiert, fiir die T'z,,, konvergiert. Die Verkettung
einer stetigen und einer kompakten Abbildung ist wieder kompakt

Eine Kleinheitsabschitzung fiir kompakte Abbildungen beinhaltet das folgende
Ehrling-Lemma.

Lemma 4.1 (Ehrling-Lemma) FEs seien X,Y,Z Banachriume und zwei stetige, li-
neare Abbildungen
XY < 7

wobei T : X — Y kompakt ist und I :Y — Z injektiv ist. Dann existiert zu jedem
e >0 ein C; < oo, so dafl

[Tz lly<el|lz|x +Cc || ITx |z .

Beweis:
Angenommen die Aussage gilt nicht, dann existiert € > 0 und eine Folge x,, € X mit

ellzm lx +m [ IT2m ||2<|| Tom |y=1.
Dann ist z,, in X beschrinkt, und, da T kompakt ist, konvergiert fiir eine Teilfolge
Teym +yey.

Dies ergibt
[y vl Tom [ly=1,

insbesondere y # 0 . Andererseits gilt
I Ty [z IT 2z, [|z— 0,

also y =0, da [ injektiv ist.
Dies ist ein Widerspruch, und das Lemma ist bewiesen.
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Das folgende Lemma besagt, dafi kompakte Storungen von Isomorphismen, die injektiv
sind, wieder Isomorphismen sind.

Lemma 4.2 T K : X — Y seien stetige lineare Abbildungen zwischen zwei Banach-
raumen X,Y . T sei ein Isomorphismus, und K sei kompakt. Ist T — K injektiv oder
surjektiv, so ist T — K ein Isomorphismus.

Beweis:
Mit Isomorphie kénnen wir X =Y und T =1 =idx annehmen.
Zuerst betrachten wir I — K injektiv. Wir zeigen, daf}

| (I-K)z|[>co|lz| fireeX (4.3)

fiir ein ¢y > 0 .
Angenommen (4.3) ist falsch, dann existieren z,, € X mit

1
M = K)am < | @m |

und 0.B.d.A. || z, ||= 1 . Dann konvergiert fiir eine Teilfolge Kz, — y und, da
| (I —K)xp, ||— 0, konvergiert x,, — —y . Esgilt (/-K)y=0,also y=0,da I—-K
injektiv ist. Andererseits gilt || y ||«—|| zm ||= 1, also y # 0 . Dies ist ein Widerspruch,
und (4.3) ist bewiesen.
Aus (4.3) folgt, daB
im(I — K) ist abgeschlossen, (4.4)
denn fir (I — K)x,, —y ist (I — K)z,, eine Cauchyfolge, und mit (4.3) ist auch ,
eine Cauchyfolge. Damit konvergiert z,, >+ € X und y= (I — K)z € im(I — K) .
Weiter folgt aus (4.3), falls I — K surjektiv ist, so ist die Inverse von I — K wieder
stetig, und I — K ist ein Isomorphismus. Fiir den Fall, dal I — K injektiv ist, verbleibt

also zu zeigen, daf
im(I — K) =X. (4.5)

Angenommen (4.5) ist falsch, dann existiert =z € X —im(l — K) . Damit gilt

(I — K)"z € im(I — K)" —im(I — K)"*1,

denn falls (I —K)"z = (I - K)"*'y fiirein y € X , so folgt (I—K)"(x—([—K)y) =0,
und, da ([ —K)™ mit [ — K injektiv ist, folgt = = (I —K)y € im(I —K) im Widerspruch
zur Annahme.

Nun bemerken wir

n
n ~
I-K)" = ~IK =T -
( y=> < l>( 'K = T-K
=0
fiir einen kompakten linearen Operator K . Wie schon bemerkt ist I — K injektiv, und es

folgt aus (4.4), daB im(I—K)"™ abgeschlossen ist. Daher ist d((I—K)"z,im(I—K)" ') >
0, und es existiert y, € im(I — K)"*! mit

| (I —K)"x —y, ||<2d((I — K)"z,im(I — K)"*1).
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Wir setzen

)nx — Yn
| )"z = yn |

und sehen d(g,,im(I — K)"!) > 1/2 . Daraus folgt fiir m >n

(I -K
Yn =
| (I - K

€ im(l — K)"

H Ky, — Kym ||:|| Un — Ym — (I_ K)gn + (I_ K)gm ||Z 1/27 (46)

da Gm+ (I — K)jn — (I — K)§m € im(I — K)"1

Da || gn ||=1 und K kompakt ist, konvergiert andererseits eine Teilfolge von Ky,
in X , ist also eine Cauchyfolge. Dies widerspricht (4.6), und (4.5) und damit das Lemma
fiir den Fall, dafl I — K injektiv ist, sind bewiesen.

//

Nun sei I — K surjektiv. Wir zeigen, da} I — K injektiv, und die Behauptung folgt
dann aus dem ersten Teil.

Auch der Beweis folgt dem ersten Teil. Angenommen [ — K ist nicht injektiv, dann
existiert = =:z; € ker(I — K) — {0} . Da I — K surjektiv ist, existiert induktiv

(I — K)x, =x,-1 fiirn>2.
Daraus folgt
(I - K)" lz, =21 #0,
(I —K)'z, = — K)x1 =0,
also
xy € ker(I —T)" — ker(I — K)"™ ' fiir n > 1.

Da ker(I — K)"~! abgeschlossen ist, gilt d(z,,ker(I — K)"') > 0, und es existiert
kn € ker(I — K)"~ ! mit

| 2 — kn || < 2d(xp, ker(I — K)"1).

Wir setzen
Tn — kn

Ty i = —————
" | Tn — Kn ||

und sehen d(Z,, ker(I — K)"~1) > 1/2 . Daraus folgt fiir n > m
| Kin — K [|=|| &0 = & — (1 = K)&n + (I = K)Z |2 1/2, (4.7)

da @+ (I — K)&n — (I — K)&p, € im(I — K)" 1 .
Da || Z, ||[=1 und K kompakt ist, konvergiert andererseits eine Teilfolge von Ky,
in X | ist also eine Cauchyfolge. Dies widerspricht (4.7), und I — K ist injektiv.

/1]

Bemerkung:

Allgemein kann man zeigen, dafl eine kompakte Storung eines Isomorphismus ein Fredhol-
moperator vom Index 0 ist, sieche [A] Satz 8.15. Dabei heiit eine Abbildung 7: X — Y
ein Fredholmoperator, falls
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e im T CY ist abgeschlossen.
o dim ker T < oo .
o dim coker T =dim(Y/im T) < oo,

und
ind T := dim ker T — dim coker T

heifit der Index von T .
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5 Funktionenriume

5.1 Holder-Riume

Definition 5.1 (Holder-Riume) Es sei Q@ C R™ offen und nichtleer, k € Ng . Der
Raum der k-fach stetig differenzierbaren Funktionen auf €0 ist

CF(Q) :={u:Q = R | du ezistiert und ist stetig auf Q fir || <k }
bzw. auf € ist
C*Q) == {u:Q —= R | &u existiert und lift sich stetig auf Q fortsetzen fiir |y| < k }
und mit kompaktem Trager in §) st
CH(Q) == {u e C*Q) | supp(u) cC Q }.
Fiir beschrinktes Q0 ist C*(Q) mit der Norm
| w ||Ck(Q):: Z | 07 ||L°°(Q) .
<k

ein Banachraum.
Fir 0<a<1, u:Q— R definieren wir die Holder-Konstante
holg qu := sup 7|u(m) —uly)|
otyeQ T —yl*

und die Lipschitz-Konstante lipou := holg . Eine Funktion mit endlicher Hélder- bzw.
Lipschitz-Konstante heifst holder- bzw. lipschitzstetig. Der Raum der Funktionen mit be-
schrinkten und hoélderstetigen Ableitungen bis zur k—ten Ordnung ist

CchQ) :={ueC*Q) | || du | Lo (02), hOlQ,a(07u) < oo fiir |y| <k }.
Wir definieren die Norm

|l erey= Z (I 07u || oo () +hol0,a07u).
[vI<k

Fir QCACQ setzen wir

CEYA) = {ueCF(Q) | Vo e A:Fp>0:ue CP(QN B,(z)) }

loc

und
Cy(A) = {u € C**(Q) |supp(u) CC A },

baw. CF(A) := {u € CF(Q) |supp(u) CC A }.

SchliefSlich setzen wir
C™(Q) = NenC™ ()

und fir QC ACQ
C5°(A) = NkenCi (A).

Wir nennen C**(Q) die Hélder-Riume.
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Proposition 5.1 Ck%(Q) ist ein Banachraum.

Beweis:
Es sei u; € CH%(Q) eine Cauchyfolge. Dann konvergiert

D7uj — D7y
gleichmiBig gegen die Ableitungen einer Funktion u € C*(Q) . Es gilt

holoD7u < liminf hél, D7V uy,
j—00

also u € CH(Q) .
Genau so gilt

limsup hélo D7 (u — uj) < limsup liminf Aol D7 (u; — uj) =0
j—oo j—oo 10

und somit
uj —u  in CP(Q).

/1]

Das Produkt zweier holderstetiger Funktionen ist wieder holderstetig.
Proposition 5.2 Es sei k€ No,0 < a <1 . Dann gilt fir u,v e C*(Q)
holg o (uv) < holgau || v ([ L) + || w [ Lo (@) hOla,av
und fiir u,v € CH*(Q)
| wv [[erea@)< Cng |l u lleraqy |0 ek

Beweis:
Fir x,y € Q gilt

uv(z) —uo(y)| < fu(z) —u(y)| [v(@)] + |u(y)] [v(z) —v(y)| <

< <hél§2,au v Iz + [ w L@ hélﬂ,cﬂf) |z —y|%,

und die erste Abschitzung folgt.
Die zweite folgt aus dieser unter Beachtung der Produktregel

o(u) = Y <;>aﬂu DBy

0<p<y
fir |y <k.

/1]
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Proposition 5.3 Fir Q CCR",0< S <« sind die Finbettungen
CO(Q) — C%P(Q) — C%(Q)
kompakt.

Beweis:

Eine Funktion w € C%%(Q) ist gleichmiBig stetig und l#it sich daher stetig auf Q

fortsetzen. Klarerweise ist die Einbettung C%%(Q2) — C%(Q) stetig. Eine in C%*((Q2)

beschriinkte Folge von Funktionen u,, ist auf € gleichgradig stetig und beschrinkt. Da
Q kompakt ist, gibt es nach dem Satz von Arzela-Ascoli eine gleichmiBig konvergente
Teilfolge, und die Einbettung der Holder-R&ume in den Raum der bis zum Rand stetigen
Funktionen ist kompakt.

Fir 0<fB8<a,x1 #x2€ 0,0 >0, gilt

u(z1) — ufzs)]

P—— < hélg qu 5% P wenn |y — xa| <6, (5.1)

e ju(z1) = u(z2)
U\r1) — ulxr2 _
—t =L ) so(qy 0P — > 0. 5.2
TP S | w0 wenn |21 — 22| > (5.2)
Fiir 6 > diam(Q) folgt daraus zuerst
hilg gu < hilg au diam ()P

und
C%(Q) — %P (Q)

ist stetig.

Ist nun wu,, einein C%%(Q) beschrinkte Folge, so konvergiert eine Teilfolge nach
dem eben Bewiesenen gleichmifig auf  gegen eine Funktion u € C°(Q) . Mit (5.1) und
(5.2) folgt fur alle § >0, da8§

lim sup hélq g(u; — uj) <
1,j—00

< limsup 6 A (hélg au; + hélg au;) + limsup 267 || u; — u; | oo () <

4,]—00 ,]—00

< 05 h,

und w,, ist eine Cauchy-Folge, also konvergent in C%% (1) .

/1]

Fiir Einbettungen mit hoheren Ableitungen mufi der Rand von ) eine gewisse Regularitét
aufweisen.

Definition 5.2 Fs sei Q C R" Lk € Np,0 < a < 1 . Wir sagen 092 st
C* bzw. C**—regulir, geschrieben

o0 € CF bzw. CF,
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wenn fir alle xg € 02 ein 0 >0,M < oo und ¢ € C’k(Bgfl(O)) bzw. C’k’a(Bgfl(O))
mit (0) =0, |p| < M/2 existiert, so daf$ nach einer geeigneten Rotation
an (xo + (B 1(0)x] — M,M[)> =

=z +{(y,t) € (By~H(0)x] = M, M[) | t > p(y) }.

O
Damit erhalten wir den Kompaktheitssatz fiir Holder-Rdume mit hoheren Ableitungen.
Proposition 5.4 Fir Q CCR" offen 00 € C% k>1€ Ny,0< pB,a<1 mit
k+a>1+p

sind die Einbettungen

CF(Q) — Y8 (Q)
kompakt.

Beweis:
Fir k =1 folgt die Aussage sofort aus Proposition 5.3. Auch der allgemeine Fall folgt
aus Proposition 5.3, wenn wir zeigen, daf3 die Einbettung

Q) — c%(Q) (5.3)

wohldefiniert und stetig ist.

Da 09 € C%' | hat © nur endlich viele Zusammenhangskomponenten, und diese
haben alle positiven Abstand zueinander. Fiir x,y € Q , die nicht in derselben Zusam-
menhangskomponente liegen, gilt somit

u(@) = u(y)] <2 [l wllze@)< CO) | u L) [ = yl.

Fir z,y € Q in derselben Zusammenhangskomponente gibt es nach dem folgenden
Lemma einen stetig differenzierbaren Weg ~ : [0,1] — Q, mit v(0) = z,v(1) =y und

1

L(y) = / (1)) dt < @)z —y].
0

Daraus folgt fiir u € C1(Q)

1
u(z) —u(y)| < /IVU(W(t))’V'(t)I dt <[[ Vu || oo () C(Q)]z —y.
0

Dies ergibt
lipou = holg1u < C(Q) || u |1 ()

und die Einbettung in (5.3) ist wohldefiniert und stetig.

/1]
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Lemma 5.5 Es sei Q2 CC R" offen und zusammenhingend, 0 € C%' . Dann gibt es
C(2) < o0, so daf fiir zwei beliebige Punkte x,y € Q ein stetig differenzierbarer Weg
v:[0,1] = Q, mit v(0) =z,v(1) =y und

1

L(y) = / V()] dt < CQe -yl (5.4)
0

existiert.

Beweis:
Fir zg € 02 setzen wir nach Rotation

Ul(zo) =z + (Bg—l(O)x] ~ M, M[),

wobel 0 = 0y > 0,M = My, ¢z, € C¥H(By~1(0)) wie in Definition 5.2 sind. Dann
ist (5.4) fir U(xo) N Q mit C = C(p, M,lip p) < oo erfiillt. Fiir zy € Q wihlen wir
U(zo) := By, (r0) CC ©, und sehen daf} (5.4) fiir U(zo) mit C' =1 erfiillt.

Da Q kompakt ist, existieren endlich viele z; € 0 mit
ﬁg U(Il)U...UU(xN).

Fiir jedes i =1,...,N ist (5.4) fur U(x;) N Q mit einem C; < oo erfiillt. Wir setzen
C< :=supl_; C; . Weiter gibt es 6 > 0, so daf} fiir beliebige z,y € Q mit |z —y| < ein
i=1,...,N mit

z,y € U(x;) NQ

existiert. Also ist (5.4) fir z,y € Q mit |x —y| <J mit C =C. erfillt.
Da € zusammenhéngend ist, existiert fir z,y € Qmit |[x —y| > 0 ein stetig
differenzierbarer Weg ~ mit

N
Liy) < (Zci diam(U () mﬂ))a—lrm gl = Colz—yl
=1

der z und y verbindet. Damit erfillt ©Q (5.4) mit C(Q) := max(C<,Cs) < oo , und
das Lemma ist bewiesen.

/1]

5.2 [LP— und Sobolev-Riaume

Wir beginnen mit der Definition der LP—R&ume und stellen einige bekannte Aussagen
zusammen.

Definition 5.3 (LP—Ré&ume) Es sei (Q,A,u) ein Mafraum, d.h. A st eine
o—Algebra auf Q und p ein o—additives Maff auf A . Fir 1 < p < oo und
meflbares u:Q — R setzen wir

1/p
P q ir 1<p< )
il | ({108 ) fir 150

esssupq|ul fiir p=o0,
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und definieren den Raum der p—integrablen bzw. der beschrinkten meffbaren Funktionen

durch
/ lulP dp < oo },
Q

wobei wir wie Gblich Funktionen identifizieren, die u—fast tiberall ibereinstimmen. LP(u)
ist mit der Norm || - || 1»(u) ein Banachraum und fir p =2 mit dem Skalarprodukt

LP(p) = LP(Q, A, p) = {u : 0 — R mefbar

(u,v) ::/u v dp

Q

eimn Hilbertraum.
Fir Q CR"™ nichtleer schreiben wir abkiirzend

LP(Q) := LP(Q, A, L7,

wobei L™ das n—dimensionale Lebesque-Maf ist und A die o— Algebra der lebesgue-
mejbaren Teilmengen von ) bezeichnet.
Weiter setzen wir

LP

loc

Q) :={u: Q=R | ue LP(Y) fir alle ¥ cC Q}

(Q) durch

und definieren die Konvergenz up, — u in Lfoc

Um — u LP(Q) fiir alle Q' cc Q.

O
Fir 1<p<oo heifit 1 <g<oo mit
1 1
S+ =1
p q
der zu p konjugierte Exponent, und es gilt mit der Holder-Ungleichung
[ an | <Eulgoll v s
Q
fir we LP(u),v € LY(u) . Daraus folgt
PP N w | oy < () | pag) (5.5)
fir we L9 (p)und 1 <p <g<oo falls p endlich ist, und
(IR T s [ Yo [ R (5.6)

fir ue L"(Q)NLP(Q)und 1 <p<g<r <oo mit

1 A 1-2)\
g p ro
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Mit Induktion erhalten wir die verallgemeinerte Hélder-Ungleichung

\/uum s ] <l ur N -+ 1t llzome
Q
fiir
1 1
e — =1,
P1 Pm

Fir ©Q C R™ offen bemerken wir schliellich, daf3 die Menge der stetigen Funktionen mit
kompaktem Triiger in Q, d.h. CJ(Q), fiir 1 < p < oo in LP(2) dicht liegen, und somit
LP(Q) separabel ist.

Diese Aussage wollen wir verschirfen, indem wir zeigen, dafl die unendlich oft differen-
zierbaren Funktionen mit kompaktem Trager in €2, d.h. C§°(Q), fiir 1 <p < oo in LP(12)
dicht liegen. Dazu wéhlen wir zuerst einen Faltungskern A € C5°(B1(0)),A > 0 mit

/)\:1.

Mz) == {ceXp(wl—;> fiir |a] < 1/2,

7.B. konnen wir

0 fir |z| > 1/2,

mit einer geeigneten Konstanten ¢ > 0 wéhlen. Wir setzen

)

fir € >0 und sehen A, € C§°(B:(0)) und [A.=1.
Fiir Q CR” offen ,u € L} () definieren wir die Faltung

loc

Ae(z) = 8_”/\(2

ue(z) := (Ae xu)(x) := //\5(37 —y)u(y) dy fir z € Q mit e < d(x,09). (5.7)

Wir sehen
ue € C®(Y)  fiir Q' cC Q mit d(,090) > e.

Fiir u € LY(Q) konnen wir u. auf ganz R" definieren mit u. € C>°(R") .
Falls supp(u) CC Q , so gilt

ue € Cg°(Q)  fiir e < d(supp(u), 09).
Wihlen wir u = yqr mit Q' CC Q” CC Qund e < d(Y,09"),d(Q",00) , so gilt
ue € C°(Q),0 < ue < 1,u. =1 auf .
ue approximiert w in lokalen Rdumen, wie die folgende Proposition zeigt.
Proposition 5.6 (i) Fir ue L] (Q),1<p<oo gilt
ue —u i Li (Q).
Ist Q=R" undu e LP(R"),1 <p< oo, so gilt

ue = u in LP(R™).
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(ii) Fiir we C%Q) gilt fiir alle Q' cC Q

ue —u in CO(Y).

(iii) Fiir ue CP*(Q),0<a<1,keNy , gilt fir 0<8<a

loc

Us = U mC”ﬁ(Q)

loc
und fiir alle QY cc Q" cc Q gilt
| ue lema@) < w llor.a@ry,
falls € < d(Y,00") . Ist Q=R" und u € CH*(R"), so gilt fir 0 < B <a <1:
u. —u in CHP(RM)

und fiir jedes € > 0:
| e [[ora@ny<| w llor.emn) -

Beweis:
Fir we L, (9),Q cCcQ’cC Qunde<d(,00") gilt,da [A.=1,
ue(z) — u(z) =
:Q‘]/ﬁ/ )\€($ - y)(u(y) - U(ZL‘)) dy = (5.8)
= [ A (u(z—y) —u(=))dy firzed.
B(0)

(i):
Fir ue L} (9),1 <p<oo folgt mit der Jensen-Ungleichung

lue —ulllpon= | | Ac@)lu(z —y) —u(@)P dy dz =

O B.(0)
= J A lul —y) —ullpgy dv < sup [[ul —y) —ullf,qy—0
B:(0) lyl<e

fir e = 0.

Fir we LP(R™),1 <p < oo folgt genauso

lue —ulfp@ny< [ Az —y) —u(@)P dy dow =
R B (0) (5.9)
= [ 2@ lul =) —ulfpgny dy < sup [[ul-—y) —ullf,gmn— 0
B (0) ly|<e
fir e—=0.
//
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(ii):
Fiir u € C%(Q) folgt aus (5.8)

| e —u || oo () < sup  Ju(z) —u(y)| = 0,
e |z—y|<e

da u gleichmiBig stetig auf Q" ccC Q ist.
//
(ii):
Fir x e @ gilt B.(z) CC Q" A\(x —.) € C€(Q") und
Oucle) = [ Aela ~ 9)0u(y) dy
Q//

fiir |y| <k . Daher geniigt es k=0 zu betrachten. Aus (ii) wissen wir bereits

| ue — u [|Loe @)= 0.

Nun seien z1,z9 € Q' . Mit (5.8) folgt

|(ue = u)(z1) = (ue — u)(z2)] <

< Ae@l(u(zr —y) = u2r)) — (ulz2 = y) — ulz2))] dy <
B:(0)

< 20l o(u) min(|zy — 22|®, %) < 26 Phélgn o (w)|z1 — 22/°.

Dies ergibt
hélQ“ﬂ(Ua — U) S 2801_/8]16[!2//’(11,{, -0

fir € — 0. Weiter gilt
e ()] < / Me@)lulz — )] dy <|| u =)
B:(0)

fir € Q und

fus(1) — e ()] < / Ae)lu(er —y) — ules - y)] dy < holya(w)ler — o],
B:(0)

fir x1, 20 € Q' . Dies ergibt
| e [[ere@y <[l wllcra@r -

Die entsprechenden Aussagen im Falle Q = R” und u € C%®(R™) werden analog bewiesen.

/1]

Daraus folgt sofort

Proposition 5.7 C3°(Q) liegt dicht in LP(Q) fir 1<p<oo .
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Beweis:
Wir wissen bereits, dal CJ(2) dicht in LP(Q2) liegt. Fiir u € C§(9), supp(u) CC Q' CC
2,0 < e < d(supp(u),0) gilt

ue € Cg° (@) € C5°(Q)
und mit Proposition 5.6 (ii) folgt
| e — | po) < L) || ue — || Loy — 0
fire - 0.

/1]

Wir kommen zu den Sobolev-Riumen.

Definition 5.4 (Sobolev-Riume) FEs sei Q C R"™ offen und nichtleer 1 < p < oo .
Dann ist der Raum der Sobolevfunktionen mit k -fachen LP-integrierbaren schwachen
Ableitungen definiert durch
WHEP(Q) :={u € LP(Q) |  Fiir || < k existiert u¥ € LP(Q) mit
Jue= (1N [fude fir o € CF(Q) }.

Wir nennen
D7y = u"

die schwache Ableitung von u und definieren die Norm auf WHP(Q)  durch
I lwro@y= > | Do) -
0<l|y|<k

Den Abschluf$ der unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Trdger
C°(Q) in WFP(Q) definieren wir fir 1 <p<oo als

W (Q) := C5o(9).
Fir QC ACQ setzen wir

WEP(A) = {uec Ll (Q) |Vz e A:3p>0:ue WrP(QN By(z)) }.

loc

Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir abkiirzend WOP(Q) := LP(Q) .

Wir nennen Wg’p(Q) und WHP(Q)  Sobolev-Réiume und ihre Elemente Sobolevfunk-
tionen.

O

Proposition 5.8 W+P(Q) und Wég’p(ﬂ) sind Banachriume, und fir p = 2 sind
WHk2(Q) und W§’2(Q) mit dem Skalarprodukt

(u,0) ==Y / N v

[vI<k

Hilbertrdume.

41



Beweis:
Wir sehen, dal W*P(Q) isometrisch
WHEP(Q) 2= {(uy)o<)y<k € LP() x ... x LP(Q) |
AL(uy) i= [u-DVp— (=) [u =0 Vo€ CFQ)}.
zu einem abgeschlossenen Unterraum von LP(Q) x ... x LP(Q) ist und somit ein Ba-
nachraum. Damit ist auch I/VéC P(Q)) als abgeschlossener Unterraum von WHP(Q) ein
Banachraum.

Klarerweise sind obige Definitionen Skalarprodukte, deren Norm &quivalent zu den
Normen auf W¥*2(Q) und W(f 2(€) sind. Also sind diese Réume Hilbertriume.

/1]

Folgende Proposition gibt eine Charakterisierung der LP— und Sobolev-Rédume fiir 1 <
p < 00.

Proposition 5.9 1.) Fir 1 < p < oo,k € Ny, gilt v € WFP(Q) genau dann, wenn
w € L},.(2) ist und die linearen Funktionale (Ayu):C§(2) — R

loc

(Ayu) () = / u- Dy

Q

[(Ayu)(@)| < M || ¢ |l Loy
fir |y <k, % + % =1 und ein M < oo erfiillen, und in diesem Fall gilt:
| w llwrr@)< Cngp M.

2.) Speziell fir k = 0 und p = 1 gelten folgende Aussagen: Ist entweder u : Q — [0, 0]

L"—messbar oder ist u € L}, (), und gilt in beiden Féllen ausserdem

!/Quso <M ¢ e

fiir jedes ¢ € C§°(R), so folgt bereits u € L1() mit || u 1)< M.

Beweis:
1.) Es sei zunichst 1 < p < oo und somit ¢ < co. Wir fixieren einen Multi-Index ~ mit
|7] < k und definieren auf dem dichten Teilraum C§°(€2) von L9(2) das lineare Funktional

F, () := / uD7.
Q
Anhand der vorausgesetzten Abschétzung ist dieses stetig beziiglich der L(Q)—Norm auf
C3° () und besitzt daher eine eindeutige stetige Fortsetzung F, auf ganz L7(12), also

PN’,Y € L1(Q)*, dessen Norm < M ist. Wegen g < oo erhalten wir aus dem isometrischen
Isomorphismus zwischen L?(Q)* und LP(Q) ein eindeutiges f7 € LP(Q), welches

Fy(g) = (1) /Q Fo
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fiir jedes ¢ € LY(Q) und ausserdem || f7 || r(q)=|| F, ||< M erfiillt. Da dies insbesondere

/ uDVp = (—1)‘7‘ / fTe fur alle p € C5°(Q)
Q Q

impliziert, erhalten wir sofort u = f° € LP(Q) und ausserdem u € W*P(Q), falls k > 0,
mit den schwachen Ableitungen f7, woraus auch die Behauptung || u [[yyr.r)< Cnp M
folgt. Die andere Beweisrichtung folgt sofort aus der Holderschen Ungleichung und mit
M =l u HW’W(Q)'

2.) Im Spezialfall £ = 0 und p = 1 betrachten wir in beiden Fillen aus der Behauptung
die durch 1 beschrénkte Funktion

(@) = 4 Tt falls u(z) # 0,
0 falls u(x) = 0.

Sei nun u nicht-negativ und L£"—messbar. Hier ist also g = Xsuppu) = 0. Fiir beliebige,
offene D cC Q' CC Q definieren wir die Testfunktionen ¢, := A * (xpg), die fiir € <
dist(D, 0€Y) in C§°(€Y') liegen, und erhalten zunéchst:

I/Qu-wel < M | g (@< M.

Wegen g > 0 sind auch die Glattungen ¢, nicht-negativ und somit auch die Produkte u ¢,.
Da diese ausserdem L£" —messbar sind und eine Teilfolge {¢, } der Familie {¢.} punktweise
gegen Y pg f.i. auf 2 konvergiert, erhalten wir aus dem Lemma von Fatou:

/u—/uggliminf upe, <M
D D J=0 JQ

und somit auch v € LY(Q), mit || u 1)< M. Im Fall u € L} () fithren wir ebenfalls
die obigen Glittungen @, := A * (xpg) aus C§°() fiir e < dist(D, 9€') ein, nutzen hier
jedoch aus, dass |u - ¢.| < |u| € LY(Y) gilt, und erhalten aus dem Konvergenzsatz von

Lebesgue:
/|u]:/ug:‘lim upe, <M
D D J—=oo Jo

und somit wieder v € L*(Q), mit || u lL1)< M.

/1]

Proposition 5.10 Es sei 2 C R"™ offen, zusammenhdngend, und wu € VV;’CI(Q) mit
Vu=0 . Dann ist
u = const  fast tberall auf €.

Beweis:
Wir betrachten beliebiges z9p € © und By,(xg) € Q . Fiir ¢ < p ist die Faltung
ue € C°(By(x0)) und fir o € By(xo) ist Ac(z—.) € C§°(Bap(zo)) C C°(Q2) . Dies ergibt

Vue(o) = [ Ve = puly) dy = [ Ao~ )Vulw) dy =

Daher ist u. = const auf By(xg) , und, da u. — u in LY(B,(z0)) , ist u = const fast
iiberall auf B,(xp) . Da ©Q zusammenhéngend ist, ist u = const fast iiberall auf Q .
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Sobolevfunktionen werden durch glatte Faltungen lokal approximiert werden.
Proposition 5.11 Fir uwe WkP(Q),ke N, 1 <p<oo gilt

Us — U N I/Vl’Zf(Q)
Ist supp(u) CC Q oder Q=1R", so ezistieren u,, € C§°(2) mit

U — u in WHP(Q),

also
uwe WEP(Q),  wenn supp(u) CC 9, (5.10)

und

WHEP(R™) = WP (R™).
Ist schlieflich Q =R} :=R"! x Ry, Ry :=]0,00] , so existieren um, € C°(R}) mit
U —> U N Wk’p(Ri),

d.h. _
WhP(R?) = G (RT).

Beweis:
Wir betrachten die in (5.7) definierte Faltung u. := A\; xu € C*°(R") . Fir =z € Q,e <
d(z,00) ist A(x —.) € C3°() , und wir sehen fiir |y| <k

g (z) = géma(a: —y) u(y) dy =

= (-1)N S{ O Ae(z —y) uly) dy = S{Aa(x — )0 u(y) dy = (7u)- ().

Da 9"u e L} () folgt mit Proposition 5.6
" (ue) = (0"u). = u in LT (),

also u. — u in WrEP(Q) .

Ist supp(u) CC Q oder Q =R™ | so gilt mit obiger Rechnung und Proposition 5.6
u. —u  in WhP(Q).

Im Fall supp(u) CC Q wissen wir weiter, daB u. € C3°(2) , wenn & < d(supp(u),0Q) .
Im Fall Q = R konnen wir mit obigem Argument u € WHP(R") N C>(R")
annehmen. Wir wéhlen ngr € C§°(B2r(0)),ngr =1 auf Br(0), R > 1 mit

|Dl77R| < ClR_lXBQR(o)_BR(g) firl eN
und setzen

UR ‘= NMRU € Cgo(Rn)
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Dann gilt fiir |y| < k
Y _
OTug = < )85773 DY By,
22\
<B<y
also
| 0"ur — RO || Lp@rny < CoxR7Y | u [wrp@ny— 0 fiir R — oo.

Da ngrd’u — 07u in LP(R™) folgt
up — "u in LP(R"),
und damit
up = u  in WFP(R™).

Der Fall Q = R folgt genauso wie € = R"™ , wenn man den Faltungskern X €
CS(B1(0) NR™),R™ := R* " 1x] — 00,0[ wiihlt.

/1]

Schwache Ableitungen kénnen durch endliche Differenzen approximiert werden. Fiir Q C

R™ offen, h#0,l=1,...,n, und u: Q) — R setzen wir

u(z + hey) — u(x)
h

Proposition 5.12 Es sei 2 CR"™ offen ke N1 <p<oo,h#0,l=1,...,n . Fir
u € WhP(Q), Q' cc Q,|h] < d(,00) gilt

ou(z) := fir z € QN (Q — hey). (5.11)

| 0w lwr-1o i <l O lwr-1(0) (5.12)

und
M — O in WrETYP(Q) fiir b — 0. (5.13)

loc

Gilt umgekehrt fir 1 < p < oco,u € WFLP(Q)
| 07w w1 < C()  fiir alle ' CC Q, (5.14)

Ih| < d(Q,00),1=1,...,n , soist ue W"F(Q) und

loc

| Oyu Hwk—l,p(ﬂl)ﬁ Cn,k(Ql). (5.15)

Beweis:
Zuerst betrachten wir u € W*P(Q) N C>®(Q) und erhalten fiir |y] < k—1 fir x €
Y, |h] < d(Y,00)
1
= /awalu(x + they) dt
0

~ O"u(z + hey) — u(x)
B h

7 0Mu(x)

und

1
| 070 ||[£p( )< [ [1070u(z + the)|P dt dz <
Q0

Q/

1
= Ofg{ |070u(y)|P dy dt <[] 70w |75

45



und (5.12) folgt fiir glattes w . Weiter ist fiir glattes u die Konvergenz in (5.13) trivial.
Fiir allgemeines w existiert nach Proposition 5.11 wu,, € C*°(Q) mit w, —
win WFP(Q) . Wir setzen fiir |h| < & < d($,09)

loc
Q' ={zeR"|dx,Q)<d} ccQ
und erhalten
107w llwn—1.0 ()=l O tim lws—1.0(0) <Nl Bt w10y =1 Bt lwr-1(07),
also (5.12). Weiter gilt fiir alle m

limsup || O'u — du w100y < limsup || Mty — O, lwr—10(0)
h—0 h—0

+ H 8lh(u - um) HWk—l,p(Ql) + || 8lum - 81'& ||Wk—1,p(Q/)S

< 2 H 6[Um - alu HW’C*l,p(Q//),

und (5.13) folgt fir m — oo .
Gilt umgekehrt (5.14), so folgt fiir p~t +¢ 1 =1,p € C(Y), |7 <k—-1,0<h <
d(suppyp, 0Y')

‘ / wd @ AL

- ) / (&u)dyp AL

“ ] / (@u)d e dLm| = ‘ / (@9hu)p dLn| <

<|l 0 [lywe-1o(y | @ lza@ < CQ) 1 @ lza) -

Da klarerweise

‘ / udp dL™

<l w lwr-1p@y | € Lo

und 1 < p < oo, folgt zusammen u € WIIZCP(Q) und (5.15) mit Proposition 5.9.

/1]

Bemerkung:
Fir u € W?P(Q),1 < p < oo sehen wir durch zweimalige Anwendung von (5.12) fiir
ccQ"ccQ0<h<d,00),dQ",00),

18,00 || o <1 80w || 2y < Duw 21 (5.16)
und durch Approximation mit Proposition 5.11

O "M — dyu in LY (Q). (5.17)

loc

Fiir p=o0 kénnen wir W1 mit Holder-Rdumen identifizieren.
Proposition 5.13 Fir Q CR" offen,k € N gilt

Ck—l,l (Q) C Wk:,oo (Q)
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und
| Vu [[ Lo ()< C(n) lipou  fiir u € c%(Q).

Ist Q CcC R™ mit 0Q € CO! oder Q konvez, so gilt
whe(Q) € o),
und, falls Q zusammenhdngend ist,
lipou < C(4,n) || Vu ||peq)  firu € Wwhe(Q).

Beweis:
Es geniigt den Fall £ =1 zu beweisen.

Fir u € C%(Q),p € C(Q) und 0 < h < d(supp(p),0Q),l = 1,...,n gilt mit
diskreter partieller Integration

| [uowle| [udte=1 [ o7l <tinau Il
Dann folgt mit Proposition 5.9, da u € WH*°(Q) und
| Vu ||poo ()< Cn lipqu. (5.18)

Nun sei u € Wh*(Q) . Zuerst betrachten wir = B1(0) . Dann ist die Faltung wu. :=
Aexu € C®(B1-£(0)) . Da A(z—.) € C§°(B1(0)) fir x € B1_.(0) , folgt

Vue(z /V)\ z—y dy_/)\ z —y)Vu(y) dy

und
lipg, . (0yte <I| Vu || oo (B, (0)) -

GeméB Proposition 5.6 konvergiert w. — w in L}, .(B1(0)) fiir e | 0. Dies ergibt u €
C%Y(B1(0)) fiir einen geeigneten Repriisentanten und

lipg, (o)u <I| Vu || L5, (0)) - (5.19)

Fiir allgemeines ©Q CC R™ mit 9Q € C%! oder fiir beliebiges, konvexes ) zeigen wir nun:
whee Q) = ().

Fir Q cCc R" zusammenhingend mit 00 € C%! existiert nach Proposition 5.5 fiir

beliebige =,y € Q ein stetig differenzierbaren Weg ~ : [0, 1] — €, mit v(0) = z,v(1) =y
und

1
/w ) dt < C@o .

0
Gleiches gilt fiir konvexes €2 mit C(Q) =1 . Wir unterteilen [0,1]in 0=ty <t <...<
ty =1 mit
|y(ti) —v(ti—1)| < d(v(]0,1]),0Q) =16 firi=1,...,N.
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Dann folgt aus (5.19), dass u € WH(Bs(y(t;))) € CYY(Bs(y(t;))) fiiri = 1,..., N ist
und dass

[u(y(t:) — u(y(ti—1)| < lipp;(yyw [v(t) —v(ti-1)] <
ti
<| V[l oo (Bs () tf bl
1—1

gilt, also mit Summation {iber i:
1
u(@) — u(y)] <I| Va |l ) / 7] < CQ) | V[l 2 — bl
0

Dies ergibt u € C%(Q) und
lipou < C(Q) || Vu || (q) -

Ist Q nicht zusammenhingend, so ist u € C%(Q) fiir alle Zusammenhangskomponenten
Q' von Q.Da 9Q¢c C% | gibt es nur endlich viele Zusammenhangskomponenten und
diese haben positiven Abstand zueinander. Dies ergibt u € C%(Q) .

/1]

Wir stellen einige einfache Rechenregeln fiir Sobolevfunktionen zusammen.

Proposition 5.14 (Produktregel) Es sei u € WHP(Q),v € WH4(Q),1 < p,q,r < o0
mit

1

1 1
r p q

Dann ist uwv € WL (Q) und

V(uv) = (Vu)v + uVo. (5.20)

Beweis:
Zuerst betrachten wir p,q < oo . Geméafl Proposition 5.11 existieren uyy,, v, € C*°(2)
mit

Uy, — win WEP(Q), v, — v in W9(Q).

Dann gilt up,v, € C°() , und mit der Holder-Ungleichung

U U, — U,
V(umvm) = (V) vy + un Vo, — (Vu)v + uVo
jeweils in  Lj () . Damit folgt uv € VVZIOCT(Q) und
V(w) = (Vu)v +uVov € L"(Q).

Da wv € L"(R) , folgt uv € WhHT(Q) .

Ohne die Endlichkeitsannahme an p,q erhalten wir fiir » > 1 zuerst uv € VVllocl(Q)
und anschlieBend wv € W7 (Q) , da uv, V(uv) € L"(9) .

Ist » =1 und o.B.d.A. p = 0o,q = 1, so approximieren wir mit U, v, €
C*®(Q), um, vy — u,vin VVlicl(Q) und sehen fiir festes | € N , dal un,v; —
uyy in I/Vllocl(ﬂ) fir m — oo, und wwy; erfiillt (5.20). Dann folgt wv; — wv in Wlicl(ﬂ)
fir [ — oo und (5.20), da u € Wh>®(Q) .
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Proposition 5.15 (Kettenregel) Es sei u € WY (Q),1 < p < oo und f €
CYR), f(0) =0, f' € L=(R) . Dann ist f(u) € WHP(Q) und

Beweis:
Geméaf Proposition 5.11 existieren u,, € C*°(€2) mit

U — u  in WEHQ)

loc

und Uy, Vg, — u, Vu punktweise fast iiberall. Es gilt f(un,) € C1(Q) € WEH(Q) und

loc

[f (um) = Fu)| IS oo ry [tim — ul,
' (um) Vg, — f/(u)Vu  punktweise fast iiberall in €.

Dann folgt die Konvergenz in L (Q) und somit f(u) € W2 (Q) und

loc loc
V(f() = /() Vu € I/(9).
Da weiter
[F@)] <[ llpooy lul,
da f(0) =0, folgt f(u) € LP(Q)) und schlieBlich f(u) € WHP(Q) .

/1]
Proposition 5.16 Fir ue WH(Q) st |u| € WHH(Q) und

1 fir uw>0,
Viu=Vu-< 0  fir u=0,
-1 fir u<0.

Weiter gilt
Vu=0 fast iberall auf [u = 0] N Q.

Beweis:
Mit Proposition 5.15 ist

us o= ((u+0e)? + )2 —e/02 + 1€ WH(Q)

fir alle 8 € R und ny
u + Oe

Vu, = Vu.

T (ut o222

Wir sehen . — |u| in L}(Q) und

1 fir >0,

0
N

—1 fir u<O0,

Vus = Vu - fir w=0, punktweise fast iiberall in Q und in L(Q).
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Daraus folgt |u| € WH1(Q) und

1 fir w>0,
0
Vliu|=Vu-{ —— fiir u=0,
i Vo2 +1
-1 fir u<0.

Da die schwache Ableitung wohldefiniert ist, ist obiger Ausdruck unabhéngig von 6 € R,
und somit ist Vu =0 fast iiberall auf [u = 0] . Dies ergibt die Behauptung.

/1]

Fiir Transformationen im Definitionsbereich haben wir folgende Proposition.
Proposition 5.17 Es seien 21,9 CR™ und
U0 =0y
eine bi-lipschitzstetige Abbildung mit
lipg, ¥, lip, ¥~ < A.
Dann gilt fir v € WiP(Qy),1 <p<oo, daff uoW¥ € WHP(Q) und
V(uo W) = ((Vu) o \I/) - DV, (5.21)

wobei DV  die schwache Ableitung von ¥ € CY%1(Qy) C WH*(Qy) , die gemdp Proposi-
tion 5.13 existiert. Weiter gilt

[woW [lywira)< CA 1) [ ullwrir,) - (5.22)

Beweis:
Zuerst betrachten wir u € C*(2) . Fir Q) cC Q; konvergiert die Faltung ¥, mit
Proposition 5.6 z.B. fiir eine Teilfolge

U, —» U gleichméBig auf Qf,
DV, — DV punktweise fast iiberall in €,
| DY: || Lo <I DY [ zoc (@) < A

Wihlen wir W(Q)) CC Q5 CC Qq , so gilt fiir ¢ klein
. ()) C Q5.

Dies ergibt wo ¥, € C*°(Q)) und

uoW, —»uoW gleichméfig auf ],

V(uoW,) = ((vu) o \1/) .D¥. - ((Vu)o xp) DV in LY(),
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da die Konvergenz punktweise fast iiberall in Q) und Vw auf Q) und DV, auf Q)
beschrinkt sind. Daraus folgt wo ¥ € WH1(€)) und

V(uoWw) = <(Vu) ° \11) . DV, (5.23)

Nun gilt fiir lebesgue-mefibares A C s

also fiir v € C%(Q),v >0

Daraus folgt wo ¥ € W'P(Q;) und
[uo ¥ lwirg)< CA ) | ullwie,) - (5.24)
Ist schlieflich u € W1P(€s) so existieren mit Proposition 5.11 w,, € C*°(£;) mit

Um — u in WEHQ,)

loc

und punktweise fast iiberall. Aus (5.24) folgt, dal w,, o ¥ in Wl’l(Ql) konvergiert.

loc

Andererseits konvergiert ,,, Vu, — u, Vu fast iiberall auf Q9 ,z.B. auf Qo—N,L"(N) =
0.Da L*(V~Y(N)) =0, da ! lipschitzstetig ist, konvergiert

U, 0V, (Vup) o U — uwo W, (Vu) oW fast iiberall auf €.

Daraus folgt wo W € W '(€) , und (5.21) folgt aus (5.23) fiir w,, . SchlieBlich ergibt

loc

(5.24) fiir wuy, , daB wo ® € WP(Q;) und (5.22).
/1]

Als néchstes kommen wir zum Fortsetzungssatz iiber einen geniigend glatten Rand hinweg.

Proposition 5.18 (Fortsetzungssatz) Es sei Q CC R" offen mit 0Q € CF~ L1k ¢
N,1 < p < oo . Dann existiert fiir jedes € DD Q ein Fortsetzungsoperator

E: WhP(Q) — WEP(Q))
mat
Eulg =u

und
H Eu HWZ"I(Q’)S C(Qvﬂ,’na k) H u HWl,q(Q) .

simultan fir alle 0 <1<k, 1<q¢<p.

Beweis:
Zuerst definieren wir einen Fortsetzungsoperator fiir R’} := R*"! x Ry, R, :=]0, 00|

Eo: WEP(RT) — WEP(R™)
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durch
k+1

Eou(y,t) := Z ou(y, —it) firt <o,
=1

wobei die o; so gewéhlt sind, daf3

k+1

Zai(—i)m =1 firm=0,...,k.

i=1
Damit folgt fiir u € C§°(R™) bzw. u € C*LI(RY)

Eou € CK(R™) € WFP(R™) bzw. Egu € C*LHR™) € WE°(R™)
mit Proposition 5.13 und
I Eow [lwen®ny< C(n, k) || w llwnsmey) -
Da C§(R%?) geméf Proposition 5.11 in W*P(R?) dicht liegt bzw. CFLIR7T) =
kaoo(R’}r) mit Proposition 5.13, kann FEj als stetiger linearer Operator auf ganz
WkEP(R™) — WHFP(R") fortgesetzt werden.
Da 9Q € C* 1! und kompakt ist, kénnen wir endlich viele zj €0Q,5=1,...,N

wihlen mit Umgebungen z; € U; CC Q' und bi-C*~1:1 — Abbildungen V¥, , die nach einer
Rotation durch

Uiy, t) == A (st = 0i(v)) —25), W5 (y,t) o= 25 4+ Nj(y,t + 9(y)),
mit A; > 0,9, € CF=LI(R™ 1) gegeben sind und die
\I/j : Uj = Bl(O),
V() =0,
\I/j(Uj N Q) = 31(0)+ = Bl(()) N Rq_,

und
NCU;U...uUycc Y

erfiillen. Weiter wahlen wir Uy CC €2 offen mit
ﬁgU()U[ﬁU...UUN ccqY

und 7; € Cg°(U;),0 <n; <1 mit
N
> mi=1linQ (5.25)
7=0
Wir setzen fiir u € WkP(Q)
Eju = Fy ((nju) o \I/J_l) o \I/j
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Mit den Propositionen 5.13 und 5.17 folgt W; € C*~b1(U;) € WF™(U;) und Eju €
WHP(Q) mit der Abschiitzung

| Byt ooy < CO83, Upsn, ) |l fpescey - (5.26)

Da supp(n;) CC U; folgt mit der Definition von Ey , da8 supp(E;u) CC U; CC @,
also Fju € Wf’p(Q’) mit Proposition 5.11. Weiter gilt

Ejulq = nju. (5.27)
Schliefllich setzen wir N
Eu = nou + Z Eju e Wg’p(ﬂl).
j=1

Aus (5.26) folgt
| Bt lypioary< COLQE) || 0 ey

und aus (5.25) und (5.27)

N N
El|q = nou + ZE]U|Q = Nou + anu = .
j=1 j=1

/1]

Damit kénnen wir die Approximation aus Proposition 5.11 verschérfen.

Proposition 5.19 (Approximationssatz) Es sei Q CC R"™ offen mit 0Q €
CF11EeN, 1 <p<oo,u€WkP(Q) . Dann existieren u,, € C®(Q) mit

U — uin WEP(Q).

Beweis:
Fiir ein Q' DD Q betrachten wir den Fortsetzungsoperator

E:WhP(Q) < WP ()
aus Proposition 5.18. Da Fu € Wég’p(Q’) existieren v, € C§°() mit
Uy — Eu in WEP(Q).
Definieren wir wu, 1= v,]|q € C®(Q) so folgt
U = Umlo = Bulg =u  in WHP(Q).

/1]

Folgende Proposition stellt den Zusammenhang zwischen Randwerten und I/VO1 P her.

Proposition 5.20 Es sei 2 CC R™ offen,1 < p < co und u € C°(Q) N W1P(Q) . Dann
gilt
u=0 auf O = uec W, (Q)

und umgekehrt
u € Wol’p(Q) = u(z) =0 aufl CONQ

wober I' :={x € 0Q | Vo> 0:L"(By(x) — Q) >0} .
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Beweis:
Zuerst sei u € CO(Q)NWLP(Q) mit u =0 auf 9N . Fiir u. := max(u,e) — e, >0 gilt
supp(ue) CC Q,

Ue — ug in LP(Q),
und mit Proposition 5.16 gilt weiter u. € W1P(Q) ,

Vue = X[U>E}Vu — X[U>O]Vu punktweise fast iiberall,

|V’LL5| < X[u>0] |vu|>

also

Ue — uy  in WHP(Q).
Mit Proposition 5.11 (5.10) ergibt sich u, € W(}’p(Q) ,also uy € Wol’p(Q) . Genauso folgt
(—u)y € WyP(Q) und schlieBlich u € W,?(Q) .

Umgekehrt sei u € C°(Q) N Wol’p(ﬂ) . Dann existieren wu,, € C§°(Q) mit u,, — u €
WLP(Q) . Klarerweise gilt u,, € C°(R") und w,, konvergiert in W1P(R") mit Limes
vi=wuin Q,v:=0in R"—Q , insbesondere v € WHP(R"), Vv = 0 fast iiberall in R" —(Q) .
Gilt wu(zp) > 0 firein xyp € T' C 9N , so folgt wegen der Stetigkeit von wu , dafi u >
e in By(wo) NQ fiir geeignetes ¢, 0 > 0 . Dies ergibt fiir w := min(v,e) € WHP(R™) mit
Proposition 5.15 und

w=c¢ in By(rg)NQ,
w=0 in By(zg)— .

Mit Proposition 5.16 folgt Vw = 0 fast iberall in By(zo) , und mit Proposition 5.10
ist w fast iiberall in B,(xg) konstant. Weiter ist B,(z9) N offen und nichtleer, da
xzg € 0 , und L"(By(xo) — Q) >0, da x9 € I' . Zusammen ist dies ein Widerspruch,
also u <0, dann v = 0 auf I , und die Proposition ist bewiesen.

/1]

Dies legt folgende Definition nahe.

Definition 5.5 FEs sei Q C R™ offen und I' C 0Q offen 1 < p < oo . Wir sagen
u € WHP(Q) hat Nullrandwerte auf T in WHP(Q) , geschrieben

u=0 oaufl,

wenn

un € WyP(Q)  fir alle n € CE(QUT).
Wir sagen v € WYP(Q) habe die gleichen Randwerte wie u , falls u—v =0 auf T .

Die Randwerte bleiben unter schwacher Konvergenz erhalten.
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Proposition 5.21 Es sei QQ CR"™ offen und T' COQ offen 1 <p<oo.
Dann st
Vi={ueW”(Q)|u=0aufT } CWH(Q)

ein schwach abgeschlossener Unterraum.

Beweis:
Klarerweise ist V' ein Unterraum. Nun sei wu,, € V,u,, — u schwach in W'?(Q) . Fiir
neCHAUT) gilt

Num — nu schwach in WP(0Q).

Da nu,, € T/VO1 P(Q) und I/VO1 P(Q) ein schwach abgeschlossener Unterraum von WP (€2)
ist, folgt nu € Wol’p(Q) und somit u=0aufl" ,also ueV .

/1]

Approximationen kénnen mit Erhaltung von Nullrandwerten durchgefiihrt werden.
Proposition 5.22 Es sei u € WHP(B1(0)"),1 <p < oo mit

u=0 auf {z, =0}NB1(0).
Dann existieren u,, € C*(B1(0)+) mit

Um =0 auf {z, =0} N B1(0)

und
U, — uw  in WIP(B1(0)T).

Beweis:
Wir setzen
u(y,t) =0 firt<o0

und Q := B;(0)UR" . Fiir n € CH(Q) gilt un e Wy*(B1(0)") nach Definition 5.5. Mit
Approximation durch Funktionen in C§°(B1(0)") folgt

0= / V(un):/an+ / Vu n,
B1(0)*t Q B;(0)*t

also u e WhP(Q) .
Wir setzen fiir A >0

up(y,t) :=u(y,t —h) fir (y,t) € Qp :=Q+ he,
und wihlen h fiir gegebenes § > 0 so , dafl

| un —u lwrirs, 0)+)< 6.

Da B;(0)* cC Qy, , konvergiert die Faltung wup. € C°°(B1(0)*) nach Proposition 5.11
upe — up in WHP(B1(0)) , also fiir ¢ klein

| une — un lwie(s, ©)+)< 6.

Fir e < h gilt weiter up. = 0 auf {z,, = 0} N B1(0) . Wahlen wir 6,, | 0, so erhalten
wir die gewiinschte Folge.
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Wir setzen eine Funktion w: B1(0)t — R durch

A u(y,t) falls ¢ >0,
B+ ou(y, t) := { {£,0}u(y, —t) falls t <O,

(5.28)
auf Bi(0) fort.
Proposition 5.23 Fir ue WP(B1(0)7),1<p< o gilt

E,u € WHP(B1(0))

und, falls
u=0 auf{x, =0}NB1(0),

gilt weiter
Eou, E_u € Wl’p(Bl(O)).

Beweis:
Mit Proposition 5.19 und 5.22 existieren wu, € C®(B1(0)T) mit wu, —
w in WHP(B1(0)) , und, falls u = 0 auf {z,, = 0} N B1(0) , so gilt weiter

um =0 auf {x,, =0} N B1(0).
Dies ergibt E4 gu, € C%H(B1(0)) € WLP(B1(0)) ,
| VE+£ otm Lo, 0)< 27 | Vi | 1081 0)+) < C

und weiter gilt
Etoum — Ei,ou in Lp(Bl (0))

Daraus folgt Fyou € WP(B(0)) .
/1]

Fiir Funktionen mit zwei schwachen Ableitungen iibertragen sich Nullrandwerte auf die
entsprechenden Ableitungen.

Proposition 5.24 Fir ue W2P(B1(0)7),1 <p < oo mit
u=0 auf{x, =0} N B1(0)

gilt
Ou=0 auf{x,=0}NB1(0) firl=1,...,n—1.

Beweis:
Fiir 0 <4 < 1/2 wihlen wir By_5(0)T € Q C B1(0)* mit 9Q € C* und betrachten
einen Fortsetzungsoperator

E: W2P(Qo) — WiP(R")
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aus Proposition 5.18. Mit Proposition 5.12 folgt
NMBu — g Eu in WEP(R™) C WHP(By_5(0)*).
Da O'Eu = 0u in By_o5(0)" fiir 0 < |h| < § , folgt
OMu — G in WHP(B_o5(0) 7).

Nun gilt
0lhu =0 auf {$n = 0} N B1—25(0)7

und die Behauptung folgt aus Proposition 5.21.

/1]

Schliefllich setzen wir Funktionen mit zwei schwachen Ableitungen ungerade durch FE_
fort.

Proposition 5.25 Fiir u€ WP(B1(0)7),1 <p < oo mit
u=0 auf {x, =0} N B1(0)

gilt
E_u € W*P(B1(0)).

Beweis:
Mit den Propositionen 5.23, 5.24 gilt

E_u,0(E_u) = E_(0yu) € W'?(B(0)) firl=1,...,n—1

und
On(E-u) = E1(9yu) € WHP(B1(0)),

also E_u € W2P(By(0)) .
/1]

5.3 Einbettungssitze fiir Sobolev-Funktionen

Wir beginnen mit dem Satz von Rellich.

Satz 5.1 (Satz von Rellich) Es sei @ CC R" offen mit 0Q € C%',1 <p < oo und
U € WHP(Q)  beschrinkt. Dann konvergiert ., fiir eine Teilfolge in LP(Q) .
In anderen Worten heifit dies, daf$ die Einbettung

WhHP(Q) — LP(Q)

kompakt ist.
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Beweis:
Fir p = o0 wissen wir mit den Propositionen 5.3 und 5.13, dafl die Einbettung

whe(@Q) = Q) — C'(Q) — L=(N)

kompakt ist, und die Behauptung folgt.

Fir 1 <p < oo sehen wir mit dem Fortsetzungsoperator E aus Proposition 5.11 fiir
Br(0) DD Q , daBl Fu,, € Wol’p(BR(O)) , und wir kénnen nach Approximation 0.B.d.A.
annehmen, dafl u,, € C§°(Bg(0)) und beschrinkt in WP(Bg(0)) .

Fiir die Faltung eines u € C§°(Br(0)) gilt

[Vu(2)| = | [ VAc(z — y)uly) dy| <

(5.29)
< e VA om0y I @ R0y < Ce(Ryn,p) || w o8 (0)) -
Weiter gilt mit (5.9)
| w— e [[Lp@ny< sup || u(. +h) —u || Lo
|h|<e
und
1
| u(.+h)—ul|?, R")< [|u(@+ h) —z(z)P dz < ff|Vu(a:+th)h\p dt dz <
< |hP ff |Vu(x +th)[P dz dt < |hP || Vu HLP ®") -

Zusammen ergibt dies

I = e Ny = | Vo loga (5.30)

Aus (5.29) folgt fiir um,,e; 4 0, daBl nach Auswahl einer Teilfolge wuy,; fiir jedes j € N
gleichméBig auf Bgr(0) , also auch in LP(Bgr(0)) konvergiert und somit

mlllr—r>l H um 5] ul,Ej HLP(BR(O)): 0

Mit (5.30) folgt

lmsup || wm — w ||ze (Br(0))< Ce;j.
m,l—o0

Lassen wir j — oo , so sehen wir, dafl w,, eine Cauchyfolge in LP(Bg(0)) ist, also
konvergent.

/1]

Mit dem Satz von Rellich erhalten wir die Poincaré-Ungleichung.

Satz 5.2 (Poincaré-Ungleichung) Es sei Q CC R™ offen, zusammenhingend mit
00 c 0% 1 <p<oo,und M C WP (Q) ein abgeschlossener Kegel, d.h. mit u €
M folgt Mu € M fiir X >0, der aufler 0 € M keine Konstanten enthdlt.

Dann existiert C < oo , so dafl

| wllze@)< C || Vu |lpy  fir alle w € M.
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Beweis:
Angenommen die Ungleichung ist falsch, dann existieren u,, € M mit

1
| Vum [|Lr@)< — || Um, || zr() -

Betrachten wir um/ || um |rr)€ M , so kénnen wir weiter || wp, ||Lp)= 1 anneh-
men, und ist u,, beschrinkt in W1P(Q2) . Nach dem Satz von Rellich konvergiert fiir eine
Teilfolge wuy, — uwin LP(Q) mit || u|[fp)=1.

Andererseits konvergiert Vu,, — 0 in LP(€2) mit obiger Ungleichung und daher wu,, —
win WHP(Q) . Also ist w € M mit Vu = 0 , und nach Proposition 5.10 ist u = const ,
also nach Voraussetzung wu = 0 . Dies widerspricht || u |[z»)= 1, und die Ungleichung
ist bewiesen.

/1]

Kombinieren wir den Satz von Rellich mit dem Ehrling-Lemma 4.1, so erhalten wir fol-
gendes Interpolationslemma.

Lemma 5.26 (Interpolation fiir Sobolev-Riume) Fir u € W2P(R");1 < p < oo
gilt
1/2 1/2
|Vl oy < Cnup) [l [ty 1| D2 [ g,
und fir Q CCR™ offen mit 0Q € C*' und u € Wz’p(ﬂ), 1<p<oo giltfir 0<e<l1
| V| zo@)< € | D*u [l zo0) +C (2 n,p)e™" || u | roo

Beweis:
Im folgenden bezeichne @, einen offenen Wiirfel mit Seitenléinge o . Mit dem Satz von
Rellich 5.1 sind die Einbettungen

W2P(Q1) = WH(Q1) < LP(Q1)
kompakt, und es folgt mit dem Ehrling-Lemma 4.1 fiir v € W2P(Q1)
I Vullrgn< 5 | ullw2eqry +C,p) || llrgn<
<3 I Vu o) +3 | D*ulLoqry +C () | o),

also
I Vu || oo Sl D*u || oy +C(n,p) || w 1oy -

Fiir u € W?P(Q,),0 > 0, reskalieren wir durch
v(z) = u(oz)
und erhalten
| V|| Log,y= 0P || Vv [l <
< o 1P || D20 || 1wy +C (0, p)o TP | 0 || 1o (o)) =

= 0|l D*u || 1o(q,) +C(n,p)o " |l u [l r(q,) -
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Nun iiberdecken wir R™ bis auf eine Lebesgue-Nullmenge N durch abzdhlbar viele
disjunkte Wiirfel der Seitenlénge o

e .
-N=>Q
i=1
Dann folgt fiir v € W?P(R"),1 <p < oo

IV By 3 90 [ g <
<2 5 (1 0% gy +COuD gy ) =
= 2P~ 1Qp | D?u HLP(R” +C(n,p)o" || u HLp(Rn)a

also
| V| o@n)< o || D*u || pogny +C(n,p)o™ " || w |l powny Vo > 0. (5.31)

Fiir p = oo erhalten wir
| V[ poe(rmy= sup || Vu || (gi) <
ieN
<sup (o1 D% iy +CIe™ 10 liiay ) =
K3
=0 || D?*u || oo (rn) +C(n)o™ " || w || oo (r)s

also wieder (5.31).
Fiir € > 0 setzen wir

Il wllze@ny +e
0= >0
| D?u || Lo(rn) +e

und erhalten mit (5.31)
I V120 @y < C(np) (I D*u ||y +€)(| [l zon) +e)

und die Behauptung folgt, wenn ¢ — 0 .
Fiir Q cC R" offen mit 02 € CY',1 < p < oo betrachten wir den Fortsetzungsope-
rator

E:W*P(Q) — WP (R")
aus Proposition 5.18 und erhalten fiir u € W?2P(Q)

| Vu o) <Il VEu || pp@m) <

1/2 1/2
< C(np) | Bu [l gy | D2Eu [

1 2 _
< C(Qn,p) | ul; o llu [ @= €l ullwzr@) +C(Qn.p)e™ || u o)<
<e|l D% ||Lp(9 +e || Vu ||y +C(Q,n,p)e ™ | u |
also nach Absorption die Behauptung.
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Wir kommen zu der Sobolev-Ungleichung, die zeigt, dafl Sobolevfunktionen héhere Inte-
grabilitdt besitzen.

Lemma 5.27 (Sobolev-Ungleichung) Es sei u € WYP(R"),1 < p < n . Dann gilt fiir

X np
p = )
n—p
das heifst
Ln_n
pp
daf
| w e @ny< C(nup) | Vu || Logny -
Beweis:

Zuerst sei p=1,p* = 5 und u € C3°(R™). Dann gilt

i
WXy, Ty ) = / (1, ... tiy. .., Tp)dt;,
—00

also
lu(z)| < /|Vu(x1,...,ti,...,xn)| dt;
R
und
1
n n—1
@77 < [T | [ 1Vuter ot )]
=1 \j

Nun integrieren wir beziiglich x; . Dies ergibt

S lu(@n, - wa) [ 1day <
R

n o

1
n—1
< <fR |Vu(ty, za, ... ,xn)|dt1> J= 11 (fR IVu(zy, ... ti,. .. ,xn)|dti> dz; <
i=2
1

n—1

n T
< (fR |Vu(ty, o, ... ,xn)]dh) 11 (fR Je IVu(zy, ... t, ... ,xn)]dtidm) )

i=2
Sukzessive Integration tiber zo,...,xz, ergibt
pEsy
[ < [rva]
Rn n
also
Iy oy <1 V) (532)
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Fiir uwe WHI(R™) gibt es nach Proposition 5.11 u; € C§°(R™) N WHH(R")
uj —u in WHHR™).

Daraus folgt mit (5.32), daB
10 oy < it 5 1y g < timin [ V] = [Val. (533)
R7 R7

Im Fall 1 <p<n setzen wir v = |u|" fir u € C°(R") , wobei v > 1 unten gewéhlt
wird.

Mit (5.33) gilt

1 g =10 ey < D inany <

p—

_ -1
< [l NVl < llu oy VU e -
R™ L R™)

Wir wahlen ~ so, dafl
ny _ply—1)

n—1 p—1

bzw. .
p— n
= —1
also
(p—l n—1> n—1
g - y=—
P n n
und
nwy 1 np .
:1 l: :p,
n—1 5~ m NP
n—1
v = p>1
n—p

Dies ergibt
|l zre @y < ¥ I V|| Logny -

Fiir allgemeine v € W1P(R") folgt dies mit Proposition 5.11 wie oben.

/1]

Satz 5.3 (Sobolev-Einbettungssatz) Es sei Q CC R" offen mit 0Q € CO' k> 1 ¢
No, 1 <p,g < oo mit

Y (5.34)
p q
Dann existieren stetige Einbettungen
WhEP(Q) — WH(Q), (5.35)

und diese sind bei strikter Ungleichung in (5.34) und k > 1 kompakt.
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Beweis:

Zuerst betrachten wir den Spezialfall & = 1,1l = 0,1 < p < n,1 -2 > —% . Fr

bS]

u € WHP(Q) gilt mit dem Fortsetzungsoperator E aus Proposition 5.18
Eu € WHP(R™)
und mit der Sobolev-Ungleichung, Proposition 5.27,
| w o () <N B || o ey < C(nsp) | VEU [ Lo@ny< C(2,n,p) || w [lwirq) -

Mit (5.34) gilt
n n
—— = 1— —
p p
also 1 < g < p*, und die Einbettung WYP(Q) — L9(Q) ist stetig. Gilt die strikte
Ungleichung in (5.34), insbesondere 1 < ¢ < p* , und ist u,, beschrinkt in WP(Q) , so
ist wu,, nach dem eben Gezeigten beschrinkt in LP"(£2) , und nach dem Satz von Rellich
5.1 konvergiert w,, fiir eine Teilfolge in LP(€2) , also punktweise fast iiberall in € . Mit
dem Konvergenzsatz von Vitali folgt nun die Konvergenz von u,, in L4(f2) , da ¢ < p*,
und der Spezialfall ist bewiesen.
Die allgemeine Aussage beweisen wir mit Induktion iiber £ —1 € Ny . Fir k=1 gilt
1 < ¢ <p und der Satz folgt, da fiir beschrinktes

2_

I

3

LP(Q) < LI(Q).

Nun sei k=1[1+1 . Dann gilt
n n
1——>——.
p q
Da ¢ < o0, gilt —% < 0, und wir konnen 0.B.d.A 1 < p < n annehmen. Es sei
u € WFP(Q) . Fiir |y| <1ist 9"u € W'P(Q) , und nach dem eben Bewiesenen gilt

| 07w || La)< C(Q2,n,p) [| 0w [[wrr)y< C(4 1, p) || w llywre),

und die Einbettung WHP(Q) < Whe(Q) ist stetig. Gilt in (5.34) die strikte Ungleichung
und ist wu,, beschrinkt in W*P(Q) | soist 0Vu,, beschrinkt in WLP(Q) fir |y| <1
und nach dem Spezialfall konvergiert nach Auswahl einer Teilfolge 0Yu,, in LI(Q2) , also
Uy, in WHI(Q) .

SchlieBlich sei k>142.1Ist p>n, so gilt

[ D B
p n q

und per Induktion ist die Einbettung
WkP(Q) — WhLr(Q) — Whi(Q)

kompakt.
Ist 1<p<mn,sogilt

e e e (5.36)



und per Induktion ist die Einbettung
WEP(Q) — WF1P'(Q) — Wh(Q) (5.37)

stetig. Ist die Ungleichung in (5.34) strikt, so ist die Ungleichung in (5.36) strikt, und per
Induktion ist die zweite Einbettung in (5.37) kompakt, also auch die Gesamteinbettung.

/1]

Bemerkung 5.28

Im kritischen Fall
1—

also p=mn, gilt fir n > 2
Wh(Q) € L(9Q).

Dazu betrachten wir
u(z) :=log(1 + |log|x||) fiir z € B1(0).
Klarerweise gilt u ¢ L*°(B1(0)) . Weiter gilt

1

[Vu(z)| = /(1 + |log |z||)

und somit u € WH*(B(0)) fiir n>2.
O

Nun betrachten wir Einbettungen von Soblev-Réumen in Hoélder-Rdume. Zuerst leiten wir
eine punktweise Abschitzung her.

Lemma 5.29 FEs sei Q CC R™ konvex, S C Q mefbar mit L(S) > 0 . Dann gilt fir
u € WHH(Q) und L"—fast alle € Q , dafs

dar 1—
— < - _ n
) —us| < s [l =9l IVu(w)] dy
Q

wobes

1
=5
S
und d = diam(Q) .

Beweis:
Mit Approximation von wu durch glatte Funktionen wie in Proposition 5.11 erhalten wir
fir L"—fast alle z #y € Q,w= <=, daB

ly—=]
|z—yl
u(z) —u(y) = — / Vu(z + rw)w dr.
0
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Integration von y iiber S ergibt
lz—yl
L) |u(x) —ug| < / / |[Vu(z + rw)| dr dy <
S 0

d
< / /|Vu(x+rw)|xg(x+rw) dr dy =
Bgy(z) 0

d d
:/ / /|VU($+TW)|XQ(1:+W)5”_1 ds dw dr =

0 8B1(0) 0

_& i

n d _
= [ e P e dy = [ 12 = ol T u(w)] dy.

By(x) Q

/1]

Nun kommen wir zum Einbettungssatz in Holder-Raume.

Satz 5.4 (Morrey) Es sei Q@ CCR" offen mit 0Q € C%' k>1€Ny,1<p<o00,0<
a<l1l mit n
k——>1+a. (5.38)
p

Dann existieren stetige Einbettungen
WhP(Q) — cbe(Q), (5.39)
und diese sind bei strikter Ungleichung in (5.38) kompakt.

Beweis:
Die Kompaktheit der Einbettungen ergibt sich sofort aus der Stetigkeit der Einbettungen
und Proposition 5.3, denn gilt in (5.38) die strikte Ungleichung, so wihlen wir 0 < 8 < 1
mit n

k—5>l+5>l+a,

und wir erhalten die stetige Einbettungen
WHhP(Q) — CHP(Q) — Ch*(Q).

Nach Proposition 5.3 ist die zweite Einbettung kompakt, also auch die Gesamteinbettung.
Daher geniigt es die Stetigkeit der Einbettungen zu beweisen.
Zuerst betrachten wir den Spezialfall k& = 1,1l = 0,1 — % = « €]0,1] . Mit dem

Fortsetzungsoperator E aus Proposition 5.18 gilt fiir Bgr(0) D> Q und u € WHP(Q)
Eu € WyP(Bg(0)),

| Bu [lwiesro)< C(Q,n,p) (| wllwieq),
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und zum Beweis der Stetigkeit der Einbettung im Spezialfall geniigt es zu zeigen, dafl
| wllcoamny< Cn,p) || u llwrpwny fiir alle u € Cg°(R™). (5.40)

Wir betrachten ¢ mit 1/p+1/g=1.Da n<p<oo,gilt 1<g<n/(n—1),und es
folgt fiir alle x € B1(0)

1/q
I e — 0= Hmm»s( [ 1t dy> < Cln,p).
B3(0)

Mit Lemma 5.29 und der Holder-Ungleichung folgt fiir u € C5°(R")
oscp ) < 2 || u—up,(0) [l By 0)< C(n,p) | Vu l|Los, (o)) - (5.41)
Durch Reskalieren erhalten wir fiir alle B, C R"
oscp,u < C(n,p)o® || Vu [|Lo(s,)

n __
da 1—5—04

Daraus folgt fiir x #y € R", p:= |w;y‘ , 2= L;Fy’

daf}
lu(x) —u(y)| < oscp,yu < C(n,p)o® || Vu [l1r(B,(2))

also
holgn qu < C(n,p) || V|| Lo(mny -

SchlieBlich folgt aus (5.41) fiir beliebiges B; C R”

I e By <l e = upy l|Loe(my) +lus | <

<C(n,p) | Vu ey +Cn | wllzis)< Cn,p) [l u lwies,),

damit (5.40), und der Spezialfall ist bewiesen.
Wenn 1— 2> o, ist fir a:=1-7€]0,1] die Einbettung

WhP(Q) — C%%(Q) — CO(Q)

mit dem eben Gezeigten und Proposition 5.3 stetig.
Die allgemeine Aussage beweisen wir mit Induktion iiber k-1l € N . Essei k=1+1.

Dann gilt
n
1——>oa.
p

Fiir u € WFP(Q), |y| <1 ist u € WHP(Q) , und nach dem eben Bewiesenen gilt

| 07w (o)< C(Q,n,p) || 07u |lwre)< C(Q,n,p) (| w llwrp )

und die Einbettung W*P(Q) < CH(Q) ist stetig.
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SchlieBlich sei k>142.1Ist p>n, so gilt

k-">k-1)>1+a
p

und fiir p < oo grof genug ist die Einbettung
WEP(Q) — WrLP(Q) — Q)
mit Satz 5.3 und per Induktion kompakt.
Ist 1<p<n,sogilt

=2 —(k—1)— = >1+a,

n
p p
und die Einbettung
WkP(Q) — Wr1P7(Q) < b (Q)

ist per Induktion und mit Satz 5.3 stetig.

Wie wir schon gesehen haben, gilt fir « € W5H*(B1(0)) i.a. nicht u € L®(By(0

/1]
)

insbesondere kénnen wir fir f € L™(B1(0)) i.a. nicht fu € L™(B;1(0)) schlieBen. Um

diesen kritischen Fall genauer zu untersuchen beweisen wir folgende Hilfsabschétzung.

Proposition 5.30 Es sei f € LY(R") mit [f # 0] C Q cC R* und fir ein B €

R und M < oo
/|f] < Mo® fir alle B,.
BQ

Dann gilt fir p < und x € Q

’/Iw —— dy’ - M2+ digm ()P~
)

mln(laﬂ - :u) ’

wobei 4 = max(u, 0

Beweis:
Wir setzen By := By-kgiam(o)(®) und rechnen

[l a|<y [ el as

kZOBk*BkJrl

<> diam( @) [ I7(w)] dy < 3 M2 (2 diam (@) <
k=0 By k=0

< M2H+diam(Q)P~H(1 — (1/2)P~#)~L.
Fir §:= 08— pu>1 sehen wir
(1-(1/2°) ' <1-@1/2) "' =2
Fiir 0 <0 <1 sehen wir mit ~(t) := (141¢)° , daB
(1-(1/20°) =272 = 1) =27°(y(1) = 7(0)) = 27°7/(6) =27°6(1 + 0)° ! > /2,
also (1 —(1/2)°)~! <2/6 . In beiden Fillen folgt die Behauptung.
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Satz 5.5 (John-Nirenberg) Es sei 2 CC R" offen, konver, und v € WH(Q) mit

/ |Vu| < Mo"™ ' fiir alle B,. (5.42)
QNB,
Dann gilt
/ exp(%w — ug|) < C, diam(Q)", (5.43)
Q
m(Q
wobei o = Undism(((l))” mit o, >0 und ug ::][u .

Q

Beweis:
Mit Lemma 5.29 sehen wir fiir L£"—fast alle z € Q

) —ual < e [ la =9l IV ulo)] dy (5.44)
Q

mit d := diam(9Q) .
Fir m > 2 und ein 7 = r, > 0, unten gewéhlt, erhalten wir mit der Holder-
Ungleichung

g(x) == S{ |z — y[' " Vu(y)| dy =

= [lz =y IVu@)™ o =y Va(y) T dy < (5.45)
¢ 1/m 1-1/m
< (fle=slrmiutidn) ([l gl DT )
Q Q
Fir
rm<n (5.46)

schatzen wir den ersten Term in der m—ten Potenz ab durch

J [z =y7"Vuy)] dy de < [ [z —y[7™Vau(y)| dz dy <
QQ QQ (5.47)

Cn n—rm
< J JzlTde || Vg < d | Vu I q) -
n—rm
B4(0)

Den zweiten Term schétzen wir mit Proposition 5.30 ab. Dazu mufl
p:=Mm—-1—rm/(m—-1)<n—-1=:0

bzw.

rm—(n—l)’

0<fB—p=|n—1)m-1)—-m-1-r)m|(m—-1)""1= —
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also
n—1<rm (5.48)

gelten. In diesem Fall sehen wir mit Proposition 5.30

m—1

gy drm=(m=1)/(m=1) " (5 49)

sug/\a:—y (A=ntr)m/(m—1) |Vu( ) dy < C,M
S

da B—pu<1/(m—1) mit (5.46). Vergleichen wir (5.46) - (5.49), so wihlen wir r = ry,
mit

1

57

was (5.46) und (5.48) erfiillt. Aus (5.45), (5.47), (5.49) und (5.50) erhalten wir

(5.50)

rm=mn—

m—1 m
/ g™ < Cud? || V|| 110 (ch(m - 1)) d\/? < Cpd (Can) ., (5.51)
Q

da || Vu ||p1o)< Md™™! mit (5.42). Fiir m =0 erhalten wir

/ ¢ < LYQ) < wpd®
Q

und fir m=1

J9< [ [z =yl Vu(y)| dy dz < ff |z —y[' " Vu(y)| dz dy <
Q QQ

< [zl de || Vu o)< Cud || Vu || pio)< Crd™M,
By(0)

also (5.51) fiir m =0,1.
Daraus ergibt sich

1 (o g\" 2. (coCpm)™
2 (D9 <o g S OE)T o
[ (58)" < 3 (G
QO m= m=

. m .
wenn cgCh, < % , da man mittels % < gm-1

i ((2e)~ m§i<2€> 1:;;@6)7’1:;11%%0,74375

m=0 B

berechnen kann. Somit folgt (5.43) aus (5.44), wenn wir o, := ncy wéhlen.

/1]
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Teil 11
Apriori Abschiatzungen fiir lineare
Differentialgleichungen

6 L2-Theorie

Wir betrachten einen linearen, elliptischen Differentialoperator in Divergenzform auf €2 C
R™ offen, d.h.
Lu:= @'(aijaju + bju) + ¢iOju + du (6.1)
mit
Qij, bi, Ci, de LOO(Q),

und es gelte fiir ein 1 <A < oo

aij()&& > AHE? fiir Ln-fast alle z € Q,

(6.2)
fiir alle £ € R™,

und

|| aij,bi,ci,d ||Loo(Q)§ A. (63)
Fir fe Wol’z(Q)* heiBt u € WH2(2) eine schwache Losung von
Lu > (<),

falls

L(u,v) = / (@305 + bau)so — (e:dhu + dupv) < (=)~ (£.0) (6.4)
Q

fiir alle v € W,?(),v > 0. Oft ist f gegeben durch f + div g mit f € L*(Q),g €
L*(Q,R") und

(f +div g,v) := /(fv — giov) fiirv e Wol’2(Q). (6.5)
Q

L ist eine stetige Bilinearform auf I/VO1 2(Q), da
1£(0,0)] < Gl || syl ooy (6.6)
mit (6.3) gilt. Aus (6.2), (6.3) folgt fiir u € W12(Q) die Garding-Ungleichung

Llu,u) > A7 Vu |72y =Cad || w || 2@l Vo llz2i) —A || w l1729)>

1 1
> || Vu 20y =Calh) 1w 32y 75 Il oy —Ca(d) 0 By - (6.7)

Zuerst erweitern wir das schwache Maximumprinzip, Korollar 3.2, auf Operatoren in Di-
vergenzform.
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Satz 6.1 (Schwaches Maximumprinzip fiir Operatoren in Divergenzform) Fs
set 0 CC R™ offen, L ein linearer, elliptischer Differentialoperator in Divergenzform,
der (6.1) - (6.3) in Q erfiillt, und es gelte

/(biaiv —dv) >0 firallev e Wol’l(ﬂ),v > 0. (6.8)
Q

Dann gilt fiir eine Unterlosung v € W12(Q) , d.h.

Lu >0 schwach in §,

daf
supu < sup U
Q 0N
Daber ist
s(;lpqu =inf{teR | (ugx —t); € WS’Q(Q) }.
Q
Beweis:

Fir uve Wh?(Q),v € Wol’z(Q) gilt wv € Wol’l(Q) und
V(uv) =Vu-v+u-Vu.

Aus Lu >0 folgt
/ai]@juaﬂ) — (CZ‘ + bl)(@u)v <
Q

< /(—bi&;(uv) + duv) <0 fiir alle v > 0,uv > 0.
Q
Aus (6.3) folgt
/aijajuaiv < 2A/U|Vu| fiir alle v > 0,uv > 0. (6.9)
Q

Im Spezialfall ¢; +b; = 0 folgt die Behauptung, wenn wir v = (v — M)y mit M =
Supgn U+ wéhlen.
Falls die Behauptung im allgemeinen Fall nicht gilt, existiert

0<M —supu+<t<supu<+oo (6.10)
o0

und wir setzen
vei=(u—t)y = (uy —t)4 € W2(Q).

Es gilt vy > 0,uvy > 0,v; # 0 und mit Proposition 5.16

Vo — Vu fast iiberall auf [u > ],
T 10 fast iiberall auf [u <] .

Aus (6.2) und (6.9) folgt

AT /Vvt|2 /aijﬁju&-vt < 2A/vt|Vvt\ <2A || Vo (2ol ot [l 22y (6.11)
Q
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wobei

Iy :=[Vu # 0] = [Vu # 0] N [u > t].

Mit der Sobolev-Einbettung WOI’Q(Q) — L9(Q) fiir ein 2 < ¢ < oo , siehe Satz 5.3, und

der Poincaré-Ungleichung, Satz 5.2, da v, € W01’2(Q) , erhalten wir fir § := % — % > 0,
daf

o L2 < £7(T)° || ve [l Loy < C(Q,n) L™ (T)° || Vor |l z2(0) -
Da v #0, folgt aus (6.11), da
co(Q,n)A™5 < L7([Vu £ 0N [u > t])
fir alle ¢, die (6.10) erfiillen.
Fir t /supu < +oo, folgt
Q

O<£”([Vu#0]ﬂ[u:s1§12pu]). (6.12)

Da u € L*(Q), gilt L£"(u= +00) =0, und es folgt zuerst

0< M <supu < 4o0.
Q

Andererseits gilt mit Proposition 5.16
Vu =0 fast iiberall auf [u = 7]

fiir alle 7 € R . Damit ist (6.12) unméglich, und der Satz ist bewiesen.

/1]
Dies ergibt die Eindeutigkeit der Losung des Dirichletproblems unter der Bedingung (6.8).
Die Existenz besagt folgender Satz.

Satz 6.2 (Existenz von schwachen Losungen fiir das Dirichletproblem) FEs sei
Q CC R"™ offen, L ein linearer, elliptischer Differentialoperator in Divergenzform, der
(6.1) - (6.8), (6.8) in QU erfiillt, feWy>(Q)* und o € WH2(1) .

Dann existiert genau eine schwache Losung u € W12(Q) wvon

Lu=f schwach in €,
u=¢ auf oS}

(6.13)

und diese erfillt
lullwie@s Cou LI F lyaaqy: + 1@ lwra )

Fiir eine Familie von Differentialoperatoren {Ly,}men , die (6.1) - (6.3), (6.8) in Q
erfillen, und fir die

K :={aijm,Cim}ijm C LY(Q)
kompakt ist, kann

C(n,Ly) < C(n, A, K) (6.14)

gleichmdflig beschrinkt gewdhlt werden.
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Beweis:
Die Eindeutigkeit ist klar mit Satz 6.1. Da

Lu=f schwach in Q

dquivalent zu

L(u—¢)=f schwach in Q
mit f € Wol’z(ﬂ)* gegeben durch

(f,v) == (f,v) + / (aijajwﬁiv + bipdiv — ¢;05pv — dgov) fiir v € Wol’Q(Q)
Q

ist, konnen wir ¢ =0 annehmen.
Wegen (6.6) konnen wir L als linearen Operator auf dem Hilbertraum I/VO1 2(Q)

LW H(Q) = Wo ()" = Wo (@),
definiert durch

(—Lu,v) := L(u,v) = /(aij(?juaw + bjud;iv — ¢;(O;u)v — duv),
Q

12

betrachten. Genauso betrachten wir den linearen Operator K : W& 2(9) — I/VO1 2(Q)*
WO1 2(Q)) definiert durch

(K, v) = /uv.

Q

K ist kompakt, da W, *(Q) < L*(Q) mit dem Satz von Rellich 5.1 kompakt ist. Nach
der Garding-Ungleichung (6.7) gilt

(—L+C(n,NK)u,u) > co(A) || u H%,VLQ(Q) fiir alle u € Wol’2(Q).

Mit dem Satz von Lax-Milgram 4.1 folgt, daf —L + C(n,A)K ein Isomorphismus ist.
Da L nach Satz 6.1 injektiv ist und K kompakt ist, ist L mit Lemma 4.2 auch ein
Isomorphismus. Folglich existiert u € VVO1 ’2(9) mit

Lu=f,
also 16st u (6.13). Weiter gilt
el <I L7 F Mgz gy -

Die gleichméflige Abschitzung (6.14) folgt aus dem néichsten Lemma.

/1]

Lemma 6.1 FEssei QQ CCR"™ und L, L lineare, elliptische Differentialoperatoren, die
(6.1) - (6.3) in Q erfillen, und es gelte

L, — L
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in dem Sinne, dafs

Qijm, Ciym — Qij,C;  fast tiberall auf €,
bim,dm — biyd  schwach in L%(12).
Erfillt L weiter (6.8) in Q , so existiert C < oo mit
| llwrz@ < C | Lt ey fiir alle w € Wo(Q)
fir m  grof8 genug.

Beweis:
Angenommen, das Lemma ist falsch. Dann existieren wu,, € VVO1 ’Q(Q), fm = Lpu, fir
eine Teilfolge m — oo mit

1
I Fon Moty < o i gy (6.15)
Mit der Garding-Ungleichung (6.7) folgt
co(A) || e [By120cy) —C, A) ||t 20 <

< (—=Lntm, um) <|| fm ||W01’2(Q)*|| Um, HleQ(Q)v

also
| wm, HW112(Q)§ Cn, A)( || fm ||W01’2(Q)* + || um ”LQ(Q) )-

Ist m >2C(n,A), so folgt aus (6.15)
| wm w2y < C(n, A) || um (| 2q) - (6.16)
0.B.d.A. kénnen wir annehmen, daf}
| um [|z2@)=1. (6.17)
Mit (6.15) und (6.16) und dem Satz von Rellich Satz 5.1 folgt fiir eine Teilfolge
Um — u  schwach in W01’2(Q)7 stark in L?(€2),
fm — 0 stark in W[}’Q(Q)*.
Fiir v € C}(Q) folgt
0 (fm,v) = (Lmum,v) =
= [ =aijm0ium0iv — bi mumOiv + Ci mOitim v + dmmv — (Lu,v),

also
Lu =0 schwach in .

Da L (6.8)in Q erfiillt, ergibt das Maximumprinzip Satz 6.1, da « = 0 . Da andererseits
Um — u stark in L%(Q) und somit

w2yl um 2= 1,

fithrt dies zu einem Widerspruch.
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/1]

Eine innere Apriori-Abschéitzung ist die Cacciopoli-Ungleichung.

Lemma 6.2 (Cacciopoli-Ungleichung) Es sei Q C R™ offen, L ein linearer, el-
liptischer Differentialoperator in Divergenzform, der (6.1) - (6.3) in Q  erfillt, und
few ()" .
Fiir eine schwache Lisung u € WH2(Q2) won
Lu=f in§ (6.18)
und Q' CC Q gilt dann
lullwz@) < GO, A n) (I f gy + T llzzg) )- (6.19)

Beweis:
Wir wihlen 7€ C§°(2) mit n=1 auf ©,0<n<1 und setzen

vi=un’ e W01’2(Q).
Mit (6.18) folgt geméB (6.4)

/aijﬁiuajv = /(—biu@-v + ¢;0iu v + duv) — (f,v),
Q Q

also mit (6.2)
Al/\Vu|2n2 < /aijajuaiu-n2 <

< - /(aijajuﬁm 220w+ biudiu n? + biudin - 20 — ;O - un? — du®n?)
1 7 gyl sy <
<c) [ (Tullllull Tl + [Valjl?) + @) [ (199l + o)

i 2 2 2 2 2 2
v [ vt o) / WPV + CA) | £ 20 . <

1 2. 2 2 2

wobei wir wiederholt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung angewandt haben.
Absorbieren wir den ersten Term der rechten Seite in der linken Seite und beachten
n=1 auf @, so erhalten wir (6.19).

/1]

Weisen die Koeffizienten von L und die rechte Seite in (6.13) hohere Regularitéit auf, so
hat die Losung u hohere schwache Ableitungen.
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Satz 6.3 (Satz von Friedrichs im Inneren) Es sei Q@ CR™ offen, L ein linearer,
elliptischer Differentialoperator in Divergenzform, der (6.1) - (6.3) in Q erfillt, f €
L*(Q) wund

H Qg , bi HCO,l(Q)S A. (620)

Fiir eine schwache Lésung u € WH2(Q) won
Lu=f inQ (6.21)

gilt dann u € I/Vlzg’f(Q) und fiir Q' CC Q die Abschitzung

| u HWQ»Q(Q’)S C(Q,Q’,A,n) ( | f ”L?(Q) + 1w HLZ(Q) ) (6.22)
Weiter erfillen die schwachen Ableitungen von u (6.21) in ausdifferenzierter Form, d.h.
a;i;0iju + (0jaj; + by + ¢;)Oiu + (0;b; + dyu = f fast diberall auf Q. (6.23)

Beweis:
Zuerst vereinfachen wir (6.21) zu

Lou := ai(aijaju) = —az(bzu) —¢coiu—du+ f =

R (6.24)
= —(albz)u — (bl + Cl)alu —du+ f=:f

mit f e L2(Q). Lo erfiillt alle Voraussetzungen des Satzes und fiir ' cc Q" cC
Q" cc Q folgt mit der Cacciopoli-Ungleichung (6.19)

I £ 112 < CQ,Q" An)(|| £ 2 + [ w llz2@)- (6.25)
Fir Q" cc Q” ccQ und 0 < |h| klein, so daB
{z]|dxQ")<|n }ccQ”,

ist die endliche Differenz 9f'u € WH2(Q”) | siehe (5.11). Fiir v € W, (") rechnen wir
mit diskreter partieller Integration und (6.24)

(—=Lo(9Mu),v) = Lo(u,v) = [ a;;0;00udv =
Q//

= — fajuﬁfh(aijaw) = — faijaju@-@l’hv — f(@fham)aju&v( — hel) = (6,26)
Q Q Q

= [ f0; v — [(9aij)dju(. + he))dw =: (—fl,v).
QIII Q//

Da mit Proposition 5.12 (5.12)
107 || 2gem < Vv [l 2@,
sehen wir f' € W, 2(Q")* und mit der Cacciopoli-Ungleichung (6.19) und (6.25)

(Wi w2y < Call Fllez@m + |l aij llooaoyll V|| z2@my ) <
< CUA) (N f llz2) + 1w llz2@) )

(6.27)
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(6.26) besagt
Lo(df'u) = fI'  schwach in Q.

Mit (5.12), der Cacciopoli-Ungleichung (6.19) und (6.27) folgt

I 8 w2 < O AL Iz + 1 O llzz@n ) <
< O@Q A gz + 1w ).

(6.28)

Mit Proposition 5.12 (5.14) folgt w € W2*(Q) , und (6.22) folgt aus (6.28), da dfu —
Oyu stark in L?(€)) mit Proposition 5.12 (5.13).
Da a;j, b € C%YQ) C WL(Q) und Vu € VV&)CQ(Q) , folgt mit der Produktregel
Proposition 5.14
aij(‘)ju, b;u € WLQ(Q)

loc
und
V(aijaju) = (Vaij)aju + aijajVu, (6.29)
V(bu) = (Vb)u + b;Vu.
Mit (6.21) folgt fiir v € C3(Q)
—[fo=] (aijajuaiv + budv — c;0u v — duv) =
= f ( — 8i(aij8ju + bzu) —c;0u — du)v.
Da v € C}(Q) beliebig war, folgt (6.23) mit (6.29).
/1]

Fiir Abschéitzungen am Rand setzen wir fiir 2 C R"”
QF .= Qn{£z, >0} CR".

Lemma 6.3 (Cacciopoli-Ungleichung am Rand) L sei ein linearer, elliptischer
Differentialoperator in Divergenzform, der (6.1) - (6.3) in  B2(0)" erfillt, f €
Wy (B2(0)1)* und ¢ € WH2(B(0)*) .
Fiir eine schwache Lisung uw € W5H2(By(0)*) wvon
Lu=f in By(0)*,
u=¢ auf By(0) N {z, =0}

gilt dann
| w w20 < C(A ) f ngﬂ(gz(g)ﬂ* + 1l o w2+ + Il w22y 0)+) )-

Beweis:

Da
|| Ly ”W0112(32(0)+)*§ CnAA H ¥ ||W1’2(BQ(0)+)’

geniigt es ¢ = 0 zu betrachten.
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Wir wéhlen n € C§°(B2(0)) mit n =1 auf B1(0),0 <7 <1 und sehen
v = un?® € Wol’Q(Bg(O)"')

mit Definition 5.5, da w = 0 auf By(0) N {z, = 0} . Der Rest des Beweises verlduft wie in
Lemma 6.2.

/1]

Satz 6.4 (Satz von Friedrichs, globale Version) Es sei Q@ CC R" offen mit 02 €
CUY | L ein linearer, elliptischer Differentialoperator in Divergenzform, der (6.1) - (6.3)
in Q erfillt, feL?*(Q),0€ W*2(Q) und

I aij; bi llcor@)< A (6.30)

Fiir eine schwache Lésung u € WH2(Q) wvon

Lu=f inQ,
(6.31)
u=¢ auf 08,
gilt dann u € W22(Q) und
[ ullwz2@)< COQ AN f 2@ + | ¢ lwz2i9) + 1w llr2@) )- (6.32)

Weiter erfillen die schwachen Ableitungen von u (6.31) in ausdifferenzierter Form, d.h.
a;j0iju + (0jaj; + by + ¢;)Ou + (Oib; + d)u = f fast dberall auf 2. (6.33)

Beweis:
Aus Satz 6.3 folgt sofort u € VVlzof(Q) und (6.33). Da

| Lo 2@y < Colh || @ llwz2)

geniigt es ¢ = 0 zu betrachten.
Es sei xg € 0Q beliebig. Da 9Q € C1! | gibt es eine Umgebung U(zg) von 2o und
einen C!'—Diffeomorphismus
U U(zg) = B2(0)
mit
\IJ(.CC()) = 0,
U(U(xg) N ) = Bo(0)T.

Wir definieren
@=uoW e Wh2(By(0)") N W22 (B2(0)")

loc

und sehen mit Proposition 5.17
8ju = ((8111) 9] \I/) (9j\I/l,

da W e CYY(U(xg)) . Da u =0 auf 99 , gilt

=0 auf By(0)N{z, =0}
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Fiir @ € C}(B2(0)") ist v:=00 ¥ € C}() , und wir rechnen

/fv / <aij8ju8,-v + budiv — ¢;Ou v — duv) =
Q

= / <aij6j\1118i\11k (aﬂl o \If) (8;47 o \If) + b;0; Yy, (’11 o \I/) (8“7 o \I/)
Q

—ci0h Wy (Dt 0 W)(50 W) — d(iio W)(ToW)) =

= / ((aijajwlaiqfk) o U™l |det(DU™)|0ya0k D + (b;0; ) 0 UL - |det (DY) |00y

By (0)*t

—(c; W) o U - |det (DY) |0t 0 —do UL ]det(D\I/’l)\ﬁf;).

Wir setzen
ar = (a;j0;9,0;¥y) o U1 - |det(DU L),
b, := (0;0i0y) o UL . |det(DT 1),
& i= (c;0;¥y) o UL |det (DU, (6.34)
d:=doW . |det(DU )|,
fi=foWUl.|det(DU)
und sehen

Lii := 0y (am0y + byit) + 0kt + diu = f  schwach in By(0)*.
Weiter gilt
Il @kt b [lcoa (py0y+) < C(O) || g, bs [lcoa o)< C(T,A),
| &, d || (By0)1) < C(Y) || ¢iyd || pooiy < C(T,A),
I f 20+ < COO) | f llr2)
und fir y = ¥(z) mit (6.2)
ar (y)r&t = aij(2)0i Py (2)€k0;W1(2)& - |det(DT ' (y))] =
> A0y Wk (2)&k]? - [det(DT~ ()] > co(W, A) €] fiir € € R,

da VU ein Diffeomorphismus ist, also DV (z) invertierbar ist. }
Also erfiillen L und @ alle Bedingungen des Satzes in B2(0)T mit geeignetem A =
C(¥,A) . Wie im Beweis von Satz 6.3 vereinfachen wir dies zu

Lot == O (amdya) = f schwach in By(0)7, (6.35)
mit
I f Ir2(B; 5 (0)+) < C(¥, A)(] Fllzz (Bs2(0)+) T 11 @ llwrzs, ,00+) ) <
< C N f lz2maoy+) + 118 2,00+ ) < (6.36)
<CA)Cf ez + Tullzz@) )
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wobei wir die Cacciopoli-Ungleichung am Rand, Lemma 6.3, verwendet haben. Fiir 0 <
| < 3.0l=1,...,n—1 ist 9/t € W?(B5;4(0)") und erfiillt

Ol =0 auf Bs;4(0)" N{z, = 0}.

Mit (6.26) gilt i i
Lo(0fa) = f|' schwach in Bs4(0)", (6.37)

wobei

I 7 gy sioptye < COE A 7 iz + 1w lzzgen )

mit der Cacciopoli-Ungleichung am Rand, Lemma 6.3, (6.27) und (6.36). Weiter folgt mit
der Cacciopoli-Ungleichung am Rand, Lemma 6.3, und (6.37), daf§

10 lwres, 0 < COTAN N F Iz + L u 2@ )- (6.38)

Da OMi — Oy stark in L2 (B1(0)%) , folgt oa € WH2(B1(0)1) , und, da wir @ €

loc

W22(By(0)%) bereits wissen, folgt 9@ € L2(B1(0)") und mit (6.38)

loc

| Okt (| 2By (0) )< C(Y, M) f 2y + Il w ey ) fiir (k1) # (n,n). (6.39)

Mit (6.23) aus Satz 6.3 angewandt auf (6.35) erhalten wir

Opnl = a;&( — Z A0kt — Z (8kakl)8lﬁ + f) in BQ(O)+,
(k,D)#(n,n) k=1

also mit (6.2) (sodass H &;& HLoo(BQ(O)Jr)S C(\I/,A)), H dkl HCO’I(BQ(O)+)S C(‘I/,A), (6.36),
(6.39) und der Cacciopoli-Ungleichung am Rand, Lemma 6.3:

| Onnt (|23, (0)+) < CCU M) (I f 2 + 1w llz2@) )-

Zusammen mit (6.39) folgt @ € W2*2(B1(0)T) und fiir V(zg) := U~1(B1(0))) gilt
u € W22(V(z0) N ) und mit Proposition 5.17:

| w lw22v(zo)ne) < COVA) (I f 2z + 1w llz2@) )- (6.40)
Da 09 kompakt ist, existieren endlich viele z1,...,zy € 9Q und 6 > 0 mit
0N CH{x|dz,00) <20} CV(x)U...UV(zN).

Wir setzen
O ={zeQ|dx00) >§}ccq,

und (6.32) folgt aus (6.40) und Satz 6.3 (6.22) fiir Q' .
/1]

Aus dem Satz von Friedrichs, Sétze 6.3 und 6.4, ergibt sich folgender Regularitéitssatz.
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Satz 6.5 FEs sei Q) CC R™ offen, L ein linearer, elliptischer Differentialoperator in
Divergenzform, der (6.1) und (6.2) in Q erfillt. Weiter sei k> 1,f € WE2(Q) und

| aij, bi llora ) | cird [[or-11(0)< A

Fiir eine schwache Lésung u € WH2(Q) wvon

Lu=f inQ
gilt dann u € I/Vll:;jm(ﬂ) und fiir Q' CC Q die Abschiitzung
[ u (w22 < CQ QA k) f lwee@) + 1w llzz@) )- (6.41)

Ist weiter 9Q € CFL1 ynd
u=¢ auf 08,

fiir ein @ € WF22(Q) | so folgt u € WF22(Q) und
| l[wrze)< O AR E)C| f lwre@) + | @ lwrrze@) + | wllzzg) ). (6.42)

Beweis:
Wieder kénnen wir ¢ = 0 annehmen. Fiir k=0 mit C~5(Q) ersetzt durch L>()
sind dies die Aussagen des Satzes von Friedrichs, Sétze 6.3 und 6.4.

Wir nehmen an, dafl obige Aussage fiir 0,...,k—1 bereits gelten. Daher erhalten wir
we W (Q) und fir Q' cc Q' ccQ
I lwerrzn < COLQL A n k)N lwr-12@) + w2 @) ), (6.43)

bzw. im Fall mit Rand « € W**12(Q) und
[ w2 < CQ A0, K) OIS lwe-rz) + T llz2 ) )- (6.44)

Wie im Beweis von Satz 6.3 vereinfachen wir die Differentialgleichung zu

Lou := ai(aijaju) = —az(bzu) —¢coiu—du+ f =

) (6.45)
= —(0bi)u — (b + ¢;)Ou — du+ f =: f schwach in
mit € W?(Q) und fir ' ccQ’ ccQ
I f ez < COL B F ez + | w llwesrzgn ) < (6.46)
<O A B f lwezg) + 1w ll2@) )
bzw. im Fall mit Rand f € W*2(Q) und
I f ez COL AR K I lwee@) + Tu llr2@) )- (6.47)

Da a;; € CP1(Q) C WHFL2(Q),u e W 2(Q) | folgt mit der Produktregel 5.14

loc

aijaju, (alaij)éju S Wk’Q(Q)

loc
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und fir v € C§°(R)

/aijﬁjalu@-v = —/aiﬂju@i@lv — /(&aij)@ju@w =

— [fow+ [a(@aonu)o= [ (- af+o(@aou))e

Lo(Opu) = 8lf — 0 ((alaij)aju) schwach in €. (6.48)

Dies ergibt

Weiter gilt

| 3z<(3laz‘j)3jU) lwe-1200 <l (B1ai5)05u [lyr2gry <
< Cn(A) [ u flwrsr2n < O A n, k) f lwe-1200) + 11w 2200 )

(6.49)

mit (6.43). Aus (6.48) und (6.43) fiir k—1 folgt du € WrT2(Q) | also u e WrT2%(Q) |

loc loc
und

| llwr+220) <
< O, A k) (1| O0f lwsoregam + | ai((alaij)aju) lws-r2a + 1| 0 2y ) <
<O, A, k)L f lwse) + 1w llzz@))

mit (6.43), (6.46) und (6.49), also (6.41).
Im Fall mit Rand kénnen wir den Rand mit einem C*t1!1—Diffeomorphismus ¥
glattbiegen, und, da

-1
| v [lwrtz20) =< vo U™ [lyrrz2 gy
mit einer von ¥ und n abhéngigen Konstanten, geniigt es lokal

QN By(0) = Ba(0)"

zu betrachten.
Mit (6.47), (6.48) und

|6 ((@12:)05) lawirao <l (@a)dju llpezgo) <
< Cn(A) [l u llwrirz)< COULA K| f [lwe-120) + | w ll22@) )
das aus (6.44) folgt, sehen wir fiir [ =1,...,n
Lo(Ou) = f; schwach in By(0)" (6.50)

mit
| fi llwe-12(By0)) < CQ A, B)CIL S sy + I 22y )- (6.51)

Wir wahlen
By3(0)" € Qo C Bj5(0)"
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mit JQy € C*° und n € C§°(By/3(0)) mit n = 1 auf B1(0) . Mit Proposition 5.24
und Definition 5.5 folgt ndu € WOI’Q(QO) fir [ =1,...,n—1 und mit (6.50), da
w € Wpd ™2 (Ba(0)%), aij € CFH(Ba(0))

Lo(ndiu) = 0i(ai;05(ndiu)) = 0i(aiynd;ioiu) + 0i(ai0jndiu) =

= 0;(a;j0;0u)n + a;;0;0,u0;in + 0;(a;;0;noju) = (6.52)

= fin+ a;0;01u0;n + 0;(a;;0;nou) =: fl’n schwach in By(0)",
wobei

I fin lwi-12(8,0)5)< CO A, B)C| f llwee) + 11w ll2@))
mit (6.44) und (6.51). Aus (6.52) folgt mit (6.44) fiir k—1, daB ndu € WFH2(Qp) und

N

| O (lyesr2 (s, (0)+) <l MO w1200 <
< CA KU fig lws-12000) + [ m01u (|20 ) <
S CELA K lwee@) + 1w llzz@) ),
insbesondere

[ Diju llwr2s )< COARE) || fllwre@) + T ullre@) fir (4,4) # (n,n),

(6.53)
da wir u € VV/ZZFM(Q) bereits wissen. Wie am Ende des Beweises von Satz 6.4 erhalten

wir mit (6.23) aus Satz 6.3 angewandt auf (6.45), dafl

Opntt = a;ﬁ( - Z a,-jé)iju - Z (&-aij)(‘)ju + f) in B2(0)+.
(4,5)#(n,n) hj=1

Kombinieren wir dies mit (6.2), || aij [[cr1)< A, (6.47), (6.53) und (6.44), so erhalten
wir:

| Onntt w2, 01y < CQ A0, B)CIL S lwwz) + [ w llz2@) )-
Zusammen mit (6.53) folgt u € W*+22(B;(0)*) und

I im0+ < CEL A0 B)CI S lwee@) + 1w llzz2@) )- (6.54)

Uberdeckt man 0Q mit endlich vielen Billen, so folgt u € W*t22(Q) | und (6.42) folgt
aus (6.41) und (6.54).

/1]

Fiir glatte Daten sind auch die Losungen glatt.

Korollar 6.6 Es sei 0 CC R™ offen, L ein linearer, elliptischer Differentialoperator
in Divergenzform, der (6.1) und (6.2) in Q erfillt, und dessen Koeffizienten sowie f €
C>®(Q) . Dann gilt fiir eine schwache Losung u € W2(Q) wvon

Lu=f 1inQ,
daff w e CX.(Q) . Ist weiter 0Q € C*° und
u=¢ auf 0,

fiir ein o € C®(Q) , so gilt uwe C®(Q) .
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Beweis:
Nach Satz 6.5 folgt
ueWrh*(Q) VkeN

loc

und mit dem Satz von Morrey, Satz 5.4, ergibt sich
u e Cp ().
Im Fall mit Rand folgt mit Satz 6.5
we Wh2(Q) VkeN
und wieder ergibt der Satz von Morrey, Satz 5.4,

u€ C®(Q).
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7 Schauder-Abschitzungen

Wir betrachten einen linearen, elliptischen Differentialoperator 2. Ordnung in Nicht-
Divergenzform

(Lu)(x) = aij(z)0iu(z) + bi(z)Oju(x) + c(z)u(x) (7.1)

fiir Funktionen u € C?(12), die auf einem offenen Gebiet 2 C R™ definiert seien. Dabei
seien fiir ein 0 < a <1
aij, bi,c € C*(Q),

kurz L € C%*() , und es gelte fiir ein 1 < A < 00
| aij, bis ¢ [| o)< A (7.2)
und
aij(z)€& > AHEP fiir alle z € Q,€ € R™. (7.3)

Unser erstes Ziel dieses Kapitels sind die folgenden ,,inneren Schauder-Abschatzungen”:

Satz 7.1 (Innere Schauder-Abschitzungen) L sei ein linearer, elliptischer Diffe-
rentialoperator 2. Ordnung in Nicht-Divergenzform, der (7.1) — (7.8) auf Q = By(0) C
R™ erfillt.

Dann gilt fir v e C*%(By(0)) :

| u lle2e B, 0)< C(A, N, Oé)( | Lu [|co.a(y0y) + 1| @ |2(Bs(0)) )
O
Zum Beweis dieses Satzes benttigen wir zunéchst die folgende primitivste Version einer

Schauder-Abschétzung, die wir mittels eines von Simon aus [S97] (Theorem 1) entnom-
menen Skalierungs-Arguments beweisen werden.

Proposition 7.1 Fir u € C’lZO’?(]R"),O <a<l,mi

holgn o D?u =Y hélgn o(Diju) < 0o
ij=1
gilt
holgn o D*u < C(n, @) hdlgn o Au.

Beweis:
Wir nehmen an, dass die Aussage falsch ist, d.h. dass kein solches C(n,a) < oo existiere.
Dann existiert eine Folge wu,, € Cfog‘(R”) mit holgn o D*um, < 00, welche

holgn oAty < m~ hélgn o D*um < 00 (7.4)
fiir jedes m € N erfiillt. Durch Ersetzen von w,, durch A, u,,, mit A\,, > 0 geeignet,
kénnen wir annehmen, daf

holgn o Dty = 1. (7.5)
Man kann sich nun anhand von hélgn 4 (D?uy,) = Zijl holgn o(0;jum) und anhand des
Schubladenprinzips davon iiberzeugen, dass es eine Teilfolge wy,, ein Paar (i,j) =: v €
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{1,...,n}?, einen Standard-Einheitsvektor e;, Punkte x,,, € R™ und h,,, > 0 gibt, fiir

welche 1
P 10t (o, & Py 3) = Ot (2| = 55> 0

fiir alle [ gilt. Benennen wir die Folge m; in m um und betrachten wir die reskalierten
Funktionen
T () := B 2" U (T + ),

so bleiben (7.4) und (7.5) unveréndert, und wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, da8

|m%&@_m%@uﬁ%>o (7.6)

fiir eine Teilfolge m — oo gilt. Weiter bleiben (7.4) - (7.6) bei Subtraktion eines beliebigen
Polynoms zweiter Ordnung p(z) := ¢;; ;2 +¢;zi+c von Gy, erhalten, sodass wir weiterhin

U (0) =0, Vu,(0) =0, D%u,(0)=0 (7.7)
annehmen konnen. Aus (7.5), (7.7) und dem Mittelwertsatz folgen nun
| D?tr || Lo (B0 < R,
| Vi || 2o (Br(o) < CnRM7T, (7.8)
| wm || oo (Br(o) < CnR*T.

Mit (7.5) und (7.8) folgt
| wm llc2aBro)< Clns a, R).

Damit konvergiert fiir eine weitere Teilfolge
Um — u  stark in CZ(R"),

fiir eine C7(R™)-Funktion u. Aus (7.4) - (7.8) folgen u € CE*(R™) und

loc

Au = const  auf R", (7.9)
holgn o D*u < 1, (7.10)
Ou(+e;) £ 8u(0), (7.11)
D?u(0) =0, (7.12)

| w Lo (BR(0) < Cn,R*t (7.13)

fiir jedes R > 0. Aus (7.9) und (7.12) folgt Au =0, also dass u harmonisch auf R" ist,
und die Cauchy-Abschétzungen (Satz 2.5, hier mit dem Paar Br(0) C Bar(0))) ergeben
mit (7.13):

| 0% || oo (o) < Cl(n, k) R™IFF2Te (7.14)

fiir beliebige Multi-Indizes « und jedes R > 0. Fiir |k| =3 und R — oo folgt
D3u=0 inR",

also dass u ein quadratisches Polynom und somit D?u konstant ist. Dies widerspricht
(7.11), wegen |y| =2, und die Proposition ist beweisen.
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Betrachtet man eine lineare Transformation, so erhélt man folgende Proposition.

Proposition 7.2 Es sei 1 <A < oo und (a;;) € R™" mit

aij&&; > AHEPR fir € e R™,
| <A

und u € CZZO’?(R”),O <a<l,mi

h()’anvaDzu < 0.

Dann gilt
holgn o D*u < C(A,n, @) hilgn o(aijOu).

Beweis:
Da 0;ju symmetrisch in 4,j ist, konnen wir annehmen, daf

aij = aji.

Dann ist
A= (aij) S R7X™

symmetrisch, positiv definit und
AT, < A< CuAL,.

Die positiv definite Wurzel B = (b;;) von A erfiillt

A=B? BT =B,
A2, < B < (C,M)Y2I,.
Setzen wir
t(x) = u(Bx),

so berechnet man
Okt(x) = Oju(Bx)b,

akla(a?) = &-ju(Bx)bikbﬂ,
woraus insbesondere

Aﬂ(l’) = 5kl8klﬂ(x) = 8¢ju(Bl')bilblj = aij&ju(B:L‘),

wegen BT = B und biby; = (Bz)ij = a;; folgt. Zusammen mit (7.15) folgt hieraus:

holgn oAt < Cp A2 hélgn o(a;j0iju) < oo,
hélgn o D*i < CpAY/2 hilgn o D?u < o0,

hélgn o D*u < Cp A2 hilgn o, D2,
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was insbesondere u € C’fof(R”) wie in (7.8) zeigt. Also erfiillt @ die Voraussetzungen

von Proposition 7.1, aus der wir
holgn o D*i < C(n, @) hilgn oAl
erhalten. Zusammen mit den drei obigen Ungleichungen folgt die Proposition.

/1]

Wir beweisen zuerst folgende schwichere Version von Satz 7.1.

Proposition 7.3 Unter den Voraussetzungen von Satz 7.1 gilt

I ez s 0n = CA @) (| L lemapy) + | @ 2oy ). (717)

Beweis: Wir wihlen 1 € C§°(B2(0)) mit n =1 auf B;(0) und 0 < ¢ < 1/2 klein, wie
unten beschrieben. Fiir z¢ € B1(0) gilt Ba,(x¢) C B2(0) , und wir setzen

r — X0
0

Tg,o(2) := 1 )

und
v 1= Uy o € Co®(Bay(0))-

Es gilt
v=u auf By(zp). (7.18)

Aus (7.2) und (7.3) folgt mit Proposition 7.2
héan,aDZU < C(A,n,a) héan@(CLij(:Co)aijv). (7.19)

Wir schreiben
aij(20)0ijv = aij0;jv — (aij — aij(20))dv =
= Lv —b;0;v — cv — (aij - az‘j(%))aij”'

Mit (7.19), Proposition 5.2 und wegen a;; € C%%(By(0)) mit Abschiitzung (7.2) erhalten
wir:

holgn o D*v <
< C(A,n, ) (h()'ana(Lv) + Rolgn o((aij — aij(xo))aijv))
+C(A,n, ) hélgn o(bi0;v + cv) <
< C(A,n,a) || aij — aij(@0) oo (Byy(,yy) MOlRn o(D?v)
+C(A,m,@) || D20 [|pomn) holgn o((ai; — as(w0))
+C(A,n, a) holgn o (Lv) + C(A,n, @) || bi, ¢ |coe o)l v lore@n<
< C(A,n, )0 holgn o(D?v) + C(A, 1, ) (haan,a(LvH 1o |z )

Wihlen wir ¢ = o(A,n,«) klein genug, so erhalten wir

hilgn o D*v < C(A, n, a)(haan,a(LvH I ez ) (7.20)
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Schliefflich rechnen wir

v lle2@my< C Ml llez(ay(0)) | o0 le2m <

(7.21)
< Cy lulle2By0)< C(An, @) || ulle2sy0))
und
Lv = aij0;(unzg,0) + bi0i(ung,0) + CUlzg,o =
= Lu - Ny o + i (0iudny o + Ojudiny,p) + 1aijOijiag,o + ubiOinzy o,
also wieder mittels Proposition 5.2 und mit den Abschétzungen in (7.2):
héanﬂ(Lv) S
< O Lu, Vu, u [|coa(y0)) I 1 @ijy bis € o sy0)) | Moo lo2amny < (7.22)

< C(Am,0) (Il Lu llgoaqyop + Il llovasy) )-
Nun ergeben (7.18), (7.20) - (7.22)
h(').loévBQ(ggo)DQu < hél]}gn@Dz’U < C(A,n, Oz)( ” Lu ”COvO‘(BQ(O)) + ” U ”02(32(0)) )
Da zy € B1(0) beliebig war und ¢ = (A, n,«) , erhalten wir

hola,, o) D*u < C(A,n, 04)( | L[| co.a(py0)) + I v llezs,(0) )
und somit zusammen mit dem Mittelwertsatz:
| w ez (B 0)< hola,p, ) D>+ Cn || w lc2(py0) <
< C(Am,0) (Il Lu llgoaqmyop + Il o sy ):
also (7.17).
/1]

Beweis von Satz 7.1:

Wir setzen bio
§ = D2l sup d(e, 0B2(0))"/22 D2u(x).
2€B2(0)

Da u € C*%(B,(0)) , gilt S < oo. Fiir @ € By(0) wihlen wir o := %d(zo,0B3(0)) <1,
also Bay(zg) € B2(0) und

d(z,0B2(0)) > o fiir alle x € Bay(xo). (7.23)

Wir reskalieren

aij(x) := aij(xo + ox),
bi(z) = obi(zo + o),

¢ = 0*c(xo + ox),
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fir © € By(0) und erhalten

Lu(xzo + ox) = (a;j0;ju + bijOju + cu)(zo + ox) = (7.24)

= (Gij0~20;jii + 0~ 'big™ 0yt + o~ %¢0) (x) = o~ Lii(x)
und wegen (7.23) und der Definition von S:

I D*@ | oo 3y 0p= 0% || D*u || oo (B, (20))

n/2+42 H D2

0" || D*@ || oo (By(0))= © U || oo (Bay (o)) < 55

@ |20y < 0 ™2 || w | 22(Ba (o))
I Lt || co.0 (5, 0= 0% | Lt || oo (Byy (wo)) T07 00, By, (o) (Ltt) < Lt || co.0 (5, (0)):
| @ij, i, € || cow(By0)) <l @igs bis € oo (Bayon < A,

wobei wir noch o < 1 und (7.2) benutzten. Insbesondere erfiillt L (7.1) - (7.3) auf
Bs(0) . Anhand der Einbettungen C?(B,(0)) — CY(B,(0)) < L?*(B,(0)), fiir beliebiges
r € (0,2], von denen die erste nach den Propositionen 5.3 und 5.4 kompakt ist, erhalten

wir mit dem Ehrling-Lemma 4.1:

| @ le2(B,0)) +Cn | @ 2B, (0)) -

N |

@ ller s, o)<
Zusammen mit || @ || c2(p, )=l D*@ || o5, 0)) + | @ llc1(5,(0)) erhalten wir:
@ |1 (s, )< D? || Lo (5,(0)) +2Cn || @ [ L2(5,(0))
und somit

I lc2(m, ) =Il D*@ |l zoo(B,0)) + || @ llcr(m.0) < Cn (| D?@ || 2oo(B,0)) + I @ llL2(B,0)))

fiir r € (0,2] und C,, < oo . Desweiteren liefert Proposition 5.4 mit dem Ehrling-Lemma
4.1 sofort die Interpolationsungleichung

| D% || oo (5,00 <N @ 2By 0)) < € || [l c2a(By0)) +Cniae || T l22(8,(0))

fiir beliebiges 0 < e <1 und (), o < 0o . Mit Proposition 7.3 und diesen Interpolations-
ungleichungen ergibt dies, da o0 <1 :

d(xo,0B2(0))"*F2| D2u(xo)| < (30)"*2 || D?u || oo (B, (20))=

= 32202 || D24 || poo 3, (0)) < €02 || @ 2o (B, (0)) +Cniac@™? || G | 2251 0)) <
< C(An,a)e0™( || L [|coa(pyo) + I @ lc2(my0)) ) + Criae@™? || @ || 125, 0y <
< C(A7 n, a) H Li ||CO’O‘(BQ(0)) +C€(A7n7a)gn/2 H u HLQ(BQ(O))
+C(A7nva)59n/2 H D*u HLOO(BQ(O))S
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< Ce(m, ) (I Lt llgoaqagoy + Il lasy00y) ) + C (A7, 0)eS,

Nehmen wir das Supremum auf der linken Seite fiir x9 € B2(0) und wéhlen wir ¢ =
e(A,n,a) klein, so erhalten wir

S < C(Aﬂ%a)< | Lu [[co.a(By0)) + | @ ll22(Ba(0)) ) (7.25)

Durch Reskalieren und Uberdecken von B;(0) durch kleine Bille erhalten wir aus (7.17):
[ ullc2a(By0)< C(—N"ﬂ)( | L [0y 0)) + | w0 llc2(By,4(0)) ) <

< C(A,n, a)( I Lu || coa o)) + | wllz2(ma)) + | D*u oo, (0 )
Da d(z,0B(0)) > 1 fiir alle z € Bs (o) gilt, folgt
| D | oo (B 5 0) < 2n/2+2g

aus der Definition von S und somit die Behauptung mit (7.25).

/1]

Fiir die Existenz klassischer Losungen brauchen wir Abschitzungen am Rand.

Satz 7.2 (Schauder-Abschitzungen am Rand) L sei ein linearer, elliptischer Dif-
ferentialoperator in Nicht-Divergenzform, der (7.1) — (7.3) auf Ba(0)t C R™ erfiillt.
Dann gilt fir u,¢ € C*>¥(By(0)") mit

u=¢ auf {x, =0} N Bz(0),

dajs

| wllozeB, 0)+)<

< C(An,a)( || Lu [[coa(y0)+) + | @ lozesa0)t) + 11w l2(By0)+) )-

Da
| Lo |lco.e (01 < C(A,nya) || @ [le2e(Ba0)+)s

geniigt es ¢ = 0 zu betrachten. Wieder betrachten wir zuerst L = A auf R?} :=
R* 1 xR, , wobei Ry =]0,00] .

Proposition 7.4 Fir u € 0120’?(@),0 <a<l,mit u=0 auf R x {0} und
hélaRi(DQu) < 0.
Dann existiert eine Konstante C(n, ), fir die

holarr (D*u) < C(n, a)héla s (Au)

gilt.
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Beweis [S97] Theorem 4: o
Angenommen die Aussage ist falsch, dann existiert eine Folge wu,, € C’i?(R’fr) mit

Up =0 auf R" x {0} (7.26)
und
hola,wn (Aty) < m™ hélegrn (D) < co. (7.27)
Wir kénnen annehmen, daf
hélogn (D*um) = 1 (7.28)

fir jedes m € N erfiillt ist. Wie im Beweis von Proposition 7.1 kann man anhand des
Schubladenprinzips die Existenz eines Paares (i,7) =: v € {1,...,n}?, eines Standard-
Einheitsvektors e; und von Punkten x, € R’} und h, > 0 beweisen, so daf fiir eine
Teilfolge m — oo , die wir 0.B.d.A. betrachten,

1
ho |07 U (T, £ Bmei) — 07w ()| > 23 >0
n
gilt. Nach einer Translation um einen Vektor aus R"~! x {0} kénnen wir annehmen, dass
jedes x,, auf der e,,—Achse liegt und somit |z,,| = (zm,e,) gilt. Wir unterscheiden nun
zwei Fille:

li_r)n B M (@m, en) = +00 (7.29)
und
lim inf ho | < +oo. (7.30)

Im ersten Fall reskalieren wir wie im Beweis von Proposition 7.1 durch
T () = Py 2™y (T + A ),
|Zm|

fir z € R™ mit (x,e,) > —%, also fiir x € Q,, = M - en. Wir sehen:
holq,, o(0ijtm) = hélRﬁ,a(&jum), woraus

holg,, o(D?im) = holgn o D?um) = 1

und

holg,, oAl = holgn oAty < m™!

fiir jedes m € N folgen. Somit kénnen wir
1

annehmen und mittels Subtraktion eines geeigneten Polynoms zweiter Ordnung ausser-
dem u,,(0) = 0, Vu,,(0) = 0 und D?u,,(0) = 0. Anhand der Voraussetzung (7.29) gilt
Unmen ©m = R™ und daher die Abschétzungen (7.8) auf jedem Ball Br(0), fiir hinreichend
grosse m, und somit

| um [lc2eBR0)< C(n,a, R)

fiir jedes R > 0 und hinreichend grosse m. Somit gilt fiir eine weitere Teilfolge

Uy — u  stark in CF(R™)
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fiir eine Grenzfunktion u € CZQO’?(R") mit den Eigenschaften (7.9)-(7.13) fiir jedes R > 0,
aus denen insbesondere folgt, dass u auf R™ harmonisch ist. Anwendung der Cauchy-
Abschétzungen (Satz 2.5) fithrt zur Ungleichung (7.14) und somit zu einem Widerspruch

zu Vu(=£e;) # 0"u(0). Im zweiten Fall reskalieren wir durch
T () := B2 Uy (R ).

Dadurch bleiben (7.26) - (7.28) unverdndert, und wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, daf}

T T 1
gilt. Setzen wir ¥, := 3™, so kénnen wir nach Ubergang zu einer weiteren Teilfolge

m — oo anhand der Voraﬁssetzung in (7.30)
Im — 0 € RT (7.32)

annehmen. Beachten wir, dass wegen wu,;, = 0 auf R"! x {0} Vu,(0) senkrecht
auf R™1 x {0} steht und 0;;u,,(0) = O fiir i,j < n gilt, so erkennen wir, dass durch
Subtraktion der Taylorploynome

1
Py (z) := Vun,(0)x + imTD2um(0)x

von Uy, (7.26) - (7.28) und (7.31) unveréndert bleiben. Somit diirfen wir nicht nur w,,(0) =
0, sondern sogar
U (0) = 0, Vi, (0) = 0, D?u,, (0) = 0 (7.33)

annehmen. Aus (7.28), (7.33) und dem Mittelwertsatz folgen nun wie im Beweis von Pro-
position 7.1:

| D>ty || oo (Br(0)+) < R,
| Vi, || oo (Br(0)+) < Cu R, (7.34)
|t [ Lo (Br(0)y+) < CuRZT.
Mit (7.28) und (7.34) folgt
| wm [c2e(Bro)H) < Cn, a, R).
Damit konvergiert fiir eine weitere Teilfolge

Um — u  stark in Cp (R7).

Aus (7.26) - (7.28), (7.31) - (7.34) folgt u € C1.¥(R™) und

u=0 auf R"!x {0} (7.35)
Ay = const in R} (7.36)
holagr (D*u) <1 (7.37)

O"u(xy + €;) # u(xo) (7.38)
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D?u(0) =0 (7.39)
[ w | zoo(Br(0)+)< CnR*te, (7.40)

Aus (7.36) und (7.39) folgt
Au=0 inR". (7.41)

Aus (7.35) folgt weiter
opu=0 auf R" ' x {0} firl=1,..,n—1,

also mit (7.41)

n—1

Opntt = — Z oyu =0 auf R"! x {0}.
=1

Setzen wir « durch

A u(y,t) falls ¢ >0,
E*u(y7t) T { _u(y7 —‘[j) faHS t < 0 9

auf den gesamten R" ,,ungerade” fort, so sehen wir mittels (7.35) zuerst: u € C (R") .

Weiter ist anhand der ungeraden Spiegelung 9Jp,u stetig auf ganz R”, fir [ =1,...,n—1,
und dasselbe gilt fiir 1 <I,k<n—1 oder (I,k)=(n,n),da Ipu=0 auf R"! x {0}
fiir diese I,k gilt, wie wir uns soeben iiberzeugen konnten. Wegen u € 01203 (M) folgt
somit u € CZ%(R") , und mit (7.41) ausserdem

loc

Au =0 auf R".

Da || u |[peo(ppon< CnR*™™ aus (7.40) folgt, erhalten wir nun aus den Cauchy-
Abschétzungen wie im Beweis von Proposition 7.1:

I D*u Lo (BR(0)< C (N, k)R~ Ikl+2ta
fiir beliebige Multiindizes k . Fiir |k| =3 und R — oo folgt
D=0 inR"

Somit ist u ein quadratisches Polynom, insbesondere ist D?u konstant, also D?u = 0 auf
R™ wegen (7.39). Dies widerspricht (7.38), da |y| =2, und die Proposition ist bewiesen.

/1]

Mittels einer geeigneten orthogonalen Transformation O des R™ und einer Hilfsfunktion
@ := u o OT ldsst sich die folgende Proposition anhand der bereits bewiesenen Aussage
von Proposition 7.4 und mittels der Rechnungen des Beweises von Proposition 7.2 fiihren.

Proposition 7.5 Es sei 1 <A <oo und (a;;) € R™™ mit

aij&&; > AHEPR fir € e R™,

laij| < A

und u € C'ZQO’?(M),O <a<l,mi

u=0 auf R"*x {0}
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und
héla,Rﬁ (D2u) < 00.

Dann existiert eine Konstante C(A,n,a) > 0, fir die
hb’la,Ri (D2u) S C(A, n, O‘)héla,Ri (aijaiju)

gilt.

Wieder beweisen wir zuerst eine schwichere Version von Satz 7.2.

Proposition 7.6 Unter den Voraussetzungen von Satz 7.2 fiir L auf Beo(0)* gilt fiir
u, o € C*Y(Ba(0)") mit
u=¢ auf {x, =0} N Bz(0),

dajs
| wllez.em, 0)+)<
< C(An,a)(|| Lu |lco.asy0)t) + | ¢ llczamoo)ty + | w llc2my0)t) - (7.42)
Beweis:
Wie schon bemerkt kann ¢ = 0 angenommen werden. Wir wihlen n &

) und 0 < g < 1/2 Xklein, wie unten beschrieben. Fiir
0) , und wie im Beweis von Proposition 7.3 setzen wir

C§°(B2(0)) mit n = 1 auf B1(0

X € Bl(O)+ gilt BQQ(:L'()) - BQ(

Tr — X
0

Nao,o(T) = n( ),

also 1g,,0 € C§°(Ba2e(x0)) . Wir definieren
V= U gy, € O (Bag(wo) T U ({2 = 0} N Bay())),

genauer gilt .
v E CQ’O‘(RFF)

und
supp v C B29($0)+ U ({zn = 0} N Bay(xp)).

Weiter gilt
v=0 auf R"!x {0} (7.43)

und
v=u auf B,(zo)". (7.44)

Aus (7.2), (7.3) und (7.43) mit Proposition 7.5
h(‘)'lmR:z_ (D21)) < C(A, n, a)hb’lRi,a(azj (wo)@jv).

Daraus ergibt sich wie im Beweis von Proposition 7.3

hélay]}y_‘z_ (D2v) <

< C’(A,n,a)g“hél]}giﬂ(Dzv) + C(A, n, ) (hola gy (Lo)+ || v ||02(R1) ).
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Wihlen wir ¢ = o(A,n,«) klein genug, so erhalten wir
hala,Ri (D2’U) < C(A,n,a)(hélRi’a(Lv)—l— | v ||C2(R1))
Wie im Beweis von Proposition 7.3 ergibt sich daraus mit (7.44)

hola, B, (ao)+ (D?u) < hila g (D?*0) < C(A,n, @) (|| Lu [[consy0)) + 1| ¢ le2By0)) )-

Da xzy € B1(0)* beliebig war und ¢ = o(A,n,«) , erhalten wir
hél g, g, 0+ (D*u) < C(A,n, ) (|| Lu [|co.e(sy0+) + Il @ le2(Ba0)+) )
und zusammen mit dem Mittelwertsatz:
| w lezap, (0)+) < ROl By o)+ (D*u) + Co || w [lc2(, (0)+) <
< CA,n, Q)| Lu ooyt + Il w lle2Bao)+) )s
also die Behauptung.

/1]

Beweis von Satz 7.2:
Analog zum Beweis von Satz 7.1, setzen wir

n/242 n
S = DBy = S0P e 082 (0D u(a)]
rchb2

Da u € C%%(By(0)T) , gilt S < oo . Fiir xp € B2(0)T setzen wir

1 1
0:= gd(ajo, 0B2(0)),z :=mo falls zg,, > Zd(:zcg, 0B>(0))
und ) L
0:= Zd(wo, 0B5(0)), z( := o — Tonen falls xg, < Zd(xo, 0B3(0)).

In beiden Fillen gilt

xo € By(x) ",
Bao(xp) € B2(0),
d(y,0B2(0)) > o fiir alle y € Bo,(xy),
d(zo,0B2(0)) < 8p.

(7.45)

Weiter gilt im ersten Fall
Bay(eh) C RY (7.46)

und im zweiten Fall

zh € R x {0} (7.47)

Wir reskalieren

u(x) = u(ox),
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fir o € Ba(o 'x))T und erhalten wie in (7.24)
Lu(ox) = ¢ 2Lu(x) fiir € By(o taf) ™

mit geeignetem L . Mit (7.47) bzw. (7.46) sind By (o~ xh)T und Bay(o 'xh)T halbe bzw.
ganze Bélle. Propositionen 5.3 und 5.4 liefern somit wie im Beweis von Satz 7.1 zusammen
mit dem Ehrling-Lemma 4.1:

N 1, . _
Il llor B, o-1ap) )< 5 Il @llo2(B,o1ag)+) +C0n I @ llL2(8, (0 12g)+)
fiir r = 1, 2. Zusammen mit

@ |28, o1y )= D?a ||, (o-1aty ) + | @ ller (B, (010 )

erhalten wir:

1@ M1 (B, (o-1ay)+) S| D2 || oo (B, (0-1ap)+) +2Cn | @ |28, (0-100)+)

und somit

@ llc2(B, (o 1ay)+) =N D?@ || Loo (B, (0-1apy+) + | @ llcr (B, (0-1ap))
< Co (I D@ || oo (B, (o 1ap)+y + 1| 8 Nl L2(B, (012 +))
fiir r = 1,2 und C},, < oo . Desweiteren liefert Proposition 5.4 mit dem Ehrling-Lemma
4.1 sofort die Interpolationsungleichung
| D% ||z (8, (012t <1l @ 2By (o 1ag) ) S € | @ o2 (By(o-1ap)+) +Cnae | @ 1|28y (0 1ah)+)

fir beliebiges 0 < e <1 und Cp, o < 0o . Mit (7.17), (7.42), (7.45) und (7.46) ergibt dies,
da o<1,
d(x0, 8B (0))"2+2| D2u(x)| <
< (80)n/2+2 H D2u HLOO(BQ(x{))*): 8n/2+20n/2 H DQﬂ, HLOO(B1(Q_1 /)...)S

o

< 0™ | i |l cza(py(o-ray)+) +Cnae™? |l @ |l r2(By (o100)+)<

< C(A,n, )" (|| Lit || coa(By(o-1ap)+) + | @ llo2(Bate-1ap)) )

+Cn,a,5Qn/2 ” U ”L2(31(9_1336)+)§

< C(A,n,0) || L [lgoa(sy(o-ta) ) +Ce(An, @)™ || @ || 128y (o-10p))
+C(A,n,a)e™? || D2 || oo By (o-1ap)+) <

< Co(Am, ) (I L ooy + | 0 lr2(ma0y) ) + C(Asms@)eS,
wenn wir wegen der dritten Ungleichung in (7.45) und wegen (7.46) noch die Ungleichung
Qn/2 H D24 HL"O(B2(Q*1$6)+): Qn/2+2 H D?u HL‘X’(B%(%)JF)

< sup  d(z,0B5(0)"*"?|D?u(z)| = S
z€B2(0)*
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beachten. Nehmen wir das Supremum auf der linken Seite fiir z¢ € B2(0)" und wiihlen
wir € = ¢(A,n,«) hinreichend klein, so erhalten wir

< e’ U {|C0.a(By(0)F) U |[L2(By(0)*F) )- :
S<cna)( | Lu| 1l (7.48)

Durch Reskalieren und Uberdecken von B;(0) durch kleine Bélle erhalten wir aus (7.42)
und obiger Interpolationsungleichung:

| v lle2e B, 0)+)< C(A,n,a)< I Lu (co.a(sy, m0+) + 1w o2y 00+ ) <

< C(A,n, a)( | Lu [l coeBa(oy+y + | w llL2(Bo(0) ) + | D?u [ 100 By 00+ )
Da d(z,0B(0)) > 1 fiir alle z € Bs5(0) gilt, folgt

| D*u 200 (By 5 (0)H) < on/2t2g

aus der Definition von S und somit die Behauptung von Satz 7.2 mit (7.48).

/1]

Mit den Propositionen 7.3 und 7.6, dem Ehrling-Lemma 4.1 und Proposition 5.3 kénnen
nun die globalen Schauder-Abschétzungen bewiesen werden.

Satz 7.3 (Globale Schauder-Abschitzungen) Fs sei Q CC R™ offen, 0Q €
C** 0 < o < 1, L ein linearer, elliptischer Differentialoperator, der (7.1) - (7.3)
in Q erfillt, und o € C>*(Q) . Dann gilt fir ue€ C*>*(Q) mit

u=¢ auf 0L,
daf
| u llo2e@)< C(Q, A0, a)( || Lu [lcoa@) + || ¢ loze@) + | ullzz@) )-

Beweis:
Wie oben bemerkt, geniigt es, ¢ = 0 zu betrachten. Wir betrachten zg € 9€) beliebig. Da
00 € C%2 | gibt es eine Umgebung U (xg) von zp und einen C?*—Diffeomorphismus

U U(zg) = Ba(0)
mit
U(zg) =0,
U(U(zg) NQ) = By(0)7.

Wir definieren
i =wuoW™t € C?By(0)").

Da u=0 auf 09, gilt
=0 auf {z, =0} N By(0).

Weiter rechnen wir
Lu= aijal-ju + b;0u + cu =
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= a;j0; V10,9 (Ot) o U + (a;;0;5 Vg + b;0;¥y) o U + ¢ (o V).

Setzen wir
agt = (aj0;0x0; V) 0 UL
by := (aij0i; ¥y, + b0 Vy) o U1
¢:=coW¥ e C¥(By(0)"),
so gilt

(Lu) o O' = GO + byt + ¢t =: La

und weiter, da ¥ ein C**-Diffeomorphismus zwischen U (x¢) N2 und Bo(0)* ist und wegen
Proposition 5.2:

ap(y)ex&s = (€, (DY) (aij) (DP) E)(T~H(y)) = (DY) &, (ai;) (DY) E) (T~ (y))
> AL (D) (T(y)) € 2> co(P, A, n)|€]?  fiir alle y € Bo(0)h, und ¢ € R,

|| &kh[;kvé HC’O»&(BJ(O))S C(‘P,A,?’L,O&).

Setzen wir

V(o) := U (By(0)),

so erhalten wir aus Proposition 7.6, angewandt auf ¢ und L:
| ulle2aviz)ne) < C(Y,n,a) || G [|c2.e s, 0)+) <

< C(T, A, n,0)( || L ||l coa sy + I @ llezpyoyr) ) <
< CO(Y, A n,a)( || Lu [lcoa) + || ullo2q) )- (7.49)

Nun betrachten wir zp € £ . Dann existiert ;, > 0 mit Ba,y, (v0) € Q und aus
Proposition 7.3 folgt nach Reskalieren fiir V' (zo) = By, (7o) , daBl

w2 v (me) < CA; 0z, ) (| L[| o) + [ w lle2(e) )- (7.50)
Da Q kompakt ist, existieren endlich viele z1,...,zy € Q mit
QCV(z)U..UV(zp).
Aus (7.49) und (7.50) folgt
[ wllcza@< C A, a)( || Lu llcoe@) + [ wllezg) )-
Die Behauptung folgt nun aus der Interpolationsungleichung
[ulle2@< €l ulleza@) +Ce() || (L2

fiir € > 0 klein genug, die aus dem Ehrling-Lemma 4.1 und Proposition 5.3 folgt.

/1]
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Satz 7.4 (Existenz von klassischen Losungen fiir das Dirichletproblem) Es sei
Q cc R* offen, 00 € C*>*0 < a < 1, L ein linearer, elliptischer Differential-
operator, der (7.1) - (7.8) auf Q erfillt, ¢ <0,p € C>*(Q) und f € C*(Q) . Dann
existiert eine eindeutige Losung u € C**(Q)) des Dirichletproblems

Lu=f in(Q,
(7.51)
u=¢ auf oS}
und diese erfiillt
[ ulle2a@)< C(Q A, Q)| fllcoaq + 1| ¢ llcza@)- (7.52)

Beweis:

Wieder geniigt es ¢ = 0 zu betrachten. Die Eindeutigkeit der Losung in C%® folgt aus
dem Maximumprinzip Korollar 3.2, da ¢ < 0. Zuerst beweisen wir die Abschéitzung (7.52)
fir C%*—Loésungen von (7.51). Angenommen (7.52) gilt nicht, dann existieren L,, , die
(7.1) - (7.3) erfiillen, und ¢, < 0, Uy, € C*Y(Q), frn € C¥(Q) mit wu,, =0 auf 92 und

I fn o< m™ || um [lc2a(9),

fiir alle m € N. Andererseits wissen wir aus Satz 7.3, da die Operatoren L,, die Struk-
turbedingungen (7.1) - (7.3) erfiillen:

| um [[c2a@)< CUI fm lcoe@) + | um lloo@)),
mit C = C(Q,A,n,a) und fir jedes m € N. Daraus folgt
|t (|20 ()< Cm ™ || i [[c2a(0) +C || thm [lco(q)
also fiir m > 2C ,
| um [|c2a(@)< 2C || um lloo) -
Wir kénnen o.B.d.A.
| um [|co@)=1

annnehmen. Wenn wir wieder bedenken, dass die Operatoren L,, die Strukturbedingun-
gen (7.1) - (7.3) erfiillen, und dass || fm [|co.«o)< 2Cm =t — 0 gilt, so folgt aus Proposition
5.3 die Existenz einer Teilfolge m — oo , fiir die

Uy — u  stark in C?(9)
Ly, — L stark in C°(Q)
fm — 0 stark in C%%(Q)

)

)

gilt. Daraus folgt
Lu=0 1in Q,
u=0 auf 0.
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Da mit Proposition 5.3 0 > ¢, — ¢ gleichméssig auf 2 und somit ¢ < 0 auf Q gilt, folgt
mit dem Maximumprinzip, Korollar 3.2: v =0 . Da
| u [lcoy<=Il um [lcoy= 1,

ist dies ein Widerspruch, und (7.52) ist bewiesen. Zum Beweis der Existenzaussage nehmen
wir zunéchst

L, f e C™(Q)

an, denn wir kénnen mit Proposition 5.6, (iii), L, fm € C*(Q) wihlen, die

Lo, fm — L, f stark in CY(Q),
Ly, erfillt (7.1) - (7.3) fiir C'(2, A, @) anstatt A in €,
cm <0,

fm ist beschriinkt in C%%(Q)

(7.53)

erfiillen. Wir nehmen an, bereits gezeigt zu haben, dass es u,, € C*>%(Q) mit

Lt = frm  in €,
Uy, = 0 auf 90
gibt. Mit (7.52) und (7.53) folgt, daB u,, in C%%(Q) beschrinkt ist, und somit fiir eine

Teilfolge m — oo , daf
Uy — u  stark in C?(Q),

u € C*(Q)
und
Lu=f in Q,
u=0 auf 09,

also die Behauptung des Theorems. Sei nun L € C*°(Q) , so kénnen wir L in Divergenz-
form

Lu = aijaiju + b;0;u + cu =
= 0;(a;j05u) + (b; — 0j(aji))0iu + cu =: Lgu
mit C*°—Koeffizienten schreiben. Da ¢ < 0, erfiillt L die Bedingung (6.8) des Maximum-

prinzips, Satz 6.1, und nach Satz 6.2 existiert genau eine schwache Losung u € W1H2(€2)
von

Lgu=f in Q,
uw=0 auf 0Q.

(7.54)

Da L,f € C>(Q), folgt mit Korollar 6.6, dafl

ue Cp(Q)
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und
Lu=f in Q.

Ist dariiberhinaus 90 € C*° , so folgt mit Korollar 6.6, daf3
u e C®(Q)
und
u=0 auf 09,

also dass u eine klassische Losung von (7.51) ist. Nach den Voraussetzungen des Satzes
ist 9 jedoch nur von der Klasse C*® | und wir miissen zeigen, dafl u € C*%(Q) gilt,
bzw., da wir u € C2.(2) schon wissen, daB fiir alle zo € 0Q eine Umgebung V(zo)
mit
u € C*Y(V(xg) N Q) (7.55)

existiert. Da 9Q € C%*% | konnen wir 9 mit einem C%**—Diffeomorphismus ¥ :
U(zo) = B2(0) in einer Umgebung U(xg) glattbiegen, und

i :=uo W' € WH(By(0)")
erfiillt

=0 auf {z, =0} N By(0).

Setzen wir geméf (6.34)

agl = (aijaj\lflai\l/k) ol \det D\I’_ll,
gk = ((bl — 8jaji)6i\llk) op~1. |det D\I/71|,
¢:=coV | det DU,
fi=foU 1 det DI,
so transformiert sich (7.54) zu
Laii := 9;(a;;0;1) + b;0yit + ¢ = f  schwach in Ba(0)*. (7.56)
Wir sehen, daf

Lg, [ € CY*(By(0)h)

und (7.55) folgt, wenn wir
i € C**(B1(0)1) (7.57)

zeigen. Wir withlen wieder mit Proposition 5.6, (iii), L, fm € C*(Ba(0)F), &y, < 0 mit

Lam, fm — La, f  stark in C1(B2(0)F),

(7.58)
beschrinkt in C1(By(0)T).

Weiter wahlen wir
Byy3(0)" € Qo C Bs5(0)"
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mit 9Qy € C*° und mit Proposition 5.22 ¢, € C*>°(B(0)1) , die

pm — @ stark in W12(BJ(0)),
o (B3 (0) 759)
&m =0 auf {z, =0} N By(0)

erfiillen. Wieder folgt aus Satz 6.2 wegen ¢, < 0 die Existenz einer eindeutigen schwachen
Losung iy, € WH2(Qg) von
id,mﬂm = fm in o,

ﬂm = @m auf 890
Da ¢, <0 folgt aus (7.58) und Satz 6.2

| i w120y < CCI fin lz2(0) + 1| &m lwreg) )
mit einer von m unabhéngigen Konstanten C < oo . Wegen (7.58) und (7.59) bleibt die
rechte Seite fiir beliebige m beschrinkt, und somit konvergiert fiir eine Teilfolge ., — u
schwach in W12(Qg) . Es folgt zusammen mit Proposition 5.21, bzw. mit der schwachen
Abgeschlossenheit von I/VO1 ’2(90) , daB3 @ eine schwache Losung von
Edﬂ = f in Qy,
u=1u auf 9

ist, und, da Lq(@ — @) = 0 schwach in Qo und &< 0 gilt, folgt mit dem Maximumprinzip
Satz 6.1, angewandt auf die Differenz u — w, dass @ = u auf Qg gilt, also

@y — @ schwach in WH2(Qp). (7.60)
Da Iid,m, fons B € O (), 000 € C* | folgt mit Korollar 6.6
U € C(Qp)

und somit . B
Lyt = fmn klassisch in Qg,

wobei L, den ausdifferenzierten Nicht—Divergenzform Operator zu f/d,m bezeichne. Mit
(7.58) sind die Koeffizienten von L, in C%%(B2(0)*) beschrinkt. Dann folgt mit Satz
7.2, daf

i 2oy 0+ < CCUI Fin looa s, 00y + | @m 1228, 50)+) )

mit einer von m unabhingigen Konstanten C < oo , da U, = ¢ = 0 auf {z, =
0} N BI/S(O) mit (7.59). Mit (7.58) und (7.60) bleibt die rechte Seite beschrénkt fiir

m — oo . Damit folgt (7.57) aus (7.60), und der Satz ist bewiesen.

/1]

SchlieBlich zeigen wir, dal C?—Losungen so regulér sind, wie die Daten.
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Satz 7.5 FEs sei  CC R"™ offen und L ein linearer, elliptischer Differentialoperator,
der (7.1), (7.2) auf Q erfillt, k>0,0<a <1 und

| aij, bi, ¢ lgra@)< A (7.61)
und f € CH(Q) .
Fiir we C3 () mit
Lu=f inQ (7.62)

gilt dann w € CFT2%(Q) und fir ' cC Q

loc
| flgrtza@n< C(QQ A n, 0, k) (|| f loka@) + | llco@) )- (7.63)
Ist weiter u € C°(Q2),00 € Ck*22 ynd
u=¢ auf 0

mit @ € CkT22(Q) |, so gilt u € C**2%(Q) und

| flerraa)<

(7.64)
SO An, 0, k)| f llewa) + 1 @ llerrza@) + 1l ullco@) )-

Beweis:
Wir betrachten konzentrische Balle

B'ccBccQ
und wihlen ¢, € C*°(B) mit
©m — u stark in C*(B).
Mit Satz 7.4 existiert u,, € C>%(B) mit
Loty = ai;0;5Um + bjOjuy = f — cu =: fe C%(B),
U = @m  auf 0B.

Da Lo(upy —u) = 0in B gilt, folgt aus der vereinfachten Form des Operators Ly und
dem Maximumprinzip, Korollar 3.2,

I wm — || Loo(BYy < Um — u || Lo (aB) < om — u || oo ()= 0,

also
Uy — u stark in CO(B). (7.65)

Mit Satz 7.1 folgt
|t [lczepn< C(A, B, B!, k) (|| f llcoa(s) + || tm lcogs) )-
Mit (7.65) ist die rechte Seite beschriinkt fiir m — oo , und es folgt u € C*%(B’) , also

ue ChY(Q),

loc
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und (7.63) fiir k=0 aus Satz 7.1.
Nun sei k > 1 und (7.63) fir 0,...,k —1 bewiesen. Dann folgt u € CFT1*(Q) .

loc

Wir wihlen Q' cC Q" cC ©” cC Q . Fiir die endliche Differenz 9/'u , siehe (5.11),
l=1,...,n,0 < |h| <d(Q",0Q") , und u(x):=u(x + he;) gilt
L(OMu) = O f — (9 aij) 0 — (O]'b;)dits — (O e)a =: f! in Q. (7.66)

Fiir v € CY*(Q) und z € Q" gilt

1 1
1 d
oM (z) = x / av(w + they) dt = /8lv(x + thep) dt,
0 0

und damit
H (9lhv ||Ck—1,a(Q//)§” 8[U Hok—l,a(ﬂm) .

Daraus folgt mit (7.61)

h
1 Ckfl,a(Qu)_ Ck,a(Q///) n,k Ck+1,a(Q///) .
[ <[l £l FCn A | u ||

Aus (7.63) fur k—1 und (7.66) folgt

|| Blhu ‘|Ck+1,a(9/)§ C’(Q”,Q’,A,n,a,k)( || flh Hck—l,a(ﬂ//) + || alhu HCU(Q//) )
S C(Q”’,Q",Q/,A,n,a,k)( H f ”ch,a(Q///) + H u Hcka,-l,a(Q///) ) S
< C(Q//’7Q//7Q/7A’n’a’k)( || f ||Ck’0‘(Q) + || u ||C'0(Q) )

Fir h — 0 konvergiert 8lhu — Qu in C°(€Y) . Dann folgt mit obiger Abschitzung
du € CFH(Q) | also we CFT3Y(Q) |, und (7.63) fiir k .

loc loc
Fiir den Fall mit Rand kann ¢ = 0 angenommen werden. Nach Glattbiegen des Randes

konnen wir lokal

QN By(0) = By(0)"

betrachten. Wir reskalieren z — oz , fiir p € (0,1), und die Funktion a(x) := u(px)

erfiillt die partielle Differentialgleichung L () = f auf By(0)T mit

iy () = iy (o), () o= oby(o),
é(z) = o’c(ox), f(x) = o*f(ox).

Daher koénnen wir annehmen, dal L die Voraussetzungen (7.1), (7.2) mit A ersetzt
durch geeignetes Ag erfiillt und weiter

I ¢ llzee(By0)+) < €
fiir € > 0 geniigend klein unten gewahlt. Weiter sei

By3(0)* € Qo C Bs/3(0)"
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mit 9Qp € C* . Wie im Beweis von Proposition 5.22, nun wegen u € C°(Bj5 (0)) in
Kombination mit Proposition 5.6 (ii), kénnen wir Funktionen ¢,, € C%%(B2(0)") kon-
struieren, die

©m — u  stark in CO(B;(O)),
om =0 auf {z, =0} N By(0)

erfiillen. Wir suchen wu,, € C*>%(Qg) mit

L(uy,) = in Qg,
() = f i O -
Um = @m  auf 0Q.

Wir betrachten die stetigen linearen Abbildungen L,Ly : C?*%(Qq) = {v €
C2%(Q) | v = 0auf 9y } — C%*(Qp) . Mit Satz 7.4 ist Lo ein Isomorphismus,
und L — Lo ist kompakt. Wéhlen wir ¢ > 0 so klein, dafi ¢p := 1 — C(Qg, Ag)e > 0
in Korollar 3.7 gilt, so folgt mit Korollar 3.7, dal L injektiv ist. Zusammen mit Lemma
4.2 folgt, daB L ein Isomorphismus ist. Somit existiert genau ein 1, € C*>%%(Qy),
welches L(t,,) = f — L(gm) auf Qo [und @, = 0 auf 09| erfiillt. Die Funktionen

Uy, = Ty + @m 16sen also (7.67), wie erwiinscht. Wegen u € C°(B5 (0)) N C2 (B4 (0))

loc
und ¢y :=1— C(Qy,Ag)e > 0 diirfen wir das Maximumprinzip, Korollar 3.7, anwenden

und erhalten zusammen mit L(u,, —u) = 0 auf Qq:

| wm —u HCO(fTO)S 061 | wm = u |l coany) < 061 | om —u HCO(W)_} 0,

also
Uy — u stark in C0(Qg). (7.68)

Wegen (7.67) und wuy, = ¢m = 0 auf {z,, = 0} N By/3(0) folgt ausserdem aus Satz 7.2:
| um [lc2e (s, 0+ < CA Q) f llcoas, 50+ + [ um leos, 50+ )-

Mit (7.68) ist die rechte Seite beschriinkt fiir m — oo , und es folgt u € C*%(B1(0)") .
Uberdeckt man 9 mit endlich vielen Billen, so folgt

u € C2(Q),

und (7.64) folgt fir k=0 aus Satz 7.3.
Nun sei £ >1 und (7.64) fiir 0,...,k— 1 mit Randwerten ¢ = 0 bewiesen. Daher gilt
we CFAYQ) und u € CFH(Q) mit

loc
| uflertra@)< COL A o k) (|| f ller—ta@) + [ w llco@) )- (7.69)
Weiter nehmen wir nach Glattbiegen des Randes
QN By(0) = B2(0)"

an und wissen nach Induktionsannahme:

du € CF2(By(0)1) N CF(By(0)1),

loc
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und, da u =0 auf {z,, =0} N B2(0) ,
Ou=0 auf{z,=0}NB(0) firi=1,...,n—1.
Wir wihlen 7 € C§°(By/3(0)),n =1 auf B1(0) und setzen

v i=ndu € CFTH(Qg) N CF(Q)

loc

fiir ein festes [ € {1,...,n — 1} und

v=0 auf 0Q.
Es gilt
a;j0;v = a;;0;;(nOju) =
= naijOjiu + aij(Omdjiu + 0jndyu) + a;;Oudn =
=: na;;Ojiu + Ry
mit

| B lor—1.0(By0)+) <
< CMn,00k) | ullorrrapy 000 < CQ A 1m0, k)( I f ller-to@) + T u lloo@) )

wobei wir (7.69) verwendet haben. Mit (7.62) folgt
aijaijlu = 8l(aij8iju) — (8laij)8iju =
= 8l(f - bz&u — cu) — (Glaij)al-ju = f in BQ(O)+,
mit
I f ety < CA M, a k) (I| £ llomama@ty + | 8 lorriasyo)) ) <
<O A0, k)( | f lleke@ + 1w lleog) )

wobel wieder wir (7.69) verwendet haben. Wenden wir (7.64) fir k£ — 1 auf die obige
Gleichung a;;0;jv = na;j0;;;u + Ry fiir v in Qp an und beachten wir v = 0 auf 9, so
erhalten wir
| O lorr1a(my 0+ S0 lortta(y) <
< C(Q7A7n7a7k)( ” aijaijv HC”‘—LO‘(QO) + H v ”CO(QO) ) <

< CEL A n, 0 k) (LS lleme@) + 1w lleo) )-
Dale{l,...,n—1} und u € CF'?*(Q) ist, folgt hicraus:

loc

| Dijullereis )< COQU A, k)| f llera) + | wllco) ) fiir (4,5) # (n,n).
(7.70)
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Aus (7.62) folgt:

Opntt = a;ﬁ( — Z aij@-ju — i b;0;u — cu + f) in B2(0)+,
) i=1

also zusammen mit (7.61), (7.3), (7.69) und (7.70)
| Ot Nl e (B (0) 1) S CQ A, B) (| f lemea) + 1 ¢ llco@) )-
Zusammen mit (7.69) und (7.70) folgt:
| wllert2.0, 0y < CQ A1, k) f [lorea@) + 1w lloo@) )- (7.71)

Uberdeckt man 99 mit endlich vielen Billen, so folgt u € C*+2(Q) , und (7.64) folgt
auch fir k aus (7.63) und (7.71).

/1]
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8 Calderon-Zygmund-Abschitzungen

Wir betrachten einen lineraren, elliptischen Diffentialoperator in Nicht-Divergenzform auf
Q CR" offen, d.h.
Lu := a;j0;ju + b;0;u + cu (8.1)

fir v € W2'(Q) mit meBbaren Koeffizienten

aij,bi,c:Q—HR

und
(aij(x));; symmetrisch und positiv definit fir £"-fast alle z € €. (8.2)
Wir setzen
D :=deta;; >0,
(8.3)
D* .= D/,

Fiir meBbares f heifit u € W2(Q) eine starke Losung von
Lu>(<)f inQ, (8.4)

falls diese Ungleichung nach Einsetzen der schwachen Ableitungen fast iiberall in 2 erfiillt
ist.

Definition 8.1 Sei Q) C R" eine offene Teilmenge und v eine auf ) stetige Funktion. Wir
definieren zu jeder offenen Teilmenge Q) C Q die ,,obere Kontaktmenge” von v beziiglich
Q' durch:

L) ={zeQ | DeR":Vye Y :v(y) <v(z)+bly—=x) }

v

Wir beginnen mit einem weiteren Maximumprinzip.

Satz 8.1 (Alexandroff’sches Maximumprinzip) L sei ein linearer, elliptischer Dif-
ferentialoperator in Nicht-Divergenzform, der (8.1) - (8.3) in Q CC R™ offen erfiillt.
Weiter sei

| b/D* [[Ln@)< A, ¢ <0, (8.5)
f/D* e L™(Q) und ue€ VVI2OC”(Q) NC%Q) mit

Lu > [ fast diberall in Q.
Dann gilt

sgpu < saugg) us + C(A,n) diam Q || f—/D* ||L"(ij[u>0])v (8.6)

wobei TF :=TF(Q) die obere Kontaktmenge von u beziiglich Q bezeichne.

Zuerst geben wir eine niitzliche Stetigkeitseigenschaft der Kontaktmenge an.
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Proposition 8.1 Es sei Q C R",Q,, C Qp,yq1 offen mit Q@ = UX_1Qp, , und w : Q —
R, Uy : Qpy — R stetig, mit uy, — v punktweise auf Q . Dann gilt

lim sup Xrf (@) < Xrf (@) (8.7)

m—r0o0
Beweis:
Wir betrachten z € I'} (Qy,) fiir eine Teilfolge m — oo und sehen fiir ein b, € R"
Um (Y) < U (x) + b (y — ) fiir alle y € Q).

Wir betrachten By, () CC 2 und sehen By, (x) C €y, fir m grofl genug. Angenommen
|bm| — oo fiir eine Teilfolge, so konvergiert fiir eine weitere Teilfolge by, /|by| — v €
9B1(0) , insbesondere (by,/|bm|)v — [v|> =1, und b,,v — oo . Fiir ¢ € [0, 0,;) setzen wir
y:=x — v € B, (z) und haben y € Q,, fiir hinreichend grosse m und somit

—00 < u(y) + Um(y) < um(x) + b (y — ) = um () — 0 by — —00,
also einen Widerspruch. Daher konvergiert fiir eine Teilfolge b,, — b € R™ . Damit gilt
wegen 2 = UX°_1Q,, und Q,, C Qpiq:
u(y) <u(x) +bly —x) firalley € Q,
also x € TF(Q) , und (8.7) folgt.

/1]

Zum Beweis des Alexandroff’schen Maximumprinzips fithren wir ausserdem den Begriff
der ,,normalen Abbildung”

xu(@) = {beR" |u(y) <u(z)+ (byy —x) VyeQ} (8.8)

einer beliebigen, auf Q stetigen Funktion w ein. x,(z) ist also diejenige Teilmenge von
Vektoren b des R™, sodass diejenige Hyperebene Hj des R"!, auf der der Vektor (b, —1)
senkrecht steht, nach Translation in den Punkt (x, u(x)) eine Stiitzebene des Graphen von
u ist, also sodass Hj, den Graphen von w im Punkt (z,u(x)) beriihrt und ausserdem der
Graph von u unterhalb von H, liegt. Wir sehen sofort, dass genau dann y,(z) # 0 gilt,
falls z € T} (2) ist. Ausserdem beachte man, dass fiir z € I} (Q) exakt

Xu(2) = {Vu(z)}

gilt, falls v im Punkt x klassisch differenzierbar ist, also falls der Graph von w im Punkt
(z,u(x)) eine eindeutige Tangentialebene besitzt. Zur Vorbereitung des Beweises der fol-
genden Proposition betrachten wir als Beispiel die Funktion

u(y) == a (1 - MZ_%Z‘),

fir a, R > 0 und ein z € R", deren Graph der iiber der Basis Br(z) errichtete Kegel
mit Hohe a und Spitze (z,a) ist. Man iiberzeugt sich leicht davon, dass die ,,normale
Abbildung” dieser Funktion explizit durch

g falls x# 2,

8.9
B,r(0) falls 2=z, (8.9)

gegeben ist. Eine erste Variante des Alexandroff’schen Maximum-Prinzips lautet:
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Proposition 8.2 FEs gelten (8.2), (8.3), und Q CC R™ sei eine beschrdinkte offene Menge.
Dann erfiillt jedes u € C*(Q) N C°(Q) das folgende Mazimum-Prinzip:

diam ) aijé)iju
supu < supuy + ‘ » ) . 8.10
Q 99 + nw}/” D Ln(TFN[u>0]) ( )

Beweis:

Da wir w durch @ := u — supuy ersetzen kdnnen, reicht es aus, die behauptete Formel
o0

(8.10) fiir Funktionen u € C2?(Q) N C%(Q) mit u < 0 auf O, also mit supuy = 0 zu
o
beweisen. Da T’} abgeschlossen in  ist, folgt insbesondere, dass T, eine Borel-Teilmenge

des R"™ ist. Desweiteren gilt x,, = Vu auf T}, xu(z) = 0 genau fiir z € Q \ '/ (22), und
es ist Vu aus C1(Q, R"). Somit ergibt die Flichenformel (8.17) (hier mit m = n) fiir jede
Borel-Teilmenge A von €:

L (xu(A)) = L"(xu(Ty N 4)) = L(Vu)(T) N A))

< [ HU((Vu)T(2) N (T NA) AL (2) = / | det(D*u)| dL"™. (8.11)
R™ r'fnA

Nun nehmen wir an, dass u ein positives Maximum in einem Punkt x € 2 annimmt. Wir
definieren k als diejenige Funktion, deren Graph der Kegel K mit Spitze (z, u(z)) und Basis
Q ist. Wegen u < 0 auf 992 und da Vu(z) = 0 im Maximierer x von u gilt, folgt zu jeder
Stiitzebene H an K die Existenz eines Punktes z € [u > 0], sodass die Tangentialebene
an den Graphen von u im Punkt (z,u(z)) parallel zu H ist. Dies impliziert insbesondere:
x&(Q) € xul[u > 0]). Ist nun & : By(z) — R diejenige Funktion, deren Graph der Kegel
K mit gleicher Spitze (x,u(z)), jedoch mit der grosseren Basis By(x), d := diam Q, ist,
so erhalten wir zuerst mit (8.9) fir a := u(x) und R := d:

Bue (0) = x3(Ba(2)) € x1(2) € xu(u > 0]) (8.12)

und demnach zusammen mit (8.11) fiir die Borel-Menge A := [u > 0]:

u(z)\"
on ()" = L2 (Ba@)) < L0l > O < [ Jder(DA] L. (5.3
4 Nu>0]
Hieraus folgt zun#chst
; 9] 1/n
supu = u(x) < dm?}(/ | det(D?u)| dﬁ") (8.14)
Q wp! " r'iN[u>0]

unter der Voraussetzung ,,u < 0 auf 0€2” an u. Schliesslich gilt fiir symmetrische Matrizen
A, B >0 und die positive Wurzel S von B, d.h.

B=5% S§>0 symmetrisch,
mit der Ungleichung zwischen geometrischen und arithmetischen Mittelwerten

tr(STAS) )n _ (tr(AB) )n

det A - det B = det STAS < (

n n
Da D?u negativ-semidefinit auf T} ist, folgt hieraus in Anwendung auf A := —D?u und
B .= (a,-j): 5
O\ T
| det D?ul < D*l(M) , (8.15)
n

und die Proposition ergibt sich aus Formel (8.14).
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Zur Erleichterung des Verstédndnisses geben wir hier die allgemeine Fldchenformel an:

Proposition 8.3 Sei f : R" — R™, n < m, lokal-Lipschitz-stetig. Dann gilt fiir jede
L™-messbare, nicht-negative Funktion g : R™ — [0, 00):

Y / GdH° ist H" — messbar auf R™
=)

und /ngJ(f) dL":/m (/fl(y)gcmﬁ) dH" (). (8.16)

Hierbei bezeichnet J(f)(x) := \/det(DfT - Df)(x) die Gramsche Determinante von f in
x € R™. Insbesondere fiir die charakteristische Funktion g := xa einer L™—messbaren
Teilmenge A des R™ ergibt dies wegen ff*l(y) xAdH? = HY(A N f~Y(y)) die bekannte
L, Flachenformel”:

Jawnae = [ woan ) aee) = wa). (817)

/1]

Nun kommen wir zu einer Verallgemeinerung von Formel (8.10), wobei wieder (8.2), (8.3)
und Q CC R™ gelten mogen:

Proposition 8.4 Fiir jedes u € C*(Q) mit M := (diam Q) (supgu — supgg uy) > 0,
und fir jede stetige, nicht-negative Funktion g auf R™ gilt:

/ gdLl" < / g(Vu) ‘
B (0) ¥ N[u>0]

awﬁmu
n D*

‘ acr.

Beweis:

Die Abbildung f := Vu ist Lipschitz-stetig auf Q und kann somit zu einer Lipschitz-
stetigen Funktion auf ganz R™ fortgesetzt werden. Die Verkettung g o Vu ist stetig, also
insbesondere L™ —messbar auf €2, und ausserdem nicht-negativ. Wenden wir die allgemeine
Fléchenformel (8.16) auf g := (g o Vu) Xrinp>o) Wnd f = Vu an, so erhalten wir:

gdﬁn:/ 9 XTu(T Nl dLrn
/Vu(Fim[u>0}) g~ -Vl N[u>0])

= / . /( —— )(QOVU) Xrt rpuso)dH dL" (2) = / (90 V) X ppuso) | det(D*u)| dL”
_ / g0 Vu|det(D2u)| L. (8.18)
L N[u>0]

Beachten wir noch die Ubereinstimmung von x, mit Vu auf [';7 und dass y,(z) = 0 genau
fir x € Q\ T} (Q) gilt, so erhalten wir aus (8.18) und (8.15) die Ungleichung:

/ gdL" < / 9(Vu) ’
Xu ([u>0]) Fjﬂ[u>0}
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Ausserdem gilt Formel (8.12) aus dem Beweis von Proposition 8.2 fiir die ,,runtergezogene”

Funktion @ := u — sup u4, also wegen [a > 0] C [u > 0] und x4 = Xu
o0

By (0) € xa([a > 0]) € xu([u > 0]),

mit M := (diam Q)" (supg u — supyq uy) > 0, sodass sich die Behauptung der Propo-
sition aus (8.19) ergibt.

/1]

Beweis von Satz 8.1:

Zuerst nehmen wir u € C?(Q2) an. Weiter geniigt es, supgu > supgq us zu betrachten.
Aus der Definition der oberen Kontaktmenge und der Taylorentwicklung von u € C?(Q)
bis zur zweiten Ordnung folgt, dass D?(u)(z) in jedem Punkt z € I';} negativ-semidefinit
ist. Desweiteren erinnern wir an die elementare Holder-Ungleichung

a1b1 + ang S (aff + ag)l/p (b‘f + bg)l/q

1
q
Ausdruck [b||Vu| + f— = |b]|Vu| + %‘ w, fiir ein beliebig fixiertes g > 0, mit p :=n und

q = -5 (falls n > 1) an, so erhalten wir (wegen ¢ < 0) auf T';} N [u > 0]:

fir ¢,p € (1,00) mit % + = = 1 und nicht-negative a;, b;. Wenden wir diese auf den

0< —aij&-ju < biOu+cu— f < |bHVU| + fo <
< (o™ + 17 (Yl 1) g1y,

wobei

(Ja|? + |b|)Y2  fiir 1 < ¢ < oo,
H (avb) ”qu
max(|al, [b]) fiir ¢ = 0o

gesetzt sei. Definieren wir nun
9®) =l (i 1) I, /{1y

so ist dies eine nicht-negative, stetige (und durch =" beschrinkte) Funktion, und wir
erhalten auf I’} N[u> 0] :

O n -n n\1l/n
1/nawawu < (o™ + " (f2)") .

—9(Vu) nD* — nD*

Fiir M := (diam Q)™ (supg u — supyg uy) > 0, folgt zusammen mit Proposition 8.4:

_aau n
n < ] n<
/ gdL" < / g(VU)<7nD* ) L <

By (0) I'fN[u>0]
1 " + 7" (f2)"
< — ) i
= o / ) ar (8.20)
T Nu>0]
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Mittels der Ungeichung a!/P 4 b'/P < 21_% (a+ b)%, fiir nicht-negative a,b und p € [1, ),
folgt hier fiir p=n—1, a:= |p|" und b := p, falls n > 1:

g(p) = 227"(Ip|" + 1),

und trivialerweise g(p) > (|p| + u)~! falls n = 1, also fiir jedes n > 1:

M -
n—1 M
/ gdLm > nwn21_”/ I—i- — dr = 21_"wn log (—n + 1).
r
By (0) 0 : s
Zusammen mit (8.20) folgt:
N 2T [ e
log (—n + 1) < — / .

7 n"wy, D
I'f N[u>0]

Wir lassen nun p \/|| f—/D* HL”(ij[u>0}) fallen und erhalten

- on—1 |b|™ 1/n .
31 < [ exp (nnwn (1+ / f)) 1 P ooy -
i Nu>0]
Wegen M = (diam Q)= (supg u — supyg uy) folgt (8.6) fir u e C2(Q) .
//
Fir u € W2'(Q)NC%Q) nehmen wir zuerst an, da
aij/D*, bz/'D* S LOO(Q) (8.21)
Wir wahlen wu,, € C*°(Q) mit
U, — u stark in W2™(9),

d.h. fiir jedes Q' ccC Q gilt

Uy — u  stark in W2 ()
und insbesondere wu,, — u stark in C°(€Y). Daher kénnen wir weiter annehmen, daf
Uy < uin €, sodass

Ly, = Lu + ai;0;(um — w) + 0;0; (U — u) + c(ty, —u) >

>—f_+ aijaij (um — U,) + blaz(um — u)

wegen ¢ < 0 gilt. Dann folgt aus (8.6) fiir die approximierenden u,, € C?(€Y) (anhand des
obigen Zwischenresultats), zusammen mit der Zusatz-Annahme (8.21) und wegen f/D* €
L"(Q) :

supu = lim supu,, < limsup (sup Um + + C(A,n)diam Q'

Q m—00 Q m—00 o0
( )

%81](107,1 — u) +

Oi (U — u)’

( 1=/ (et Aum>0) +’

114



< %1&1][/) uy + C(A,n)diam Q' || (f—/D¥) limjup X(TE, fum>0]) |z ()5

wobei wir hier T’} beziiglich @' betrachten. Mit (8.7) und [u,, > 0] N Q' C [u> 0], da
Uy < win €, sehen wir

h,f?j;lop X (1, ()N [t >0]) = X (@)Nn[u>0])"

Dies ergibt (8.6) fiir u € VVZ?)C”(Q) NC%Q) auf ' cC Q unter der Annahme (8.21) an L.
Fiir allgemeines L , an welches also keine zusétzlichen Voraussetzungen gestellt werden,
schreiben wir:

spec(ai;) ={0 < o1 < ... <oy < 00},

und wir setzen
L. := L+ ¢e(o, + |b])A,

also
a;; = aij + &(on + [b])di;-
Dann gilt
spec(as;) = {01 +e(on +[b]) [ I=1,...,n},
und

e(on + b)) I < (a5;) < (1 +€)on +€[b]) L.
Daraus folgt

D* = (II7_,07)"/" < D wund ¢b| < e(o, + |b]) < DI, (8.22)
und ausserdem
(ot Dy (0 + [b])" ot )
D e (op + b)) (on +e(on + 1)) on+elon+ (b)) T
also )
1> 5(02;:") 50 fast iiberall auf . (8.23)
1>
Da ausserdem
On On 1
LI L g
Df ~e(on+1b]) ~ €

gilt, folgt insgesamt;:
a% < ( 8)
D — "

3

und auch

[bif(z) _ bl(x) _ 1

Dz(z) ~ elbl(z)
falls |b|(z) > 0 ist. Insbesondere erfiillt somit der gestérte Operator L. die Zusatz-
Voraussetzungen (8.21). Da wir Ungleichung (8.6) fiir u € V[/lic"(Q) NC%Q) auf ' cc Q

fiir solch einen Operator bereits bewiesen haben, folgt nun mit rechter Seite
f:=f+e(on+ |b])A(u) und mittels (8.22):

supu < sup U4+
Q oY
+C(A,n)diam Q' || f-/D* Lot (@)nuso) +C (A n)diam 94

clont )|
L ()

D:
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Wegen Au € L™(©) und (8.23) konvergiert der letzte Term anhand des Satzes von
Lebesgue gegen 0 fiir ¢ — 0, und (8.6) folgt fiir u auf jedem Gebiet ' CC Q.
Schliefllich wéhlen wir 2, C Q41 CC Q mit Q = UX_,, , und erhalten mit u €
CO(Q), f/D* € L™(R)) und (8.7):

supu = lim supu <
QO m—r0o0 Qm

< limsup ( sup uy + C(A, n)diam Q|| f= /D" || pn 0t @u)nus0) > <

m—00 OQm

< S;g%) ut + C(A,n)diam Q|| f~ /D" || o rt ()nuso
und (8.6) folgt fir w auf Q .
/1]

Mit dem Alexandroff’schen Maximumprinzip erhalten wir folgenden Eindeutigkeitssatz.

Satz 8.2 Fiir einen linearen, elliptischen Differentialoperator L in Nicht-Divergenzform,
der (8.1) - (8.3), (8.5) in Q CC R"™ offen erfillt, f mefbar in Q und ¢ € C°(Q),
hat

Lu=f 1inQ,

u=¢ auf 0N

héchstens eine starke Lisung u € VVZ?)’C"(Q) neo Q) .

Schliellich erhalten wir folgendes starke Maximumprinzip.

Satz 8.3 L sei ein linearer, elliptischer Differentialopeqrator in Nicht-Divergenzform,
der (8.1), (8.2) in Q CR"™ offen und zusammenhdngend, erfillt, L € L*°(Q) wund

aii&i&; > ATYEPR fir € € R™ (8.24)

fiir ein 1< A < oco. Weiter sei u € W2"(Q),

loc

Lu>0 inQ

und ¢ <0 bzw. ¢=0. Nimmt u ein inneres nichtnegatives bzw. beliebiges Mazximum
auf Q an, so ist u konstant.

Beweis:
Ist w differenzierbar, so kénnen wir dem Beweis des Hopf’schen Maximumprinzip (3.4)
folgen, wobei wir das Alexandroff’sche Maximumprinzip, Satz 8.1, anstatt Korollar 3.2
verwenden.

Nehmen wir an, dafl das Theorem im allgemeinen Fall falsch ist, so nimmt w sein
Maximum M = supgu in ) an, ohne konstant zu sein. Dann existieren konzentrische
Bille 0.B.d.A. mit 0 als Zentrum

B,(0) cC Br(0) cC Q
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mit

u< M auf B,(0),
u(zg) =M fiir ein zy € Br(0) — B,(0).

~—

Fir a >0 setzen wir
a2 2
v(x) = el _ g7

Wir rechnen, da ¢ <0 und mit (8.24),

n
Lo(z) = e*a|x‘2[4a2ai]~xim]~ — 2« Z(a“ + biz;)] +cv >
i=1

> e~ P 402 A 22 — 20() " aii + [bllz]) + ¢] = 0 auf B(0) — By(0)
1=1

fir o grofl genug, da aj;,b,c € L®(Q). Da ¢ <0 und M >0 oder ¢=0, gilt

L(M —u—¢cv) <0 in Br(0) — B,(0)
fir € > 0. Auf 0BR(0) gilt
M—-—u>0, v=0.
Weiter gilt 8inf (M —u) >0, also

4

M —u—ev>0 auf 0B,(0)

fir e klein.
Mit dem Alexandroff’schen Maximumprinzip, Satz 8.1, folgt

M —u—ev>0 in Bgr(0)— B,(0).

~—

Aber es gilt x9 € Br(0) — B,(0) und
(M —u—ev)(zg) = —ev(zo) <0,

also ein Widerspruch.

/1]

Wir kommen zu den Calderon-Zygmund Abschitzungen, die fiir 1 < p < oo die W2P—
Norm einer starken Losung von (8.6) durch die LP— Norm der rechten Seite und schwéche-
re Normen der Lésung abschétzt.

Wieder betrachten wir zuerst den Laplace-Operator A auf dem Ganzraum.

Lemma 8.5 Es sei 1 <p<oco. Fir uec W*P(R") gilt

| D*u |zprn)< C(n,p) || Au || Loy - (8.25)
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Beweis:
n =1 ist trivial.
Fiir u € W2?P(R") existiert mit Proposition 5.11 eine Folge u,, € C§°(R™) mit

Uy — v stark in W2P(R™).

Gilt (8.25) fiir w,, , so folgt (8.25) auch fir w . Also geniigt es, u € CP(R") zu
betrachten.
Nach der Green’schen Darstellungsformel (2.10) gilt

u(w) = [T - p)duly) dy =z e R,

wobei I' die Fundamentallosung des Laplace-Operators ist, d.h.

1
I(z):= 711(2 —n)wn
— log |z| n=2.
2m

lz[>™" n >3,

Also ist u = NAu das Newtonpotential seines Laplace, und (8.25) folgt aus der folgenden
Calderon-Zygmund-Ungleichung fiir das Newtonpotential.

/1]

Lemma 8.6 (Spezialfall der Calderon-Zygmund-Ungleichung) Es sei 2 CC R"
offen, n>2,f € LP(),1 <p < oo und das Newton-Potential

<Nnmw=/fm—yﬁ@my

Q

wobei T die Fundamentallosung des Laplace-Operators ist. Dann gilt Nf € W2P(Q)
und

I DN ) o)< Cln,p) || f llzoe) - (8.26)

Beweis:

Zuerst betrachten wir p =2 . Fiir f € C§°(Q) C C§°(R") ist u:= Nf € C*(R") und
mit Proposition 2.2 gilt Au = f auf R". Fiir R > Ro mit Q C Bg/5(0), gilt mit dem
Divergenzsatz

n

/ ]D2u|2 = / Z |8iju|2 = — / 8ju 8]“11, + / 83'11, al-ju v; =

Br(0) Br(0) "= Br(0) 9BR(0)
/ 8jju Oy — / Vj aju Au + / aju &ju Vv; =
Br(0) 9dBr(0) 9dBRr(0)
_ / N / Vu-9,Vu, (8.27)
Br(0) 9dBRr(0)
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da Au = f =0 auf 0Br(0) . Mit den Abschétzungen (2.8) folgt fiir |z| > Ry und j = 1,2:
|DIu(z)| = |/QD§F(9«“ ) f(y) AL (Y)] < Cu || fllLroy a7,

wenn man noch beachtet, dass |z| < |z —y|+ |y| < |z —y| + %‘ und somit |z| < 2|z — y|
fiir y € Bp,/2(0) und |z] > Ry gilt, woraus wegen (2 C Bp, 2(0) insbesondere

sup |JI _ y|27nfj < 2n+j72 |x’2fnfj
yEN

fiir |x| > Ry folgt. Dies ergibt

| / Vu-9,Vu| < Cp || f | 71q) R"'RV"R™ =0 fiir R — o0,

0BRr(0)

und (8.26) folgt wegen u := N(f) aus (8.27), hier zunéichst fir f € C§°(©2) und mit
C(n,2)=1.
Fiir allgemeines f € L?(Q2), wiihlen wir mittels Proposition 5.7 f,, € C§°(Q) mit
fm — f  in L*(Q).
Mit Proposition 2.2 ist
N : L*(Q) — L*(Q)

stetig, also
Nfn — Nf in L*(9Q). (8.28)

Aus dem eben Bewiesenen folgt
limsup || D*(N fin) [|2) < limsup || fin l22@)=1 f 220 -
m—00 m—00

Kombinieren wir dies (mittels partieller Integration) mit (8.28) und Proposition 5.9, so
erhalten wir Nf € W22(Q) und (8.26) fiir beliebiges f € L?(f2) . Damit ist (8.26) fiir
p =2 bewiesen.

//

Fiir feste 1 <i,j5 <n erhalten wir den stetigen, linearen Operator

dijN : L*(Q) — L*(Q),
Aus (8.26) fir p =2 und der Tschebychef’schen Ungleichung erhalten wir

Cu | £ 22

L(0N S| > 1) < ——

firt >0 (8.29)

und fiir jedes f € L?(2). Als niichstes zeigen wir

Co I f o)

(0N S| > 1) <

fiir ¢ > 0 (8.30)
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und fiir jedes f € L'(Q). Wir setzen f € L'(Q) auf R" —Q durch 0 fort, fixieren ¢ > 0
und wéhlen R >0 mit

QC Qo:=[-R,R]",

| f [l @)< tL(Qo).

Nun fithren wir eine Calderon-Zygmund-Zerlegung des Wiirfels )¢ durch, d.h. wir hal-
bieren die Seiten von )y und zerlegen Qg in 2" kongruente Unterwiirfel (). Diejenigen

Q , die
][\f\St
Q

erfiillen, werden weiter unterteilt. Die restlichen Wiirfel, die

JLEE
Q

erfiillen, fassen wir sukzessiv in eine Familie {Q;};ey von Unterwiirfeln zusammen, deren
Inneres sich paarweise nicht schneiden. Jedes @); ist in einem eindeutigen Vorgéangerwiirfel
Q; doppelter Seitenldnge enthalten, der

(8.31)

][\f\ <t (8.32)
Qi

erfiillt. Da £"(Q;) = 2"L£"(Q;) , folgt

t < 4f| <2mt. (8.33)
/

Wir setzen
A= Qo — UienQy,

und sehen, daf fiir jedes x € A eine Folge @),; von Unterwiirfeln mit beliebig kleiner

Seitenlédnge und
][ Ifl<t
Qz,l

existiert. Da fast alle = Lebesguepunkte von f sind, folgt
|f| <t fast iiberall auf A. (8.34)

Nun zerlegen wir f in zwei Teile. Es sei

f(z) firze A

9(@) := ][f fiir 2 € Qp,1 € N, (8.35)
Q

und



Mit (8.33) und (8.34) folgt

lg| < 2"t fast iiberall auf Qo,
h=0 auf A,
/h =0 firleN
Q
Weiter gilt
J1al=1 < [ir
Q Qi Qi

und damit
19 oyl P Izt <2 1 f o) -

Da 0;;N linear ist, gilt
|0ijN f| < |0i5Ng| + |0;;Nhl,

also
L(|0i; N f] > t) < L™(|0;jNg| > t/2) + L™(|0;; Nh| > t/2).
Fiir den ersten Term auf der rechten Seite sehen wir mit (8.29),(8.36) und (8.39)
" t 4 9 2n+2 .
L"(|0;;Ng| > 5) < tjcn g HL2(QO)§ CnT 9121 )< Cut™ || f i) -

Zur Abschitzung des zweiten Terms schreiben wir

o0
h = Zhl
=1

mit
hl =h- XQi»

da h=0 auf A mit (8.37).
Wir erhalten fiir o & @Q;

0 N1u(@) = [ 0,0~ phu(w) dy = [ (0,0~ )~ 0T — 9) o) dy,
Q Q

wobei ¢ das Zentrum von (@); ist, also

Q=9+ [-0,0"

|D°T(2)| < Cpla| "1 fiir z # 0,
folgt

|0ij NIy ()| < Cn\/ﬁ@d(fv,Qz)‘”‘l/\hlL
Q
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Da fiir @ & By /7,(4) =: By

1
d(xan) > |l’ - g‘ - \/ﬁg > §’$ - g|7

ergibt sich wegen [ |z — g7t dz =nuw, f;\jﬁg r—2dr = @g_l:

Rr— B,

/ 0, Nhu(2)] da < / Cng|:v—37|_”_1</|hl|> dz < cn-/yh”.

Qo—By R"—B, Qi Qi

Setzen wir A* := Qo — UjenDB; , so erhalten wir mit Summation und (8.39)
/|3ijNh| <Cull fllzvo
A*

und somit

to _
L([105Nh] > Z10 A < Cut ™ | f |l -

Andererseits gilt mit (8.33):

LYQo—A) <3 LB) <Cu- Y LYQ) <
=1 =1

< CnZt‘ljlf! <Ot | fllve -
=1
Qi

(8.42)

(8.43)

Dann folgt (8.30) aus (8.40), (8.41), (8.42) und (8.43). Wenden wir nun den Interpolati-
onssatz von Marcinkiewicz, Lemma 8.7 unten, an, so ergeben (8.29) und (8.30), da

0ijN = LP(Q2) — LP(Q2)
fir 1 <p <2 ein stetiger Operator ist, fiir dessen Operator-Norm
| 9iiN |l (e @), Lr ) < C(n,p)

unabhéngig von €2 gilt.

Fiir 2 <p < oo,f,g € C () folgt mit Lemma 2.2, der Holder-Ungleichung und mit

(8.26) fiir ¢ = ;55 €]1,2[:

| / (0N g =] / 0,(N f)dig |=| / / Iz — )9/ (y)ig(z) dy dz |=
Q Q Q Q

= /f(&;jNg) <[l f HLP(Q)H dijNg HLq(Q)§ C(n,q) || f HLP(Q)H g ”L‘I(Q)a
Q

also
I D*N(f) < C(nyp) || f e

mit Proposition 5.9. Da N f : LP(2) — LP(£2) mit Proposition 2.2 stetig ist, folgt (8.26)

wieder mittels Approximation, partieller Integration und Proposition 5.9.
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Lemma 8.7 (Marcinkiewicz-Interpolationssatz) FEs sei  CC R"™ messbar und be-
schrinkt, 1 < q < p < oo und T eine Abbildung von LY(Q) in den Raum der
L"—meflbaren Funktionen auf €, die subadditiv ist, d.h. mit

T(f1+ f2) < T fil + [T fol,

und mit

LY|Tf| > 1) < <Tq||ft||Lq(ﬂ)>q

Tyl fllzec)\e .
f) firt>0,p < oo,

Lh(Tf| > ) < (
I Tf o)< Too || ooy  fiir p= oo,

Dann gilt fir fe L™(Q) CLY Q) mitq<r<p:

ITf @< C, ) TeT, || £ v (8.44)

mat

1 a 11—«

=4 .

r q p
Beweis :
Fir fe L"(Q) C LY(Q) und s > 0 zerlegen wir

=18

wobei

L= x> 15 = F X|f1<s)
Es ist dann f7 € L9(Q2) und f5 € LP(§2), und es gilt

TH < |Tf+ TS5

Somit folgt fiir p < co aus der Voraussetzung an den Operator T*

LT fI > 1) < LY(Tf] > ¢/2) + LT 5] > t/2) <

< (Halifloayr, (2l oy,

Fir s=1t/A, A >0 unten gewéhlt, folgt zusammen mit der Definition von f; und f3:

oo

/|Tf|” _ r/ﬂ—lc”(|Tf| > 1) dt <
Q

0

[ee] [e.e]
<rery’ [eoo( [ i) aeereny [eoe () a
0 113/ 0 14t/
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r(2T,)0 AT~ q/ﬂ” 1- q / \f\mn) dr
0

[1fI>]
r(2T,)P A™P / e 1—p / | f|pd£”) dr.
0 [1fI<7]
Da mit dem Satz von Fubini
s If]
r—1— n r—1— n 1 r n
/T o / |f|qd£)d7':/|f|q/7' v drdL :/]f\ dL
r—q
0 [1£1>7] Q 0 Q

und ahnlich

/TH—P( / f17)ac") dT—/|f|p/ reis pdeL”—/|f|Td£”
0 Ifi<r] I

gilt, folgt insgesamt

/\Tf]r < [r ~(T) A7 q+7 9T, )P AT~ p /\f\TdL‘," (8.45)

Q

Ist p=o00,so0gilt |Tfa] <Tss per Definition von fo, und fiir s =1t/(2T) :

2T, || f1 HLq(Q))q

LTSI > 1) < LT > 1/2) < (<12

Fiir p < oo wihlen wir
9 P

A=2T, 7" Ty,

wéhrend fir p = oo und A = 2T, der zweite Term in (8.45) wegféllt. In beiden Féllen
erhalten wir

| Tf [|or)< 2(

und (8.44) folgt mit

T
T_q_‘_p_T,)TT(;éTp NSl

Iy,

C(p,q,r) =2(7,_q p—

/1]

Nun kommen wir zu den Calderon-Zygmund oder LP— Abschétzungen. Dabei sei 2 CC
R™ offen, L ein linearer, elliptischer Differentialoperator in Nicht-Divergenzform

Lu := a;;0;5u + b;0;u + cu (8.46)

mit
| @ijs bis e | ()< A, (8.47)
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(@ij)i; symmetrisch und

aij(2)&& > ALEP? fiir L7-fast alle z € Q,

(8.48)
fiir alle £ € R™
firein 1 <A < oo . Weiter seien 0 <¢e,90 <1 mit
OSCBQ(QC)QQ(CLZ'J') <e€ (8.49)
fiir alle x € Q.
Bemerkung 8.8
Ist a;; stetig auf €, so existiert zu jedem ¢ >0 ein ¢ >0, das (8.49) erfiillt.
O

Satz 8.4 (Calderon-Zygmund-Abschitzungen) Es sei 1 < p < oo und L ein
linearer, elliptischer Differentialoperator in Nicht-Divergenzform, der (8.46) - (8.49) auf
Q= By(0) erfillt, mit

e=€e(A,n,p) >0

und o(€) > 0 geniigend klein. Dann gilt fir u € W2P(By(0)), f € LP(B2(0)) mit
Lu=f in By(0),
daf

I w w2 0)< C(A 7, p, 0(€) N f lzeBao)) + 1| @ 12e(Ba(0)) )- (8.50)
Fiir u, o € W*P(By(0)T), f € LP(B2(0)") mit

Lu=f in By(0)",
u=¢ auf {z, =0} N By(0),
gilt
| w w2 (B, 0)H) <

< C(A,n,p,o(e))( ” f HLP(BQ(O)H + Iy ”WQvP(Bg(O)*) + | u ||Lp(32(0)+) )- (8.51)

Beweis:
Seien zunéchst p € (0,1) und zp € B1(0) beliebig fixiert. Dann ist B,(zg) C B2(0) , und
wir betrachten

Lov := a;j(20)0v  fiir v € W2P(B,(20)).

Fir v e WO2 P(By(z0)) € W2P(R™) folgt aus Lemma 8.5 nach Anwendung einer linearen
Transformation

| D*v HLP(BQ(aco))S C(A,n,p) || Lov HLP(BQ(LL’O))é
< C(An,p)( | @ij0ijv lLr(Bywo)) + NI (@i — aij(20))0i5v | (B, (w0)) ) <

< C(A,n,p) || aijOiv || o(B, (o)) +C (A1, D)0SCE, (20 (i) | D*0 | 1o(B, (20)) -
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Fir e =¢€(A,n,p) und o = o(A,n,p) hinreichend klein folgt nun durch Absorption

| D0 || 1o(B,(20) < C (A n,p) || aijdijo | Le(B, (o)) - (8.52)
Fir 0<o<1,0/ = H'TU , wihlen wir

1 € C3°(Boro(20)),
n=1 auf Byy(zo),
DRy < Col(1— o))" fir k=0,1,2.

Dann folgt fir v:=un € Woz’p(BQ(:L"o)) mit (8.52)

I D*u | o8, o 2o Sl D (| Lo(B, (20)) <

< C(A,n,p) || na;;0iju + 2a;;0;u0jn + ua;;0;;m HLp(Bg(IO))S

1 1
< C(A,n,p)< I f Lo (By (o)) o). I Vullze(s,,,x0)) oo I ullze(s,,, (20)) )
Definieren wir

S = sup (1-0)"0" | D" || o(Brp(ee)) F=0,1,2,
0<o<1

so erhalten wir
S2 < O, p) (0 | £ lio(s, oy +51+ 50 ). (8.53)

Fir 1/2<0<1,0< 6 <1 gilt mit dem Interpolationslemma 5.26 mit ¢ = (1 —0) < 1
nach Reskalieren mit op , daf}

(I=a)o |l Vu |l r(By,(20) <
< 60(1—0)%0" || D*u || Lo(B, 4(w0)) +C(Map)8 o | (| 1o (B, (20)) <
<65y +2 C(n,p)(silso.
Nehmen wir das Supremum iiber 1/2 < ¢ < 1, so erhalten wir

51 <2 sup (1 — U)Q || Vu ||Lp(Bo_Q(x0))§ 2(552 + 4C(n,p)(5_150.
1/2<0<1

Setzen wir dies mit 6 = §(A,n,p) klein in (8.53) ein, so folgt

So < C(A, 1, p) (0% || f lLw(By(zo)) + | 1 Lo(B, (o)) )-

Wihlen wir speziell o = % in der Definnition von S5, so erhalten wir

455, _
| D*u | Lo(B, a(20)) < i < O, p) (N f lo(By @y +0 2 I w Lo (B, (o)) )-

Uberdecken wir By(0) mit endlich vielen Béllen Byjs(wo) mit g € By(0) , so erhalten
wir nach Wahl eines hinreichend kleinen ¢ = o(A, n,p) :

| D*u ||LP(BI(0))§ C(A,n,p, o)l f ||LP(BQ(0)) + |l u ||LP(B2(0)))-
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Schliellich folgt (8.50) aus dem Interpolationslemma 5.26.
Im Fall mit Rand kénnen wir ¢ =0 annehmen, da

| Lo | e B0y )< C(A, 7, 0) | @ lwze(a0)+) -

Zuerst nehmen wir
| aij = dij || (By0)) < € (8.54)

an. Wir setzen u ungerade, also mittels E_ aus (5.28), auf By(0) fort, genauer setzen
wir fiir (y,t) € B2(0)™ :
u(y, t) = —uly, —t),
aij(y, ) = (=D)L L ag . o),
bily, 1) = (= 1) iy, =),
c(y,t) = cly, =),
fy,t) := —f(y, =)

Mit Proposition 5.25 sehen wir

w € W2P(By(0)),
L erfiillt (8.46) — (8.48) auf By(0),
Il @ij — 05 || Loo(Bo (o) < &,

I f leeBaon< 2YP 1| £ Lo (Bao)+)s
Lu = f auf By(0).
Da L nicht nur die Strukturbedingungen (8.46)-(8.48) sondern auch (8.49) auf By(0),

fiir jedes o € (0, 1), erfiillt, folgt aus den bereits bewiesenen inneren Calderon-Zygmund-
Abschétzungen (8.50):

| w [lwers0)< CA D) lrB20)) + 1| w | 2o(B0)) ) (8.55)
< CAn,p)(I f leBa0)t) + 11 2 2o Bogo)+) )-
Ohne die Bedingung (8.54) existiert mit (8.49) fur beliebiges zp € {z, = 0} N B1(0) zu
€ > 0 ein ¢ > 0 und ein symmetrisches, elliptisches (a%) € R™"™ mit
I (aij) = (a3)) |22 (B, (xo) < &-

Wir nehmen im Folgenden 0.B.d.A. o = 0 an, da dies durch eine Translation des R"
erreicht werden kann. Da die Matrix (agj) symmetrisch und elliptisch ist, existiert nach
dem Satz von Sylvester eine Matrix B € GL,(R), die gerade B - (a;) - BT = (8;;) erfiillt.
Definieren wir also die Koeffizienten-Matrix

aij(z) := B (ay)(B~ a) - BY
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fiir  aus einem kleinen Ball B, (), so erfiillt diese

| @ij = 0ij oo (Bey o)) <II B - ((asg) (B~ ) = (a})) - BY || Loo (8o ofao))
<| Bl (aij) = (a3)) llzoe(Bo(zop <Il B |I* €

fiir ein hinreichend kleines ¢y = co(xg) > 0, fiir welches B™1(Be, o(z0)) C B,(wo) gilt
(xo = 0). Definieren wir nun weiter:

a(x) == uw(B~'2), bi(z) := Bijbj(B~'z), &) := ¢(B~'2) und f(x) := f(B~'x), fiir alle
x € Be, (o), so sechen wir zunéchst mittels der Kettenregel aus Proposition 5.17:

D?*u(z) = (BYHY! - D*w(B™'z)- B! und Vi(z) = Vu(B 'z) - B~ (als Zeile)

und daher

(La)(x) = Spur((ag) - D u))(x) + (b, V) (2) + ez
= Spur(B (aij
+(B-b(B™ x), (BT) ™ )7)+
= Spur((a;;)(B~'z) - D*u(B~ ' 2)) + (b(B~! ), Vu(B™'2)T) + (cu)(B™
(

fir x € By o(x0). Da die Matrix (a;;) offenbar wieder elliptisch auf By, ,(x0), mit eventuell
kleinerer Elliptizitdtskonstante /NX(xo) > 0, ist und ausserdem die zusitzliche Bedingung
(8.49) auf Be, o(z0) wegen “|| Gij—6ij [|Loo(By, 4(x0)) S| B | &” erfiillt, diirfen wir das obige
Zwischenresultat (8.55) auf @ auf B e (zo) (anstatt auf B;(0)) anwenden und erhalten
nach geeigneter Skalierung von :

| @ HWQvP(B#(xO))S C(A(w0),m,p,c0(x0), 0) (|| f | Lo(Bey ooy + 1| T 11L0(Buy o(a0)) )-

Da B invertierbar ist, existiert ein g = o(zo) > 0, sodass der Ball B;(xp) in B_I(Bcgig (x0))
enthalten ist (zg = 0), und der Transformationssatz der Lebesgue-Theorie liefert schlies-
slich zusammen mit den obigen Beziehungen fiir die (schwachen) Ableitungen zwischen @
und u:

I w28y, (20) < C(A, A(zo),m,p, c0(20), 0) (|| f lLo(Baoy) + I I Lo(Ba(o)+) )-

Durch endliche Uberdeckung von {z, = 0} N By(0) durch Bille Bi(a) (o) folgt hieraus
schliesslich die Existenz eines cg(A, o(€)) > 0, mit dem die gewiinschte Randabschétzung

| w lw2.e (B, (0)n{0<an<co(ro(e)) DS C (A 1,0, 0()) (I f e (Booy+) + 11 Lo (Bo0)t) )

folgt. Da mit den inneren Abschétzungen (8.50) sofort

| lw2r By () {znscohoe@) ) < C(A 1D, o)) f ey +) + I w l2e(Ba0)+) )

folgt, erhalten wir insgesamt also (8.51).

/1]
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Satz 8.5 (Globale Calderon-Zygmund-Abschitzungen) FEs sei  CC R™ offen
mit 00 € CH1 1 < p < oo, und L ein linearer, elliptischer Differentialoperator in
Nicht-Divergenzform, der (8.46) - (8.49) auf Q erfillt, mit ¢ = (Q,A,n,p) > 0
gentigend klein. Dann gilt fir u, € W2P(Q), f € LP(Q) mit

Lu=f fast iberall in 2,

u=¢ auf 0,
daf
I'w llw2p@)< CO A, p, 0@)] f [lr@) + 1| @ lw2e@) + [l w llLe@))- (8.56)

Beweis:

Wir kénnen ¢ =0 annehmen.

Wir betrachten zg € 99 . Da 99 € C1! | kénnen wir 9Q in einer Umgebung U (o)
mit einem C!—Diffeomorphismus ¥ glattbiegen, und

G:=uo U™t € W?P(By(0)")

erfiillt
=0 auf {z, =0} N Bz(0).

Betrachten wir wie im Beweis von Satz 7.3 den Differentialoperator L mit Koeffizienten
ag] = (aijailllkaj{/l) o \I/_l,
Bk = (aijaijlpk + bzaz\I!k) o \Ilil,
¢:=coU e L®(By(0)"),

und )
Fi= fout e IP(By(0)"),

so gilt 3 B
La=f in By(0) .
Weiter erfiillt L (8.46) - (8.49) mit A, g,e ersetzt durch C(A, ¥, n), co(¥)o, Co(¥, A)e .

Setzen wir

V(ao) = U7 (B (0),
so erhalten wir aus den Calderon-Zygmund-Abschétzungen (8.51) am Rand, daf§
| w lw2e vz < C(¥,n,p) || @ [lwar(s, )<
< C(W, A,n,p,0E) (| f ooty + 1 @ llooo0)+) < (8.57)
<O, A, p, 0@) S llze) + T llzee))-

Genauso erhalten wir mit Satz 8.4 fiir jedes xg € 2 eine Umgebung V(zo) C Q mit

I l[w2e (v iz < C(A, d(wo, 02),m,p, 0(€)) (I f llze() + 1| [l ze(e))- (8.58)
Da Q kompakt ist, existieren endlich viele z1,...,zx € Q mit

QCV(z)N...uV(zy),

und (8.56) folgt aus (8.57) und (8.58).
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Die Eindeutigkeit von starken Losungen aus W?2? fiir das Dirichletproblem mit ¢ < 0
folgt fiir p > n aus dem Eindeutigkeitsatz 8.2, bzw. dem Alexandroff’schen Maximum-
prinzip, Satz 8.1. Fiir 1 < p <n brauchen wir zuerst ein Regularitétsresultat.

Satz 8.6 FEs sei 2 CC R"™ offen, 1 < p,q < oo, und L ein linearer, elliptischer
Differentialoperator in Nicht-Divergenzform, der (8.46) - (8.49) auf Q erfillt, mit ¢ =
e(A,n,p,q) >0 und f € LP(Q) .

Fiir eine starke Losung u € W4(Q)) won

Lu=f i<

folgt dann u € VVZQO’S(Q) . Ist weiter 0Q € CYY e =e(Q,A,n,p,q) >0 und
u=¢ auf 0}

fiir ein o € W*P(Q) , so folgt u € WP(Q) .

Bweis:
Es gentigt p > g zu betrachten. Wir betrachten zy € 2 und

By, (x09) CC Q

mit 0 < gg < o . Also existiert mit (8.49) ein symmetrisches, elliptisches (a%) € Rmxm
mit

0
| aij = aij | (Byy (o) < €-

Wir withlen 7 € C§°(By,(w0)) mit n =1 auf B, /s(wo) . Wir setzen
vi=un € Woz’q(BQ0 (x0))

und sehen

Lov := a%@ijv = (a?j —ai;j)0iv+¢g inR", (8.59)

wobei

g = a;j 0;jv = L(v) — b; 0jv — cv
= nL(u) + 2a;; O;u 0jn + wa;;0;;m + wb;0in — b; ndyu — by Oimu — cun
=nf —nb; 0iu — ncu + 2a;;0;u 0;m + w ai;0im. (8.60)
Aus u € W29(Q) folgt mit dem Sobolev-Einbettungssatz, Satz 5.3:
uc MGZZLQ/(”—l)(Q),

also zusammen mit (8.47) g € L"(B,,(zo)) fiir

r:=min(p,ng/(n — 1)) €]q,p. (8.61)
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Wie im Beweis der Rand-Abschétzungen (8.51) in Satz 8.4 kénnen wir anhand einer Trans-
lation, die xy auf 0 verschiebt, und anhand einer linearen, invertierbaren Transformation
B des R", die gerade B - (a%) - BT = (8;;) erfiillt, 0.B.d.A. zp = 0 und
ay; = dij,
v € Wy (Bya(0)), (8.62)
| aij — i [l Lo (B, (0)) < C(A)e

fiir ein hinreichend kleines o(A) > 0 annehmen. Approximiert man v € T/VO2 “(By(a))
mittels einer Funktionen-Folge {v;} C C§°(Byy)) in der W24(B,y))—Norm, so liefert
die Green’sche Darstellungsformel (2.10): N(Av;) = v; auf B,s) und somit im Limes:

N(Av) = v auf By, anhand der Stetigkeit des Newton-Potentials N : LI(By)) —
L(B,p)), nach Lemma 2.2. Mittels (8.59) folgt also anhand von agj = 0

v = N(2v) = N(Lo(v)) = N((8; — ai;)00) + N(g). (8.63)
Nach Lemmata 2.2, 5.26 und 8.6 ist
N : L*(Byp)) = W>*(Bya)) (8.64)
eine stetige, lineare Abbildung fiir alle 1 < s < co , insbesondere ist
Ng € W*"(B,p)) € W?9(By))- (8.65)

Wir definieren den nach Lemma 8.6 linearen, stetigen Operator T : W275(BQ(A)) —
W?25(By(yy) durch
Tw := N((61] - aij)&jw),

und (8.63) schreibt sich als Fixpunktgleichung
v="Tv+ Ng. (8.66)
Fiir s =gq,r erhalten wir mit (8.62) und (8.64)

| Tw les(BQ(A))SH N HL(LS(BQ(A>),WQ’S(BQ(M)) | (ai; — 6ij)0ijw HLS(BQ(A))S

< C(A,n,8) || (aij — 6ij) 0w |l ps (B, )< C(A 1, p,q)e || w llz.s

By By(a))?

und fiir € =&(A,n,p,q) geniigend klein

1
I7I< 5,

Wegen (8.65) hat die Abbildung w — T'(w) + N(g) nach dem Banachschen Fixpunktsatz
einen eindeutigen Fixpunkt in W275(BQ(A)) fir s = q,r , d.h. (8.66) hat jeweils eine
eindeutige Losung v, in W*5(Byy,)) , fir s = ¢,7 . Da v € W%(By,,)) (8.66) erfiillt,
folgt aus der Eindeutigkeit des Fixpunktes v, in WQ’Q(BQ( INE

U = Vq.
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Da andererseits v, € W?"(By(,)) auch (8.66) erfiillt und W>"(Byx)) in W(Byx))

enthalten ist, folgt wieder aus der Eindeutigkeit der Losung von (8.66) in W9(B,yy)) :
V=0 =0, € WQ’T(BQ(A)).

Anhand der Definition von r folgt hieraus wie oben mit dem Sobolev-Einbettungssatz, Satz

2 2
5.3, mit -~ g anstatt ¢: v € (=) 9(By(a)) und somit u € w2 9(By,/2(20)) und

n—1

ge L (BQO/Q(xO)) wegen (8.60), mit

— 1 n 2
2 = min(p, ()% q).
Obige Argumentation kann somit mittels
. n l
r; := min(p, (——
! (. (—7)a)

beliebig héufig wiederholt werden, bis nach endlich vielen, also N € N, Schritten 7y = p
erreicht ist. Hieraus folgt:
(S Wz’p(B& (330))

o N
und somit

ue WE(Q). (8.67)

loc

Im Fall mit Rand koénnen wir, da 9 € C1! | fiir 29 € 9Q lokal die Situation
QN B>(0) = B2(0)*,
| aij = 6ij oo (Bo0)H) < €
und ¢ =0 annehmen, also
Lu=f in By(0)",
u=0 auf {z, =0} N By(0).

Wir setzen w ungerade, also mittels E_ aus (5.28), auf Bg(0) fort, genauer setzen wir
fir (y,t) € B2(0)™ :

u(y,t) := —u(y, —t),
aij(y,t) == (~DLHay (g, ),
bi(y. 1) := (=)L bily, ),
c(y,t) := c(y, —),
fy,t) == —=f(y,—1).

Mit Proposition 5.25 sehen wir:
u € W24(By(0)),
L erfiillt (8.46) — (8.48) in B»(0),
| aij = dij | (B2 (0)) < &,
f e LP(Bx(0)),
Lu=f auf By(0).
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Mit dem bereits bewiesenen Resultat folgt u € W2P(B1(0)) , also insgesamt u € W2P(Q) .

/1]

Mit den globalen Calderon-Zygmund-Abschéitzungen erhalten wir nun Existenz starker
Losungen fiir das Dirichletproblem.

Satz 8.7 (Existenz starker Losungen fiir das Dirichletproblem) Es sei Q CC
R™ offen mit 0Q € CY1, 1 < p < oo, und L ein linearer, elliptischer Differentialoperator
in Nicht-Divergenzform, der (8.46) - (8.48) auf Q0 erfillt, und a;; € C°(Q) und ¢ <0 .
Dann existiert fiir o € W2P(Q) und f € LP(Q) genau eine starke Losung u € WP(Q)

des Dirichletproblems

Lu=f fast diberall in €,
u=¢ auf 0.

(8.68)

Weiter gilt
| u lw2e)< C(Q A p,w)(| £ llzr) + | ¢ lw2r@))s (8.69)

wober w ein Stetigkeitsmodul fir (a;j) ist.

Beweis:
Seien wuy,us € W2P(Q) zwei Losungen von (8.68), so erfiillt wu := us — u; € W2P(Q)

Lu =0 fast iiberall in 2,
u=0 auf 0.
Mit Satz 8.6 und Bemerkung 8.8 folgt
ue W(Q),
mit Einbettungssatz in Holderrdume, Satz 5.4, u € C°(2) und mit Proposition 5.20
u=0 auf 9N

klassisch. Da ¢ < 0, folgt mit dem Eindeutigkeitssatz Satz 8.2, dafl v =0, also w1 = us ,
und es gibt hochstens eine Losung von (8.68).

Zur Existenz kénnen wir ¢ = 0 annehmen. Zuerst zeigen wir (8.69). Angenommen (8.69)
gilt nicht, so gibt es L, , die (8.46) - (8.48) erfiillen und w ein Stetigkeitsmodul fiir
Qijm , und Uy, € W2P(Q) mit wu, = 0 auf Q und

1
| Lt [[r ()< — || wm lwze(o) -
m
Mit den globalen Calderon-Zygmund-Abschéitzungen, Satz 8.5, folgt

| wm (lw2r@)< C( A1, p, W) (| Lintm | zr) + | wm [lr@@))s

also fir m > 2C(Q, A, n,p,w)
| wm [lw2p)< C(Q A1, p,w) | um (| 2e) -
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Nehmen wir zusétzlich || up, ||pr)=1 an, so folgt
| Lintm || ze)— 0, (8.70)
und wu,, ist beschrinkt in W?2P?(Q) . Fiir eine Teilfolge m — oo konvergiert
Uy — u  schwach in WP(Q), stark in WP(Q),

insbesondere
| ullze@y=1 und uw=0 aufoQ. (8.71)

Da a;jm einen gemeinsamen Stetigkeitsmodul haben, konvergiert fiir eine weitere Teilfolge
m — 00

aijom — a;; stark in CO(9Q),
bi.m,Ccm — bi, ¢ schwach in L(Q) fiir alle 1 < ¢ < oo.

Damit erfiillt L mit Koeffizienten a;j,b;,c (8.46) - (8.48), und a;; € C°(Q2) .
Aus (8.70) folgt Lu = 0 fast iiberall in 2 , und mit dem Eindeutigkeitsresultat folgt
u=0 im Widerspruch zu (8.71), und somit ist (8.69) bewiesen.

Zur Existenz nehmen wir zuerst L, f € C°°(§2) an und schreiben in Divergenzform
Lgv = 0i(ai;05v) + (bi — 05a4;)0;v + cv = a;;0;5v + bj0v + cv = L.
Da ¢ <0, existiert mit Satz 6.2 eine schwache Losung u € W2(Q) von
Lyu=f 1in Q,
u=0 auf 0.
Da f € L?(Q) und 90 € CH! | folgt mit dem Satz von Friedrichs 6.4, daf
u e WH2(Q)

ist, und mit (6.33) ist u eine starke Losung von (8.68). Da f € LP(Q),0Q € C1! | folgt
mit Satz 8.6 auch u € W2P(Q) .
Allgemeines L, f approximieren wir mit L™, f™ € C°°(Q) mit

aj; — a;j stark in (),
bi*, ™ — b;, ¢ stark in LI(Q) fiir alle 1 < ¢ < oo, (8.72)
f™ — f stark in LP(Q),

und L™ erfiillt (8.46) - (8.48) fiir 2A , und qj},a;; haben einen gemeinsamen Stetig-

keitsmodul wp . Nach dem oben Bewiesenen existieren u™ € W2P(Q) mit

L™(u™) = f™ fast iiberall in Q,
u™ =0 auf 09,
und mit (8.69) gilt

H u™ HV[/2'77(Q)S C<Q7A7n7p7w0) H fm HLP(Q)a
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fiir jedes m. Fiir eine Teilfolge m — oo konvergiert somit
u™ — u  schwach in WP(Q), stark in W'P(Q),
woraus insbesondere u = 0 auf 0f2 folgt. Zusammen mit den Konvergenzen in (8.72) folgt:
L™(u™) — L(u) schwach in L'(€).

Testen wir hierbei mit Funktionen aus C§°(£2), so folgt hieraus mittels des Fundamental-
lemmas der Variationsrechnung;:

Lu = f fast iiberall in ,

und u € W2P(Q) ist eine starke Losung von (8.68).

/1]

Schliefllich zeigen wir, dafl starke Losungen so reguldr sind wie die Daten.

Satz 8.8 FEs sei Q@ CC R" offen, 1 < p < oo, und L ein linearer, elliptischer
Differentialoperator in Nicht-Divergenzform, der (8.46), (8.48) auf Q erfillt, k > 1
und

H aij,bi,c Hok—l,l(ﬂ)g A (873)

und f € WhP(Q) .
Fiir eine starke Lésung u € W29(Q),1 < ¢ < oo wvon

Lu=f fast iberall in

gilt dann w € WrTEP(Q) und fir € cC Q

loc

I [lwrszo@n < C(Q, QA n,p K)CIL S llwio) + 1w e ) (8.74)

Ist weiter 9Q € CFL1 ynd
u=¢ auf 0}

mit @ € WF2P(Q) |, so gilt uw € WF2P(Q) und

| (lwrrem@)<

<O N n,p,k)(| f llwer) + | @ llwrtze@) + T u lle@) )-

(8.75)

Beweis:
Wieder kénnen wir ¢ = 0 annehmen. Fiir k =0 mit C~11(Q) ersetzt durch C°(Q)
fir a;; und durch L*°(Q) fiir b;,c ist die die Regularitidtsaussage wie in Satz 8.6, und
die Abschédtzungen folgen aus den Calderon-Zygmund-Abschéitzungen, Satze 8.4, 8.5, und
der Bemerkung 8.8.

Wir nehmen an, dafl obige Aussage fiir 0,...,k—1 bereits gelten. Daher erhalten wir
we WHP(Q) und fir @ cc Q' ccQ” ccQ

loc

| w sty < Q" A, p, K)(CIF lws-100) + T o) ), (8.76)
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bzw. im Fall mit Rand « € W*+1P(Q) und

[ fwirre@) < CQ A, K)CI T lwi—ro@) + 1 @ llzr) )- (8.77)

Dabei beachten wir, daf§ der Stetigkeitsmodul von a;; bereits fiir k£ = 1 durch die
Annahme

| aij [cor@)< A

gegeben ist.
Wie im Beweis von Satz 6.5 vereinfachen wir die Differentialgleichung zu

Lou := a;j0;5u = f — bj0ju — cu =: f fast {iberall in €. (8.78)

Wir sehen, dass aus (8.73) und (8.76) f € W*2(Q") mit

I f lwrr@m< CA P, K)| f lwee @y + (1w lwssie @) <

(8.79)
< O, A n,p B)(f lwrw) + 1w lle@),
folgt, bzw. dass im Fall mit Rand aus (8.73) und (8.77) f € W5P(€) mit
I f llwew)< CO A1, B f llwew + 1| @ o) (8.80)

folgt. Wir fixieren [ =1,...,n und h € R mit 0 < |h| < d(Q",0Q") , definieren u(z) :=
u(x + he;) und die endliche Differenz 0f'u wie in (5.11) und rechnen:

Lo(3f'w) = 9P f — (8l'aij)dy;u =: fI' fast iiberall in Q. (8.81)
Mit (8.73), (8.76) und (8.79) gilt

I £ =@y <N F e +Cn || s llpr-roo@ll @ st <
< C(Q,Q/”,A,n,p, k)(|‘ f ||kap(ﬂ) + || U ||LP(Q))‘

(8.82)

Aus (8.81) folgt mit (8.74) fiir k—1 und (8.76), (8.82), da 8'u € W, P(Q”) und

loc

1 0w lwrsrony < CO, Y A, p k)N lwi-reon + 11 0w || oy ) <
< C(Q, QA n,p, k)N f llwwwy + 1 wlliee) )-

(8.83)

Da wir u € I/VZIZZFLP(Q) C WHLP(Q)  bereits wissen, konvergiert Ofu —
Ay stark in W*P(Q) fir h — 0 nach (5.13). Dann folgt mit (8.83) u € W P(Q)

loc

also u € WP (©) , und auch die behauptete innere A-priori-Abschéitzung (8.74) fiir & .

loc

Im Fall mit Rand kénnen wir den Rand mit einem C*+1:!—Diffeomorphismus ¥ glatt-
biegen, und, da
v llwwszay=Il vo ¥ lpreny)

mit einer von ¥, n,p und k£ abhingigen Konstanten, geniigt es lokal

QN By(0) = By(0)"
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zu betrachten.
Da wir u € W 2P(Q) N WHEHLP(Q) bereits wissen, folgt aus (8.78) fir [=1,...,n

loc

Lo(8iu) = 81 f — (Dyai;)diju =: f; fast iiberall in By(0)T (8.84)
und mit (8.77) und (8.80)

I 1 w1001y < I F ey +Cn [l 01ais llwn-roo@ll w lwrsimio) <
<O, A n,p, k)| f llwer) + | w llze@))-

(8.85)

Wir wahlen

By3(0)" € Qo C Bs/3(0)"
mit JQ € C* und n € CF°(By/3(0)) mit n = 1 auf B1(0) . Mit Proposition 5.24
und Definition 5.5 folgt nou € Wol’p(Qo) fir [ =1,...,n—1 und mit (8.84), da
u € Wit (By(0)1), a5 € CH11(By(0)7) = W (By(0)*)

loc
Lo(noju) = a;;0;;(nOju) =
0("7 1 ) j 1(77 1 ) (8.86)
= nfi + 2a;;0;n0;u + a;j0indu =: fi, fast iiberall in By(0)7,

wobei
| fin lwe-10By0) ) < CO A0, p, )N f k) + | e )

mit (8.77) und (8.85). Bei Beachtung von ndju € Wol’p(Qo) folgt aus (8.86) und (8.75)
fir k—1 und (8.77), daB ndu € WFTLP(Qg) und

| O HW’VH’P(Bl(O)ﬂSH noju HW’@HJJ(QO)S
< CAn,p, k)| fin llwe—1p90) + I MO (| zo0q) ) <
< C(QvAa n,p, k)( H f ”kap(Q) + ” U ”LP(Q) )a

insbesondere

| 9iju llwrr (s, 0)+) < CO A0, D K)(CI| f lwre@) + | w e ) fir (4,5) # (n,n),
(8.87)
da wir u € W}T2? (©) bereits wissen. SchlieBlich erhalten wir mittels (6.23) aus Satz 6.3,

loc

hier angewandt auf (8.78), daf3
Onpntt = a,}%( — Z aij@-ju + f) in BQ(O)+,
(i.5)#(n.n)
also zusammen mit || a;; [|or-11(0)< A, der Elliptizitits-Voraussetzung (8.48), (8.80) und
(8.87):
| Ot (B, 0y < O A, 0, BN f lwkry + 1w [l 2o )-

Zusammen mit (8.87) und (8.77) folgt w € W*+>P(B1(0)*) und

| u flwrren s )< COUARE) | f [lwer) + T wllze@) ) (8.88)

Uberdeckt man 9 mit endlich vielen Billen, so folgt u € W**2P(Q) | und (8.75) (fiir
k) folgt aus (8.74) und (8.88).

/1]

137



Teil 111
Harnack-Ungleichung

9 Harnack-Ungleichung fiir Gleichungen in Divergenzform
Die Harnack-Ungleichung wurde 1961 von Moser fiir Gleichungen der Form
9i(aijOju) =0

bewiesen. Dies wurde 1964 von Serrin und 1967 von Trudinger auf allgemeinere Gleichun-
gen in Divergenzform erweitert. Wir beweisen die Harnack-Ungleichung hier nur fiir linea-
re Gleichungen und folgen der Darstellung [GT] in §8, in der der Beweis in die schwache
Harnack-Ungleichung und lokale Maximum-Abschétzungen zerlegt wird.

Wir betrachten die lineare, elliptische Differentialgleichung in Divergenzform auf € C
R™ offen

Lu := 0i(a;j05u + bju) + c;0u + du = f +div g (9-1)
mit
aij()&& > A7LE? fiir Ln-fast alle € Q, 9.2)
fur alle £ € R™,
aij, b, ci,d € L®(Q)
Il aij @)= A (9.3)

I11bi] + leil + 1d]"? || zooo) < T,

fiir ein 1 <A, T < oo und g€ LI(Q), f € LY?(Q) fiir ein ¢ >n,2 und § :==1-n/q >0 .

Fiir Losungen, Ober- und Unterlésungen u von (9.1) werden die essentiellen Suprema
bzw. Infima, im folgenden kurz mit supwu und infu bezeichnet, gegen unterschiedliche
LP—Normen abgeschétzt, wie die folgenden 3 Sétze aussagen.

Satz 9.1 (Harnack-Ungleichung) u € W12(Bs,(0)) sei eine nicht-negative, schwache
Lésung von (9.1)

0i(a;j0ju + bju) + c;0ju+du = f+div g in B,(0),

mit (9.2), (9.3). Dann gilt

< : 26 9 )
sup w < C( ok ut 0 I lsaramyy +2" 19 Iieisagioy ) (9.4)

mit C =C(n,\,To,q) .

Satz 9.2 (Schwache Harnack-Ungleichung) u € WU'2(By,(0)) sei eine micht-
negative, schwache Oberlosung von (9.1)

ai(aijé?ju +biu) + ci0u+du < f +div g in 329(0)7
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mit (9.2), (9.8). Dann gilt
0P || u |22 (B,(0)) < C(Bin(f(;)u +0® | f | Lar2(Ba, (0)) +0° |l g | La (B2, (0)) ) (9.5)
o

fir 1<p<n/(n—2)und C =C(n,\,To,q,p) .

O

Satz 9.3 (Lokale Maximum-Abschétzung) u € W12(By,(0)) sei eine schwache
Unterlosung von (9.1)

0i(a;j0ju + biu) + ¢;0;u+du > f+div g in Byy(0),

mit (9.2), (9.3). Dann gilt

;U(Ig) uy < C(Q_n/p | ut [ r (B, (0)) +0® || f | Lar2(Bay(0)) +0 || g | La (B2, (0)) ) (9.6)
o

fir p>1und C =C(n,\,To,q,p) .

Beweis der Sitze 9.1 - 9.3:
Es geniigt 0 = 1 zu betrachten. Wir schreiben (9.1) als quasi-lineare, elliptische Diffe-
rentialgleichung in Divergenzform

div(A(.,u, Vu)) + B(.,u, Vu) < (>)0 (9.7)

je nachdem, ob wu eine Unter- oder Oberldsung von (9.1) ist, und mit

B((L‘, Zap) = Cl(x)pl + d(,I)Z - f(CL‘)
Fir u > f "éq/2(32(0)) + 1l 9 llna(Bao)) schen wir fir z > 0,z := z + p, b := |b| +
ptgle = lef,d = |d| + ! f]
[A(z, z,p)| < Alp| + b2,
p- Az, z,p) > (20) 7 p]> — AB*Z2,
|B(x,z,p)| < elpl| + dz,
I V+e+d HL‘I/Z(BQ(O))S C(n,T).
Wir setzen @ := us + p > g > 0 und betrachten fiir 1,u < K < oo die Funktion
oK € CL([0,00]) fiir B> 1 definiert durch
zﬁ—uﬁ fir0<z< K,

vi(z) =
BEA=1y — (B—1)KP — P fiir 2 > K,
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und @ € CY(]0,00[) N C1(J0,00[) fiir 0 < B <1 definiert durch

oK (2) = p(z) =27 — P

und fiir 8 < 0 definiert durch

o (2) = () = 2.
In allen Fiéllen gilt
0 < sgn(B)(z) < |B|max(p’~1, KP~1) < oo fiir 2 > 4, (9.9)
0 < or(z) < A+ I8k (2)lz fir 2> p, (9.10)
und fir 8 >0 gilt
wr(u) =0 auf [u <0]. (9.11)

Fiir n € CY(B2(0)),n > 0, setzen wir vg = n’px(u) und sehen mit (9.9) und
U= uy—+p > p > 0 anhand der Kettenregel aus Proposition 5.15, dal vy € WOLQ(BQ(O)) ,
und weiter mit der Produkt- und der Kettenregel aus den Propositionen 5.14, 5.15:

Vog = 772g0'K(ﬂ)Vﬂ +2nVn pk ().

Nach Einsetzen in die Differentialgleichung (9.1) erhalten wir

/77290/]((11)141'(-7“7 Vu)oiu < (>) (9.12)

< (2) 2/”@K(“>Ai('7u’ Vu)am+/77290K(U)B(~7U7VU)7

je nachdem ob wu eine Unter- oder Oberlésung von (9.1) ist. Dabei sei [ > 0 fiir
Unterlésungen und g < 0 fiir Oberlésungen.
Zusammen mit (9.8), (9.9), (9.11) und

[ Vu auf [u>0],
Vu—{o auf [u < 0]

ergibt sich aus (9.12) fiir jedes 5 # 0:

(20)! / PPl (@) |Vl < (9.13)

<A / Pl ()] + 2 / DI Vnl(AIVul + ba)px () + / (el Vul + da)px (@),

Mit (9.10) und (9.11) kénnen wir in den letzten beiden Integralen Vu durch Vi ersetzen
und anschliessend ¢ (@) durch (1 + |B3|71)|¢ (@)@ nach oben abschiitzen. Dies ergibt
durch mehrmalige Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung fiir jedes 8 # 0:

_ _ 1 _ _
[ i@l vl < 5 [ i@l [vaf+

O+ 18 [ (PO + &+ D)+ Vi) @)

Da [ n?|¢)(0)||Vul|? < oo, erhalten wir fiir v? :=b*>+ ¢ +d,|B| > By > 0, mittels
Absorption:
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[ec@ivap < coum)( [vrlec@la + [Ivallek@a). o

Setzen wir nun
aPD/2 fiir jedes B # —1,
logu fir g =—

und 7 := B+1, und beachten wir ¢(z) = 327! fiir <1, so schreibt sich (9.14) als

C(A, 2 [(qqw|? + |[wVnl?) fiir —1,8 <1,
/Invwl2§ (A, Bo)y? [ (V2 |nw]* + [wVn|?)  fiir B # —1,8 < (9.15)
CA) [ + V) fiir 8= —
fir §<1.Fir B8>1 setzen wir
By ﬂ+1/‘ i/ Z(B+1)/2 fir 0 < z < K,
(2) :=
/31/2 oK K(IB+1)/2 + %K(ﬁfl)/Q(z — K) fur z 2 K7
und sehen
Drc(z) > B2z (2)|/2, fiir alle z > 0, (9.16)

0 < ®r(2) < Coxpulz| , Pr(2) < 28+D/2 und insbesondere ®x () € WH2(By(0)) .
Setzen wir nun wg = w fiir § <1 und wg := P (u) fiir § > 1, so erhalten wir mit
(9.14) und (9.16) fiir 8 > 1 bzw. aus (9.15) fir § < 1 direkt:

/\anKP < C(A,ﬂo)fy?/(ﬂmwm? + lwgVn|?)  fiir B # —1. (9.17)

Wir setzen nun x := ¢/(¢—2) > 1 und sehen 2/¢+1/x =1und 1 —n/2 > —n/(2x)
wegen ¢ > n. Wihlen wir y > y mit 1 — n/2 > —n/(2X) , so erhalten wir mit der
Poincaré-Ungleichung, Satz 5.2, und dem Sobolev-Einbettungssatz 5.3

| nwk H%?X(BQ(O))S Cn || nwi H%VL?(BQ(O))S (9.18)

< Co | T (00k) o< O [ (i wil? + i Tnf)

Wegen x > x existiert genau ein a € (0, 1), welches «a/(2x) + (1 —«)/2 = 1/(2x) erfiillt.
Somit folgt weiter mit der Holderschen Ungleichung, (9.8), der Youngschen Ungleichung
und (9.18) mit 0 := /(1 — ) > 0 und jedem 7 > 0 :
[ mn <02 e e B O e ooy | 1250 <
(9.19)

T/(\anKI2 +lwreVnl?) + Cln, A, T)7 ™7 || wie [72(p,0)) -

Wihlen wir also 7 > 0 gerade so, dass C(A, o)y>T = 1/2 gilt, so folgt mittels (9.17),
(9.19) und Absorption:

/ NVl < C(n, A,T, Bo) (1 +42)7+1 / (i + V)P,
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fiir jedes B # —1, und somit auch noch wegen (9.18) und x > x:

| nwie || 2x(Ba0) < C(ny AT, Bo) (1 + V)7 I (0 + [VnDwk [|22(5500))

fiir jedes 8 # —1. Lassen wir K " oo und beachten wg  w per Konstruktion von
O (fiir B > 1), so erhalten wir aus dem Satz iiber monotone Konvergenz:

7w | L2x(8,0)) < C(n AT, Bo) (L + V)T | (1 + [Val)w || 28y 0)) (9.20)

fiir jedes 8 # —1. Nun wéahlen wir fir 1 < 01 < g2 < 2 die Abschneidefunktion
nmit 0 <n <1,n=1in By, (0),supp n C B,,(0) und |Vn| < C/(p2 — 1) und erhalten
aus (9.20):

| w [ z2x(B,, 0 < C(n, AT, Bo) (1 + ()7 (02 — 00) ™! | w [l 228, 0)) - (9.21)
Wir setzen fiir p#0und 0 < p <2

op.0)= ([ 1) "

B, (0)

Beachten wir xvy=x(8+1) = % 2x, so erhalten wir aus (9.21) gerade

/
(I)(X% Ql) < (C(?’L, A3F750)(1 + |7|)U+1(Q2 - Ql)_1)2 ’Yq)(’% QQ) fiir v > 077 7é 1> (922)

ol 1\ 2/ .
®(v,02) < (C(n,A,F,ﬂo)(l + [v))° " (02 — 01) ) O(xy,01) firy<0.  (9.23)

Diese Ungleichungen iterieren wir nun.

Im Fall einer Unterlosung, also falls + > 1, betrachten wir p > 1, wihlen m € N, und
definieren die Exponenten ~y; = X" 7p > 1 und die wachsenden Radien 0j = 142 m—147
fir j =1,...,m. Aus m—facher Anwendung der ersten obigen Ungleichung (9.22) erhalten
wir:

2 (14g)S™™  (iy—d
B(x"p, 1) < (C(n, AT, Bo)x)» T 250X @ (p, 2) < C(n, AT, Bo, x,0) D(p, 2),

wenn wir beachten, dass die Reihe Z;’il jx 7 wegen x > 1 konvergiert. Lassen wir m —
oo streben und beachten wir ®(p,1) — supp, (o) @ fiir p — oo , so erhalten wir hieraus:

sup u4 < sup u < C(naAaF)ﬁOaX7U) H u HLP(BQ(O))
B1(0) B1(0)

< C(n, AT, Bo, X, 0) (| uy [|ze(Ba0)) +1),
und Satz 9.3 folgt fiir 1 \J| f || zar2(py0y) + | 9 la(B2(0)) -

Zum Beweis von Satz 9.2 liegt uns eine nicht-negative schwache Oberlosung u vor, so-
dass v <1 gewéhlt werden muss. Wir wihlen ein 1 < p < n/(n—2) und kénnen ¢ >n
soweit verkleinern, dass noch p < x = ¢/(¢ —2) gilt. Wir wihlen ein beliebiges m € N,
definieren py := x ™ 'p € (0,1) und wenden die erste Ungleichung (9.22) sukzessive
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auf die positiven Exponenten ~; = X 7p € (0,1) und auf die Folge wachsender Radien
0j =1+ 27m=2%J fiir j=1,...,m+ 1, an und erhalten

B(p, 1) < 7 251 X 9lg (+m+2) TN g0 3/9). (9.24)

Wir versuchen nun, ®(—pp,3/2) fiir ein beliebig fixiertes pg € (0,1) mittels der zweiten
Ungleichung (9.23) abzuschitzen. Wir wéhlen zu py € (0,1) die Folge negativer Expo-
nenten y; = —x?!pg und die Folge abnehmender Radien 0j = 1+ 277 N, 1, > 1.
Fiir jedes hinreichend grosse m, sodass x™ pg >> 1 gilt, erhélt man nach (m + 1)—facher
Anwendung der zweiten Ungleichung (9.23):
(I)(_p07 3/2) < (Cpg-l-l)% > x~7 2% }10[(0+3+j)x‘j]X%(0+1) Z;n:1jX_j
(I)(_Xm+1p07Qm+2)-
Beachten wir die Konvergenzen der Reihen » 2%o[(c + 3 + Ix], P jx 7 und
Z;io I = ﬁ, und dass ®(p,0) — Bin(f)ﬂ fir p - —oo und p N\, 1 gilt, so folgt
1(0

hieraus fiir m — oo:

®(—po,3/2) < C(n, A, T, Bo, x, 0, po) ®(—00,1) = C(n, A, T, Bo, x, 7, po) Biﬂ(g)ﬂ- (9.25)
1

Satz 9.2 folgt also, wenn wir
®(po,3/2) < C(n, A, T) ®(—po,3/2) (9-26)

fiir ein po € (0,1) zeigen konnen.

Wiihlen wir einen beliebigen Ball B, C Ba(0) und ein n € C}(Bs,) mit 0 < n <
1,n = 1in B,,|Vn| < Cp!, so kénnen wir aus der zweiten Ungleichung von (9.15)
zusammen mit (9.8) fiir w = logu schliessen:

1/2 1/2 B
[1vei<atze ([ vup)” <wizerzow ([ oresva) < cmmnry et

B, Ba, Bs,

Wenden wir den Satz von John-Nirenberg, Satz 5.5, auf die Funktion w = log(u) auf
Q) := Bs/5(0) an, so erhalten wir hier die Existenz eines o, > 0, sodass

exp(po [w — wol) < Cp3™,
B3 /2(0)
mit den Bezeichnungen wg := ][ w und pg = % € (0,1) gilt. Dies impliziert

B3 /2(0)
sowohl

/ exp(po log ) dL™ e 0™ < (3"
Bs5(0)
als auch
/ exp(—po log @) dL™ P00 < C,3"

B3/2(0)
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und Multiplikation beider Ungleichungen:

/ (@)Po dLm / (@)~ dL" < CL9".

B3/2(0) B3/2(0)

Daraus folgt sofort (9.26) und zusammen mit (9.24) und (9.25):

” Uu ”LP(Bl(O))S ®(p7 1) S C(n7A7P7q7p) Bln(fo‘)(u + M)?
1
also Satz 9.2, wenn wir p \J|| f | a2, (0)) + Il 9 lLa(Ba(0)) fallen lassen.

SchlieBlich folgt Satz 9.1 aus Kombination der Sétze 9.2 und 9.3.
/1]

Mit der schwachen Harnack-Ungleichung kénnen wir das folgende starke Maximumprinzip
beweisen, das Satz 6.1 verschérft.

Satz 9.4 (Starkes Maximumprinzip fiir Operatoren in Divergenzform) Es sei
Q C R™ offen und zusammenhdngend, L ein linearer, elliptischer Differentialopera-
tor in Divergenzform, der (6.1) - (6.3), (6.8) in Q erfillt, und u € WH2(Q) sei eine
schwache Unterlosung von

Lu >0 schwach in Q.

Nimmt u sein nichtnegatives Mazimum im Inneren von 2 in dem Sinne an, daf

0 <supu =supu < 00
B Q

fiir einen Ball B CC ), so ist u konstant.
Beweis:
Es sei M :=supqu € [0,00[ . Dann gilt v:=M —u > 01in Q,infgv =0 und mit (6.8),

da M >0,
Lv <0.
Fiir einen Ball Bgy(z) € Q mit
inf v=20
By(z)

folgt aus der schwachen Harnack-Ungleichung, Satz 9.2,
<C inf v=0
| v l21(B,@) < A v=0
also
v=0 in By(z)

und insbesondere v = 0in B . Da 2 zusammenhéngend ist kénnen beliebige Punkte
iiber eine Kette paarweise nicht disjunkter Bélle verbunden werden, und es folgt v =
0bzw. u=M .

/1]
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Am Rand haben wir folgende Versionen der schwachen Harnack-Ungleichung und der
lokalen Maximum-Abschitzungen.

Satz 9.5 (Schwache Harnack-Ungleichung am Rand) FEs sei Q CC R™ offen, mit
0 € 9Q und sodass 0N Bay(0) ein Lipschitz-Rand ist. Desweiteren sei uw € WH2(2) eine
nicht-negative, schwache Oberlisung von (9.1) mit (9.2), (9.3), d.h. es gilt:

8i(aij8ju + bzu) 4+ cou+du < f+divg in .
Setzen wir

m:= Inf wu=
QN B2, (0) (9.27)

=sup{ t e R | (u—t)_ =0 auf 02N Bay(0) gemdff Definition 5.5 },

m [ min(u,m) auf By(0) N,
U="= {m auf Bay(0) —Q,

so gilt
R R I Lp(B,(0) < C’(Bi%) u™ +0® || f | La72(Ba,(0)) +0 || g | La(Bay(0)) ) (9.28)

fir 1<p<mn/(n—2)und C =C(n,A\,To,q,p) , wenn wir f und g identisch Null auf
B, (0) \ Q fortsetzen.

O

Satz 9.6 (Lokale Maximum-Abschitzung am Rand) FEs sei Q CC R"™ offen, mit
0 € 0Q und sodass 9N Bo,y(0) ein Lipschitz-Rand ist. Desweiteren sei u € W12(Q) eine
schwache Unterlosung von (9.1) mit (9.2), (9.3), d.h. es gilt:

0i(a;j0ju + bju) + c;0;u +du > f+div g in Q.
Setzen wir

M:= sup uy=
90N B2, (0) (9.29)

=1inf{ t € R | (uy —t)4 =0 auf 0Q N Byy(0) gemdf Definition 5.5 },

v [ max(u, M) auf Bp(0)NQ,
YT\ M auf Ba,(0) —Q

so gilt

sup uif < Co™ 11 Niopay@) +0% I £ lorz(ogion +0° 19 lza(aoy ) (9:30)
4

fir p>1und C = C(n,\,To,q,p) , wenn wir f und g identisch Null auf Bo,(0) \ Q

fortsetzen.
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Beweis der Sitze 9.5 und 9.6:

Wir adaptieren den Beweis der Sétze 9.1 - 9.3. OBDA sei wieder o = 1. Wir wéhlen ein
i > f larz@nba) + || 9 llLa@nBa)) und setzen die Matrix (a;;) in jeden Punkt
aus By(0) \ © als elliptische Matrix beliebig fort, sodass diese Fortsetzung sowohl die
Elliptizitdtsbedingung (9.2) auf ganz B3(0), als auch die Bedingung || ai; || zec(By0)< A
erfiillt. Desweiteren setzen wir sowohl die iibrigen Koeffizienten b;, ¢;, d als auch f und g
identisch Null auf By(0) \ Q fort. Hieraus folgt dann insbesondere fiir die Fortsetzungen
von b:= |b| 4+ pYg|, € := |¢| und d := |d| + pt|f] :

b=c=d=0 auf By(0)\Q, (9.31)

und fiir z > 0,Z := z + p erhalten wir ausserdem wieder die Abschitzungen

|A(z, z,p)| < Alp| + bz,
<Az, z,p) > (2A -1 2—AI_9222,
p- Az, z,p) > (2A)7p| - (9.32)
|B(z, 2,p)| < ¢elp| + dz,

H V+e+d HLq/Q(BQ(O))S C(n,T)

in £"—fast jedem = € By(0), wobei wir wieder

Ai(z, z,p) == aij(x)p; + bi(x)z — gi(z) und
B(:‘U’ Z7p) = Ci($)pi + d(IL‘)Z - f(l‘)

setzen. Desweiteren setzen wir fiir beliebiges K > max{m, M} + i zuerst fiir Oberlosun-
gen:

= u"+ p,
or(2) =2 —(m+p)P fir0<z<m-+pu

mit 8 < 0, und anschliessend fiir Unterlésungen:

U= uﬁ‘_/l—l—,u,
or(2) =28 — (M 4+ p)? fir 0 <z <K,
o (2) = BKP 12 — (B—1)KP — (M +p)? fir 2 > K

mit 8 > 0. Man priift zunéchst leicht nach, dass px

0< —@i <1Blp’ " <oo firp<z<m+up, (9.33)
0<or(z) < A+IBTH2l ¥ ()] fir p<z<m+p, (9.34)
fiir jedes 8 < 0 und
0 < @he <Bmax{(M+p)’ 1K <o filr 2> M+ p, (9.35)
0 < ox(2) < L+ 8Dl ¢k ()] fiir 2 > M+ p, (9.36)
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fiir jedes 8 > 0 erfiillt. Wegen Proposition 5.16 sind ausserdem u” und u% aus Wh2(Qn
B5(0)), und per Konstruktion von ¢x und per Definition von @ gilt ¢x(u) = 0 auf
092N By(0). Somit folgt per Definition 5.5, dass

vk = Pk (@) € Wy (2N By(0))

fiir jedes n € CY(B2(0)) und fiir jedes 8 # 0 gilt, also dass vk fiir jedes 3 # 0 eine
zuldissige Testfunktion fiir die Differential-Ungleichungen in (9.7) ist. Desweiteren folgt
aus Proposition 5.16 im Fall einer Unterlésung u fiir u = ui‘_J +

Vi — Vu auf [u> M|,
0 auf [u < M],

und im Fall einer nicht-negativen Oberlosung u gilt fiir u = u™ + w:

[ Vu auf [u<m],
Vu—{() auf [u > m).

Dementsprechend gilt fiir Unterlésungen
vr(u) =0 auf [u < M], (9.37)

und fiir Oberlésungen
vr(a) =0 auf [u>m). (9.38)

Setzen wir nun vk in (9.7) ein, so erhalten wir wieder zuerst fiir jedes 8 # 0

/ 07 (W) A (-, u, V)i < (>) (9.39)
QNB2(0)

<(z) -2 / nox (@) Ai(., u, V) + / e (@ B(.,u, V),
QNBs(0) QNBs(0)

je nachdem ob u eine Unter- oder Oberlésung von (9.1) ist, und anhand von (9.32), (9.33)
bzw. (9.35), (9.37) und (9.38):

(20)! / Pl (@] [Val? < (9.40)
QN B2 (0)

<A pR@IE 2 [ lVal(AVal + b (@)
QNBs(0) QN B3 (0)
+/ n*(e|Vu| + du) ek ().
QNB2(0)

Anschliessend konnen wir wegen (9.31), (9.34) bzw. (9.36), (9.37) und (9.38) alle Integrale
auf ganz B3(0) ausdehnen, Vu durch Vu ersetzen und schliesslich in den letzten bei-
den Integralen g () durch (1 + |B]71)|¢% (@)@ nach oben abschitzen. Dies ergibt wie
im Beweis der Sétze 9.1 - 9.3 durch mehrmalige Anwendung der Cauchy-Schwarzschen

Ungleichung fiir jedes 5 # 0:

_ _ 1 _ _
| tle@l vt <5 [ Pl (val+
B2(0) B2(0)
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+C(A)(1+ !5!‘1)2/ (20 + &+ d) + [V |l (@)

B2(0)
Da fBg(O) n?|oh (0)||Va|> < oo ist, erhalten wir fiir v? := b% + ¢ +d,|B| > Bo > 0
mittels Absorption wieder die Abschéitzung (9.14), und der Rest des Beweises kann ab hier
analog tibernommen werden.

/1]

Bemerkung 9.1 Wir sehen sofort: sup uf = sup wug4, inf ™ = inf wu, und fir
Bi(0) B1(0)NQ B1(0) B1(0)N§
nicht-negatives u gilt

| ud Nl oy 0y =l % 2o (81 ) =1 W™ | Lr (8 (o))

und || u || o on>l ™ Nliesio))s falls u nicht (fii.) konstant auf B1(0) N Q ist.
Dies zeigt, dass die Abschitzungen der Sdtze 9.5 und 9.6 im Vergleich zu den inneren
Abschitzungen der Sitze 9.1 - 9.3 bescheiden sind, sodass die Ubernahme des Beweises
der Sdtze 9.1 - 9.3 zum Beweis der Sditze 9.5 und 9.6 nicht erstaunlich ist, und dass man
ausserdem die Sditze 9.5 und 9.6 auf keinen Fall zu einer Harnack-Ungleichung am Rand
kombinieren kann.
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10 Holder-Regularitat schwacher Losungen

Mit der Harnack-Ungleichung zeigen wir in diesem Paragraphen, dafl Losungen der Glei-
chungen (9.1) holder-stetig sind. Dies wurde 1957 von de Giorgi und 1958 von Nash fiir
Gleichungen der Form
8i(aij8ju) =0
bewiesen, als die Harnack-Ungleichung noch nicht zur Verfiigung stand.
Es sei © C R",n > 2 . Wir betrachten schwache Ober- und Unterlésungen u €
WL2(Q) linearer, elliptischer Differentialgleichungen in Divergenzform

0i(aij0ju + bju) + ¢;0u + du < f +div g schwach in Q,

0i(a;j05u + IN)Zu) + &0u+du> f+div§ schwach in ©, 1o
mit
aij(®)&&j, aij(2)&& > A7HEP fiir L -fast alle x € Q, (10.2)
fiir alle £ € R™,
aij, bi, ci d, @i, b, &,d € L®(Q)
| aij, bi, ci,d, g, iy i, d || poo (@) < A, (10.3)

fiir ein 1 <A <oo und f,fe LY%(Q), g, € LYQ) fiir ein ¢ > n .

Satz 10.1 u sei wie in (10.1) - (10.8). Dann gilt u € C’IOOS‘(Q) , und fir ' CcCQ gilt
I llcoa@y< CUF> Fllparz) + 1 953 o) + | w llz2@); (10.4)

wobei C = C(Q,Y, A, n,q) < oo und a = a(A,n,q) >0 .

Beweis:
Wir betrachten By, (z9) CC ©,0 < o < pp <1 und setzen

M, := sup u, m,:= inf wu.
¢ By (zo) , ¢ By(wo)

Fir 0 < o < go/2 sind My, — u,u — mg, > 0 auf By,(0) Oberlosungen geeigneter
linearer, elliptischer Differentialgleichungen wie in (10.1) mit rechten Seiten f,§ und

S C (AN ullpoe(Byy o)) + 1 F+ F larz(sy o)) + 11 953 a8y (20)))

fir 6 =1—n/q >0 erfiillen.
Damit folgt mit der schwachen Harnack-Ungleichung, Satz 9.2,

0P || Mag —u || o5, (wo) < C(Mag — My + 11(0)),

0P || u— mag || 1o(B, (o) < C(mg — mag + 11(0))
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fir p=1.
Dies ergibt zusammen mit der Minkowski-Ungleichung;:

1

wp 0"

Mo—mgp = /B ( )(M2Q_U)+(U_m2g) dC" < C(MZQ—m2g_(Mg_mg)+2,U(9))a
o\To

also
0SCRB,(20)U < TOSCR,,(z)U + 2 11(0)
mit o:=1-1/C < 1. Iterieren wir diese Ungleichung mit dem folgenden Lemma, mit

8= %, so erhalten wir

05CB,(2o)U <

S
2

< C(Q/Qo)aoscsgo(:co)u‘i'c(&) 0) ( | u ”LOO(BQO(zO)) + |l i f HLq/2(Bg0(x0)) + 19,9 ||Lq(BQO(zo)) )

Beachten wir noch, dass hier wegen C' >> 1

a=(1-5)

1 n
1og(a>:11°g(1—c)<1—q g
2) 2 2

log(t) 2 —log( -

angenommen werden kann, so erhalten wir

05CR,(20)U <

< Co (Nl o + I 5 F llgareqs,g oy + 1193 Izags,yeo)) ):
fir o < 0p/2 . Durch geeignete Uberdeckung von € cc Q" cc Q folgt daraus
| llcoa@n< CUF> Fllparzy + 1 953 Loy + | w Il n)-

Kombinieren wir dies mit den lokalen Maximum-Abschitzungen, Satz 9.3, fiir © und —u
in (10.1) und p = 2, so folgt die Behauptung.

/1]
Lemma 10.1 w, p:]0, 00] = R4 seien monoton nicht-fallende Funktionen mit
w(re) < ow(e) +ule) fir0 <o < eo

fiir geeignete 0 < 1,0 <1 .
Dann gilt

w(0) < C(0) () wloo) + nle’ey ™)) Jir0 <o < v,

wobei B € [0,1) beliebig sei und o = (o, 7,0) = (1 — B)igig; >0.

Beweis:
Fir 0 <po<p1 <oo gilt
w(To) < ow(o) + plo1),
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da p nicht-fallend ist. Iterieren wir dies fiir 7%p; , so erhalten wir

w(t®o1) < o*w(or) + ule1) Y o' < o*wleo) + (1 — o) u(er).

o
—_

-
I
o

Fir 0< p <07 wihlen wir kK € N mit
mhor <o <7 g

und sehen
w(o) < w(tF1or) < oFtw(oo) + (1 — o) u(or) <
0

log()/ log(T) _
<o (%) w(o0) + (1= 0) " pu(r).
01

Wihlen wir o := gﬁgé_ﬁ > o, fiir ein beliebiges § € [0, 1), so folgt

w(oo) + (1= o) (005 ").

L/ 0\ (1-8)log(0)/ log(r)
ag
- <Q0>

/1]

Mit der Harnack-Ungleichung am Rand, Satz 9.5, erweitern wir die innere Ho6lderste-
tigkeit einer schwachen Losung aus Satz 10.1 bis zum Rand.

Satz 10.2 Auf Q CC R" sei u € W'2(Q) eine schwache Lisung einer (einzigen) el-
liptischen Gleichung aus (10.1), mit den Bedingungen (10.2) und (10.3), OS2 enthalte den
Ursprung 0 und erfiille in diesem eine duflere Kegelbedingung, d.h. es gebe einen Kegel

Vi=A{z € By (0) | |z[ <0(x,e) }

mit e € 0B1(0), oo € (0,1] und 1 < 0 < oo , welcher

VnQ=10
erfille. Desweiteren definieren wir
k(0) :== 0scponp, = sup u— inf w,
(0) ONB,(0)  9NB(0)

dhnlich wie in (9.27) und (9.29). Dann gilt fir 0 < o< % :
08ConB,(0)U < (10.5)
<Co" ( | v l|Loe By, )ne) + 11 f a2y + 1 9 [lLa() ) +C (2020,
wobei C = C(A,n,q,00,0) < oo und a = a(A,n,q,00,0) >0 .

Beweis:
Wir folgen dem Beweis von Satz 10.1 und setzen fiir o > 0

M,:= sup u, m,:= inf w,
QNB,(0) QNB,(0)
OM,:= sup u, Om,:= inf w.
dQNB,(0) 90N B,(0)
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Fiir o < go/2 erhalten wir hier fiir das u(g) aus dem Beweis von Satz 10.1:

1(0) < C O (I f lparz(syy o)) T 1 9 laBy ) +A oo (3, 0)n0)-
Wegen (Ms, — u)]lJQ"_aMQQ = M, — OM>5, und (u — mgg)?ng_m% = Omg, — My, auf
B,(0) — Q per Definition dieser Funktionen in (9.27) erhalten wir aus der schwachen
Harnack-Ungleichung am Rand, Satz 9.5, angewandt auf Ma, — v und u — ma,:

1/ Ma,—8Ms,

p
(May — 0M,) (07 7(By(0) = )77 < 072 | Mgy = 1) | 1y )<
< C(MQQ — M, + 1(0)),

(Omae — may) (Q_”C"(BQ(O) - Q)) w < 0P || (u — )T | zr (B, (0)) <
< C(mg —may + 1(0))
hier fiir p =1 . Aus der dufleren Kegelbedingung ergibt sich insbesondere
0 " L(B(0) — Q) > 07" L™(B,(0) NV) > Const(6,n).
Somit folgt aus Addition beider obiger Ungleichungen:
My — g — (0Mag — Oma,) < C (Mg — maop — (My —myp) + 2 p(0)),
also

1
05CONB,(0)U < TOSCoNB,,(0)U + 2 1(0) + c k(20)

mit 0:=1—1/C <1 . Zusammen mit Lemma 10.1, mit 5 = 1/2, folgt:

05CONB,(0)U <

s
< C (0/0)*0scanp,y 0yt + C (0 00)? (Il llz=(m,0 0)n0) + 1 f aragay oy + 1 9 lrasy ) )

1
+C k(2 (000)?),
fir 0 <o <% .Da auch hier wegen C' >> 1
log (1— 1L )
1 1198 ( ) 1 §
Oé:(]_—ﬁ) Og(O'):i ¢ < 9 _
log(t) 2 —log(2) 2 2
angenommen werden kann, erhalten wir
oscanp, o)t < C o™ (I f lwaga) + 19 o) + 1 e (B, 000))
1
+C r(2(0 00)?)
und somit die Behauptung des Satzes.
/1]
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Korollar 10.3 u € WY2(Q) sei eine schwache Liésung einer (einzigen) elliptischen
Gleichung aus (10.1), mit den Bedingungen (10.2), (10.3), und 2 CC R™ erfille eine
gleichmdflige duflere Kegelbedingung, d.h. 2 erfille eine duflere Kegelbedingung wie in
Satz 10.2 in jedem xzo € 9 und mit von xo unabhingigen Kegeldaten oo € (0,1] und
0 € (1,00). Falls

sup |ul < K, £(0) := sup 0scoonp,(ze)t < Ko°
o0 10€EIN

fiir ein >0 und K < oo , so gilt u € C%*(Q) und

| ullcoa@< CU f a2 + 11 9 la@) +E+ || w llz2@)),
wobei C = C(Q,A,n,q,00,0,8) < oo und a« = a(A,n,q,00,6,3) >0 .

Beweis:
Wenden wir die lokalen Maximums-Abschiatzungen am Rand, Satz 9.6, sowohl auf u als
auch auf —u, mit p = 2, an, so erhalten wir wegen sup |u| < K:

o0

| || L (@nB, (wo)) < max{ sup (u}'), sup ((—w)}))}  (10.6)
Bo(z0) Bo(z0)

< C(Q_n/2(|| Ul 2200 Bag(ao)) TEK) + 0% I f llzar2(@nBay o) +€° | 9 ILa(@nBay (o)) )

fiir eine Konstante C' = C'(n, A, q,2) , fiir jedes zp € 92 und fiir jedes p < gp. Kombinieren
wir dies, in ¢ = g, mit Abschéitzung (10.5), so erhalten wir um jeden Randpunkt z:

0SCOMB, (z0)U < (10.7)

< C o™ (0 @i o +E+ | £ larzy + 11 9 ooy ) +C K 072,

mit C = C(A,n,q, 00,0) < oo und o = (A, n,q,00,0) > 0, jedoch unabhingig von xg,
und fiir jedes 0 < o < & . Uberdecken wir 9 durch endlich viele, hinreichend kleine Blle
und kombinieren wir alle resultierenden Rand-Abschétzungen (10.6) und (10.7) mit der
inneren a-priori-Abschéitzung aus Satz 10.1, so erhalten wir die Behauptung des Korollars.

/1]

Fiir Nichtdivergenzform-Gleichungen in zwei Dimensionen erhalten wir ohne weitere
Annahmen an die Koeffizienten Abschétzungen fiir Holder-Konstanten der Gradienten
schwacher Losungen.

Satz 10.4 Es sei Q CR? offen und v c W22(Q), f € LP(Q),p > 2 , mit
Lu := a;j0;;u = [ fast diberall in €2,

mit a;; = aj; : Q=R und

A7 < (ag) <A
firemn 1<A<oo.

Dann gilt u € Cllo’?(Q) und fir Q' CcCQ gilt
| ullcra@y< CU f lze) + 1w [l22(0),

wobei C = C(Q,Y, A, p) <oo und a=a(A,p)>0.
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Beweis:
Da a9 = as1,a99 > 0, erhalten wir:

Eanu + 2@81211 + Ogou = i in Q.
9 a

az 22 a22

Multiplizieren wir mit 0in, fiir beliebiges n € C§°(Q?) , so erhalten wir fiir w = dju €
W2(Q) mittels doppelter partieller Integration:

a
/faﬂ? = / (iauu + 2@8121&) O + Opudin =
pa a2 a2

= / (Ealw + Zg%w) 3177 + 82108277,

a2 az
also
0i(a;j05w) = div(g) schwach in
mit
iy = Z—; iy = QZ—Z, gy =0, agp =1, g = (aJ;’O)'

Da (a;;) wieder eine beschrénkte und gleichméssig elliptische Matrix auf Q ist, folgt mit
Satz 10.1, dass w € CSJ?(Q) ist, also mit Symmetrie in den Ableitungen: u € C-%(Q) .

loc

Fir Q' cc Q" cc Q, mit 99" € C%! | rechnen wir zuerst mit der Abschiitzung (10.4)
aus Satz 10.1 und anschliessend mit dem Ehrling Lemma, Lemma 4.1, und Proposition
5.4, angewandt auf die Einbettungen C1%(Q") — W12(Q") — L*(Q"):

| Vu[[coa@)y< O f ey + || Vu |lp2m) <

< Ce |l ullgrary +C || f ler@ry +Ce || w [[L2(@my,

fiir ein & > 0. Beachten wir nun mit den Propositionen 5.13 und 5.3 die Einbettung
Whe(Q") = COYQY") — C%*(Q") und wenden wir erneut das Ehrling Lemma, Lem-
ma 4.1, auf die Einbettungen C%(Q)") — L*°(Q") — L?*(Q") an, so erhalten wir mit
Absorption:

luf[coe@n< CU Vu ey + [l uleo@r)) <

< C(l] Vu [l ooy + 1l w llz2e0)) (10.8)

und damit
| Vu llco.ay< Ce || Vu [[coary +C || f ey +Ce || w |20y - (10.9)

Fiir B,(zg) CC Q setzen wir u,(z) := u(zo + 0z), fo(z) == 0*f(x0 + 02), apij(x) =
a;j(zo + ox) und sehen a,;;0;u, = f, auf B1(0). Damit erhalten wir mit (10.9):

0 | VIl LB, 5(0)) +0 hila,B, 1 (w0) Ve = Vit [0 (B, 500 <

< Ce || Vug [lgo.ap,0)) TC | fo llLrBi0)) +Ce Il uo |l 22(B, (0))=

— Ca(g | Vu HLOO(BQ(%)) +Q1+ahéjla739(x0)Vu>+
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+C® 2P || f Ul po(B, (o)) +C=0 It 1208, (20)) - (10.10)
Fir =z € Q setzen wir g, := min(d(z,0)/2,1) und

2 o
I 2 5= 58 (02 1 oy, o) 02 b, o)1)

Wir {iberdecken By, (z) C U, B,, j4(2;) mit x; € By, (x) und einer festen Zahl L € N .
Wir sehen o4, > 0. — | — 21]/2 > 0/2 , insbesondere B, /o(z;) CC Q . Mit (10.10)
erhalten wir

0o || V|| oo, (2)) +05 T héla B, () VU <

L
<Cory (@w I Vullze(B,, ju(@) +@i+“hbla,39$/4(xz>w) =<
=1

L
<> (CE@ |V leoe(s,, oo +02" R, ey Vi) +
=1

+C o3P || £ llio(s,, o)) +Ce | llL2(s,, o) > <

2
< Ce || Vu |80 +C Il £ llpsey +Ce Il u 2o,
und nehmen wir das Supremum iiber z € 2 auf der linken Seite, so folgt:
Vu |2 o< Ce || Vu ||, +C C
| Vu ||o,a,Q_ el Vu Ho,a,g +C | f ||LP(Q) +C: || u ||L2(Q) .

Diese Abschitzung gilt ebenso auf beliebigem Q" CC Q anstatt auf . Beachten wir nun,
dass || Vu ”82; ar<Il Vu [lcoa@n< oo wegen u € C’i}?(Q) gilt, so erhalten wir bei
hinreichend kleiner Wahl von € > 0 zunéchst mit Absorption:

2
|9 15200 < C (I ooy + 1 D2y )-
Fiir eine beliebige Wahl von Gebieten Q' cC Q” cc Q , mit 9 € C%! | folgt also:
| V|| co.aon < (min(d(0,09")/2,1)) 7> || Vu ||((f2¢7m§ C( | fllze) + I wllzz@ )

Kombinieren wir dies noch mit (10.8), fiir Q' anstatt Q”, so folgt die Behauptung.

/1]
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