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Algebraische Topologie“

1. Sei (X, x0) ein punktierter topologischer Raum. Die reduzierte Einhängung SX wird
definiert als der Zylinder ZX = X × I über X, bei dem man die Teilmenge X × {0} ∪
X × {1} ∪ {x0} × I zu einem Punkt identifiziert und den man dann zum Basispunkt von
SX bestimmt. Erklären Sie nun S auch auf den Morphismen von Top0 und zeigen Sie
dann, dass S ein Funktor von Top0 nach Top0 ist.

2. Für jedes n ∈ N sei Sn die n-dimensionale Sphäre betrachtet als punktierter topolo-
gischer Raum mit Basispunkt p0 = (1, 0, . . . , 0). Sei S:Top0 → Top0 der reduzierte
Einhängungsfunktor aus Aufgabe 1. Zeigen Sie:

S(Sn) ∼= Sn+1

Hinweis: Sei ι:Rn+1 → Rn+2, x 7→ (x, 0). Wir betrachten Sn ⊆ Bn+1 als Teilmenge von
Rn+2 via ι. Ist dann H± ⊆ Sn+1 die obere bzw. untere Hemisphäre von Sn+1, so seien
p±: H± → Bn+1 die (homöomorphen) Projektionen auf die Äquatorebene. Zeigen Sie,
dass durch f : S(Sn) → Sn+1 ein Homöomorphismus (zwischen punktierten topologischen
Räumen) gegeben ist:

f([x, t]) =

{

p−1
−

(2tx + (1 − 2t)p0) für 0 ≤ t ≤ 1

2

p−1
+ ((2 − 2t)x + (2t − 1)p0) für 1

2
≤ t ≤ 1

3. Sei C eine Kategorie, X und Y Objekte in C und ∗, ∗′ seien zwei Verknüpfungen auf
Mor(X,Y ), so dass gilt:

(a) Es gibt ein Element f0 in Mor(X,Y ), welches ein zweiseitiges neutrales Element für
beide Verknüpfungen ist;

(b) die Verknüpfungen ∗ und ∗′ sind wechselseitig distributiv, d. h.: für alle f1, f2, g1, g2 ∈
Mor(X,Y ) gilt:

(f1 ∗ f2) ∗
′ (g1 ∗ g2) = (f1 ∗

′ g1) ∗ (f2 ∗
′ g2)

Zeigen Sie: Dann sind ∗ und ∗′ gleich, assoziativ und kommutativ.

4. (a) Seien (Z, z0) und (X, x0) punktierte topologische Räume, S der reduzierte Einhän-
gungsfunktor aus Aufgabe 1 und S2 := S ◦S. Für zwei Morphismen f, g: S2(Z, z0) →
(X, x0) setzen wir:

f ∗ g([[z, s], t]) =

{

f([[z, 2s], t]) für 0 ≤ s ≤ 1

2

g([[z, 2s − 1], t] für 1

2
≤ s ≤ 1

und



f ∗′ g([[z, s], t]) =

{

f([[z, s], 2t]) für 0 ≤ t ≤ 1

2

g([[z, s], 2t − 1]) für 1

2
≤ t ≤ 1

Zeigen Sie, dass diese Verknüpfungen auf Mor(S2(Z, z0), (X, x0)) Verknüpfungen ∗, ∗′

auf den Morphismen der Homotopiekategorie [S2(Z, z0), (X, x0)] induzieren, die die
Voraussetzungen von Aufgabe 3 erfüllen.

(b) Sei (X, x0) ein punktierter topologischer Raum. Zeigen Sie, dass die Homotopiegrup-
pen πn(X, x0) für alle n ≥ 2 abelsch sind.
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