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Prof. Dr. Frank Loose

SS 2005
03.05.2005

Blatt 04
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1. Seien A1,A2 σ-Algebren auf einer Menge X, A1 ⊆ A2 und µ1, µ2 Maße auf A1 bzw. A2

mit µ2|A1 = µ1. Zeigen Sie: Ist f : X → [0,∞] A1-messbar, so ist f auch A2-messbar und
es gilt: ∫

f dµ1 =
∫

f dµ2.

2. Sei λ∗:P(Rn) → [0,∞] das Lebesguesche äußere Maß auf Rn und sei L die Lebesgue-
Algebra der λ∗-messbaren Mengen auf Rn. Zeigen Sie, dass (Rn,L, λ∗|L) die Vervollstän-
digung von (Rn,B, λ) (vgl. Aufgabe 2, Blatt 2) ist, wo B die Borel-Algebra und λ = λ∗|B
das Borel-Lebesguesche Maß bezeichnet (Hinweis: Aufgabe 2, Blatt 3).

3. (a) Sei X eine Menge, A eine σ-Algebra auf X und Y ∈ A. Zeigen Sie, dass B := {A ∈
A : A ⊂ Y } eine σ-Algebra auf Y ist (die Spuralgebra von A auf Y ).

(b) Sei H := {x ∈ Rn+1 : xn+1 = 0} und bezeichne f :Rn → H ⊂ Rn+1 die Einbettung
x 7→ (x, 0). Zeigen Sie: Es ist B ⊂ H genau dann Borelsch (im Rn+1), wenn es eine
Borelmenge A ⊆ Rn mit f(A) = B gibt.

(c) Sei Bn die Borelalgebra und Ln die Lebesgue-Algebra auf Rn. Zeigen Sie, dass für
alle n ≥ 2 gilt: Bn 6= Ln.
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