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1. Sei (X,µ) ein Maßraum, I ⊆ R ein offenes Intervall und f : X × I → R eine Funktion, so
dass für jedes t ∈ I die Einschränkung x 7→ f(x, t) integrierbar ist und für jedes x ∈ X
die Einschränkung t 7→ f(x, t) differenzierbar ist. Es gebe außerdem ein integrierbares
g: X → [0,∞], so daß |∂f

∂t
(x, t)| ≤ g(x) für alle t ∈ I und alle x ∈ X ist. Zeigen Sie, dass

dann die Funktion I → R, t 7→
∫

f(x, t) dµ differenzierbar ist, X → R, x 7→ ∂f

∂t
(x, t) für

jedes t integrierbar ist und für alle t ∈ I gilt:

d

dt

∫
f(x, t) dµ =

∫ ∂f

∂t
(x, t) dµ.

(Hinweis: Für t ∈ I sei (hn) eine Nullfolge, so dass t+hn ∈ I ist für alle n ∈ N. Benutzen
Sie den Mittelwertsatz der Differentialrechnung, um eine Majorante für die Funktionen
gn: X → R, gn(x) = 1

hn

(f(x, t + hn) − f(x)) zu finden.)

2. Sei X = N, α = (αn) eine Folge nicht-negativer reeller Zahlen und µα:P(N) → [0,∞]
das Maß, welches µα({n}) = αn für alle n ∈ N erfüllt.

(a) Zeigen Sie, dass jede Funktion f :N → R, xn := f(n), messbar ist und für eine
nicht-negative Folge f = (xn) gilt:

∫
f dµα =

∞∑
n=1

αnxn.

(b) Zeigen Sie, dass für α mit αn = 1/n3 und der Folge f = (xn) mit xn = n zwar f
µα-integrierbar, nicht aber f 2 = (x2

n) µα-integrierbar ist.

3. Sei S1 = {z ∈ C : |z| = 1} die Einheitskreislinie und π:R → S1, π(t) = eit. Sei
weiter B ⊆ P(S1) die Borel-Algebra auf S1 und µ:B → [0,∞] gegeben durch µ(B) =
1
2π

λ(π−1(B)∩ [0, 2π]), wo λ das Borel-Lebesguesche Maß auf der Borel-Algebra von R sei.
Zeigen Sie: Ist f :S1 → [0,∞] messbar, so ist f ◦π 2π-periodisch und messbar und es gilt:

∫
f dµ =

1

2π

∫
[0,2π]

f ◦ π dλ.
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