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Ubungen zu
»Mathematik fiir Physiker IV*

1. Sei (X, (-,-)) ein Hilbertraum. Ein maximales Orthonormalsystem (e;);e; in X heifit eine
Basis von X.

Sei nun X = [*(Z,C) der Hilbertraum der quadrat-summierbaren Folgen (xj)rez und
e, € X fiir jedes n € N die Folge, die an der n-ten Stelle eine Eins und sonst nur Nullen
hat (n € Z). Zeigen Sie, dass (e, )nen eine Basis von X ist.

2. Sei S! C C die Einheitskreislinie, m: R — S!, ¢t — ¢ und X = L?(S!, C) der Hilbertraum
der quadrat-integrierbaren Funktionen (bzgl. des Mafies von Aufgabe 3, Blatt 6). Zeigen
Sie, dass es fiir die Funktionen f,:R — C, e,(t) = ¢™ (n € N) eindeutig bestimmte
Elemente e,, € X gibt mit f,, = e, om und zeigen Sie, dass (e, )nez ein Orthonormalsystem
fiir X ist.

3. Sei (X, p) ein MaBiraum und f: X — R eine messbare Funktion. Es heifit f wesentlich
beschréankt, wenn es ein ¢ > 0 gibt, so dass N = {x € X : |f(z)| > ¢} eine Nullmenge
ist. Man notiert dann mit £>(u) die Menge aller wesentlich beschrinkten, messbaren
Funktionen auf X und definiert schlielich || - ||oc: £%° — [0, 00) durch

[ flloo :=inf{c = 0 u({z : |f(x)] > c}) = 0}
das wesentliche Supremum von f.

(a) Zeigen Sie, dass £°(u) ein R-Vektorraum ist und || - ||« auf L®(u) := L£°(u) /N (1)
eine Norm definiert (wo N (1) den Unterraum der messbaren Funktionen bezeichnet,
die fast-iiberall gleich Null sind).

(b) Zeigen Sie, dass (L>(1), ||||oo) sogar ein Banachraum ist. (Hinweis: Fiir eine Cauchy-
Folge (f,) in £(u) betrachten Sie nur die z € X, wo |f,(2)| < ||fulloo und | fr(z) —
fn(@)| < || fn — funl], fiir alle n,m € N, ist.)
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