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1. Sei λ das Borel-Lebesguesche Maß auf der Borelalgebra B ⊆ P(R) und µ das Zählmaß auf
der vollen Potenzalgebra P von R. Zeigen Sie, dass die Diagonale ∆ = {(x, y) : x = y}
in B ⊗ P ⊆ P(R2) liegt, und es gilt:

∫
λ(∆y) dµ 6=

∫
µ(∆x) dλ.

2. (a) Sei K ⊆ R3 ein Kreiskegel mit einer Grundscheibe vom Radius r > 0 und einer
Höhe h > 0. Berechnen Sie mit Cavalieris Prinzip das Volumen von K.

(b) Sei f : [a, b] → (0,∞), x 7→ f(x) eine stetige Funktion und K ⊆ R3 der Rota-
tionskörper, der entsteht, wenn man den Graphen von f um die x-Achse rotiert.
Zeigen Sie, dass für das Borel-Lebesgue-Maß λ von K gilt:

λ(K) = π

∫ b

a
f 2(x) dx

3. Sei (X,µ) ein σ-endlicher Maßraum und f : X → [0,∞] eine messbare Funktion. Sei λ das
Borel-Lebesgue-Maß auf [0,∞] und µ ⊗ λ das Produktmaß auf X × [0,∞]. Zeigen Sie,
dass der Subgraph von f , d.i.

Gf = {(x, t) | 0 ≤ t < f(x)} ⊆ X × [0,∞],

eine messbare Menge ist und es gilt:
∫

f dµ = (µ ⊗ λ)(Gf ). (Hinweis: Zeigen Sie die
Behauptung zunächst für Treppenfunktionen und benutzen Sie dann Levis Satz bzw. die
Ausschöpfungsformel für Maße.)
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