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1. Sei G = (0, 1) × (0, 2π) × (−π, π) ⊆ R3 und Φ: G → R3 gegeben durch

Φ(r, ϕ, θ) = (r cos ϕ cos θ, r sin ϕ cos θ, r sin θ).

(a) Berechnen Sie die Jacobische JΦ: G → (0,∞) und zeigen Sie, dass Φ ein Diffeomor-
phismus von G auf sein Bild D := Φ(G) ist.

(b) Berechnen Sie nun mit Hilfe der Transformationsformel das Volumen der Kugelschale
(0 ≤ r ≤ R ≤ 1)

A = {x ∈ R3 | r ≤ |x| ≤ R}.

2. Sei ∆ = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}. Berechnen Sie mit Hilfe von Polarkoordinaten die
folgenden Integrale:

I =
∫
∆

e
√

x2+y2

dxdy, J =
∫

∞

0

e−t2 dt.

(Hinweis: (2J)2 =
∫
R2 exp(−x2 − y2) dxdy)

3. Sei A eine σ-Algebra auf der Menge X und B eine σ-Algebra auf der Menge Y . Sei weiter
Φ: Y → X bijektiv und derart, dass B ∈ B ist, genau wenn Φ(B) ∈ A ist. Ist nun µ ein
Maß auf A, so bezeichne ν:B → [0,∞] das Bildmaß von µ unter Φ−1.

(a) Zeigen Sie, dass eine Funktion f : X → R genau dann A-messbar ist, wenn g: Y → R,
g = f ◦ Φ, B-messbar ist.

(b) Beweisen Sie die allgemeine Transformationsformel: Ist f : X → R µ-integrierbar, so
ist auch g: Y → R, g = f ◦ Φ, ν-integrierbar und es gilt:

∫
f dµ =

∫
g dν.
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