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Übungen zu “Differentialgeometrie II”

1. Betrachten Sie für jedes n ∈ N die Matrizenalgebra L = Matn(R) mit ihrer natürlichen
Lie-Algebra-Struktur. Zeigen Sie, dass

L′ = {A ∈ L : tr(A) = 0}

eine Lie-Unteralgebra von L ist. Welche Dimension hat L′?

2. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und ω eine 1-Form auf M . Zeigen Sie die folgende
koordinatenfreie Beschreibung der Ableitung dω von ω: Sind X,Y ∈ X (M), so gilt:

dω(X,Y ) = X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X,Y ]).

(Cartan’s Formel; Hinweis: Sie dürfen annehmen, dass M = V mit einer offenen Menge
V ⊆ Rn ist. Warum?)

3. Sei φ:M → N eine glatte Abbildung, π:F → N ein Vektorraumbündel vom Rang r und
1 ≤ k ≤ r.

(a) Zeigen Sie, dass die folgenden Vektorbündel über M kanonisch isomorph sind:

(Φ∗(F ))∗ ∼= Φ∗(F ∗), Λk(Φ∗(F )) ∼= Φ∗(ΛkF ).

(b) Sei ω ∈ E (k)(N) und Φ](ω) ∈ E (k)(M) ihr Rückzug. Für DΦ:TM → Φ∗TN be-
zeichne DΦ∗: (Φ∗TN)∗ → TM∗ ihr Dual und ΛkDΦ∗: Λk(Φ∗TN)∗ → ΛkTM∗ dessen
k-faches Dachprodukt. Zeigen Sie:

Φ](ω) = ΛkDΦ∗(Φ∗ω)

4. Geben Sie jeweils ein (möglichst einfaches) Beispiel einer glatten Abbildung Φ:M → N

an, so dass gilt:

(a) Φ∗:X (M)→ Γ(M,Φ∗TN) ist nicht injektiv;

(b) Φ∗:X (M)→ Γ(M,Φ∗TN) ist nicht surjektiv.
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