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Übungen zu “Differentialgeometrie II”

1. Seien E → N und F → N Vektorbündel mit covarianten Ableitungen ∇E und ∇F und sei
Φ:M → N eine glatte Abbildung. Sind ∇E bzw. ∇F bzgl. Bündelkarten durch 1-Formen
Eθαβ bzw. F θ

γ
δ beschrieben, so bestimmen Sie die 1-Formen E⊗F θ

αγ
βδ , die die induzierte

covariante Ableitung auf E⊗F und auch die 1-Formen Φ∗F θαβ , die die covariante Ableitung
auf Φ∗F bzgl. der induzierten Bündelkarten beschreiben (vgl. Aufgabe 2, Blatt 04).

2. Sei Φ:Mn → Nm eine glatte Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten M und N , sei F →
N ein Vektorbündel vom Rank r und ∇F eine covariante Ableitung auf F . Sei weiter
V ⊆ N offen, y:V → Rm eine Karte, ψ:FV → V ×Rr eine Bündelkarte, (eα) ⊆ Γ(FV )
die induzierten Basisschnitte und Γα

jβ ∈ E(V ) die induzierten Christoffelsymbole für ∇F

bzgl. (y, ψ). Sei schließlich U ⊆ M offen mit Φ(U) ⊆ V und x:U → Rn eine Karte.
Zeigen Sie, dass durch ∇:X (U)× Γ(EU)→ Γ(EU) für X = ξi∂i, s = fα(Φ∗eα) und

∇Xs = (ξi(Dif
α + (Γα

jβ ◦ y)Diy
jfβ))Φ∗σα

eine covariante Ableitung auf EU → U definiert wird, wo E = Φ∗F sei und x 7→ y(x) die
Beschreibung von Φ in den Karten x und y ist. Zeigen Sie auch, dass für p ∈ U , ξ ∈ TMp

und t ∈ Γ(FV ) gilt:
∇ξ(Φ

∗t) = ∇F
Φ∗ξ(t)

3. Seien E → M und F → M Vektorbündel mit covarianten Ableitungen ∇E bzw. ∇F .
Zeigen Sie, dass es auf dem Summenbündel E⊕F →M genau eine covariante Ableitung
∇E⊕F gibt, so dass für alle X ∈ X (M), s ∈ Γ(E), t ∈ Γ(F ) gilt:

∇E⊕F
X (s, t) = (∇E

Xs,∇
F
Xt).

4. Sei E →Mn ein Vektorbündel und für jedes 0 ≤ k ≤ n bezeichne E (k)(E) die E-wertigen

k-Formen auf M , d.i. E (k)(E) := Γ(ΛkT ∗M ⊗ E). Sei nun ∇: E (0)(E) → E (1)(E) eine
covariante Ableitung auf E. Zeigen Sie, dass es für 0 ≤ k ≤ n genau einen lokalen
Operator D: E (k)(E)→ Ek+1)(E) gibt, so dass für alle α ∈ E (k)(M) und s ∈ Γ(E) gilt:

D(α⊗ s) = dα⊗ s+ (−1)kα ∧∇s.
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