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Übungen zu “Differentialgeometrie II”

1. (a) Sei I ⊆ R ein Intervall. Zeigen Sie, dass jedes Vektorbündel π:E → I trivial ist.

(b) Sei U ⊆ Rn sternförmig. Zeigen Sie, dass jedes Vektorbündel π:E → U trivial ist.

(Hinweis: Parallelverschiebung bzgl. eines Zusammenhangs ∇ auf E.)

2. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und π:Rr → M das triviale Vektorbündel vom Rang
r ≥ 1 überM . Bezeichne e1, . . . , er ∈ Γ(Rr) die Basisschnitte, die durch eα(p) = (p, fα) ∈
M ×Rr (α = 1, . . . , r und (f1, . . . , fr) die kanonische Basis vom Rr) gegeben ist.

(a) Zeigen Sie, dass durch ∇:X (M) × Γ(Rr) → Γ(Rr) für X ∈ X (M) und s = gαeα,
gα ∈ E(M) und

∇Xs = (Xgα)eα

eine covariante Ableitung auf Rr gegeben ist.

(b) Zeigen Sie, dass für eine glatte Kurve γ: [0, 1]→M ein Schnitt s = gαγ∗eα ∈ Γ(γ∗Rr)
mit gα ∈ E([0, 1]) genau dann parallel ist, wenn gα(t) = const ist (α = 1, . . . , r).

3. Sei π:E → M ein Vektorbündel, ∇ eine covariante Ableitung auf E und p ∈ M . Zeigen
Sie dass es eine Umgebung U ⊆M von p und eine Bündelkarte ψ:EU → U ×Rr gibt, so
dass für die induzierte Zusammenhangsmatrix θ = (θαβ ) ∈ Matr(E

(1)(U)) (vgl. Aufgabe 2,
Blatt 04) gilt:

θ(p) = 0.

(Hinweis: Sei ϕ:U → Bn eine Karte mit ϕ(p) = 0. Definiere nun λ:Bn×Ep → EU durch
λ(x, v) = parγx

(v), wo γx(t) := ϕ−1(tx) sei, und dann ψ aus λ und ϕ geeignet.)

4. Sei ∇ eine covariante Ableitung auf einem Vektorbündel π:E →M und ψ:EU → U ×Rr

eine Bündelkarte. Zeigen Sie:

(a) Sind e1, . . . , er ∈ Γ(EU) die zugehörigen lokalen Basisschnitte und σ1, . . . , σr ∈
Γ(E∗

U) dual dazu, so gibt es eindeutig bestimmte 2-Formen Ξα
β ∈ E

(2)(U), so dass für
die Krümmung R von ∇ gilt:

R|U = Ξα
β ⊗ eα ⊗ σβ.

(b) Sind θαβ ∈ E
(1)(U) die Zusamenhangsformen von ∇ bzgl. ψ, so gilt für die 2-Formen

Ξα
β aus Teil (a) die Formel von Maurer-Cartan:

Ξα
β = dθαβ − θαγ ∧ θ

γ
β,

für alle 1 ≤ α, β ≤ r, oder kürzer (in Matr(E
∗(U)): Ξ = dθ − θ ∧ θ.
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