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Ubungen zu “Differentialgeometrie I1”

1. (a) Sei I C R ein Intervall. Zeigen Sie, dass jedes Vektorbiindel 7: £ — I trivial ist.
(b) Sei U C R™ sternformig. Zeigen Sie, dass jedes Vektorbiindel 7: ' — U trivial ist.

(Hinweis: Parallelverschiebung bzgl. eines Zusammenhangs V auf E.)

2. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und m: R" — M das triviale Vektorbiindel vom Rang
r > 1iber M. Bezeichne ey, ..., e, € I'(R") die Basisschnitte, die durch e, (p) = (p, fa) €
M xR" (a=1,...,rund (fy,..., f.) die kanonische Basis vom R") gegeben ist.

(a) Zeigen Sie, dass durch V: X (M) x I'(R") — I'(R") fiir X € X (M) und s = g“e,,
g* € E(M) und
Vxs=(Xg")ea
eine covariante Ableitung auf R" gegeben ist.
(b) Zeigen Sie, dass fiir eine glatte Kurve 7: [0, 1] — M ein Schnitt s = g*y*e, € I'(v*R")
mit g* € £([0,1]) genau dann parallel ist, wenn ¢g*(¢) = const ist (. =1,...,7).

3. Sei m: E — M ein Vektorbiindel, V eine covariante Ableitung auf £ und p € M. Zeigen
Sie dass es eine Umgebung U C M von p und eine Biindelkarte ¢: Ey — U x R” gibt, so
dass fiir die induzierte Zusammenhangsmatrix 6 = (65) € Mat, (€M (U)) (vgl. Aufgabe 2,
Blatt 04) gilt:

f(p) = 0.
(Hinweis: Sei ¢: U — B" eine Karte mit ¢(p) = 0. Definiere nun A\: B" x E, — Ey durch
Az, v) = par,_(v), wo 7, (t) := ¢~ (tz) sei, und dann 1) aus A und ¢ geeignet.)

4. Sei V eine covariante Ableitung auf einem Vektorbiindel m: £ — M und ¢: By — U x R”
eine Biindelkarte. Zeigen Sie:

(a) Sind ey,...,e, € T'(Ey) die zugehorigen lokalen Basisschnitte und ol,..., 0" €
I'(Ey) dual dazu, so gibt es eindeutig bestimmte 2-Formen Z§ € £@(U), so dass fiir
die Krimmung R von V gilt:

RU=Ef®e, 0"
(b) Sind 65 € £W(U) die Zusamenhangsformen von V bzgl. v, so gilt fiir die 2-Formen
=4 aus Teil (a) die Formel von Maurer-Cartan:
Ej = diz — 05 N0},
fir alle 1 < o, B < r, oder kiirzer (in Mat,.(E*(U)): Z=df — O N 6.
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