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Ubungen zu “Differentialgeometrie I1”

1. Sei V ein R-Vektorraum, 7" € LC(V) ein Levi-Civita-Tensor und s:V x V' — R seine
zugeordnete biquadratische Form. Zeigen Sie fiir alle &;,...,& € V die folgende Polari-
sationsformel:
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T(&1,82,83,64) = ém(s(fl + Ay, §o + p€3) — (&1 + A3, &2 + 164)) | (0,0)-

2. Sei V ein R-Vektorraum der Dimension n. Zeigen Sie, dass fiir den Raum der Levi-Civita-

Tensoren LC(V) gilt:

dim LC(V) = 112n2(n2 —1).

3. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit.

(a) Fir eine glatte Funktion f: M — R definiert man den Gradient von f, grad(f) €
X (M), durch die Forderung g(grad(f), X) = (df, X), fir alle X € X(M). Zeigen
Sie: Ist 2: U — V C R" eine Karte auf M und (g;;) die Darstellung der Metrik bzgl.
x, so gilt fir die Darstellung von grad(f) bzgl. x:
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grad(HIU = g2 2

(b) Fiir eine glattes Vektorfeld X € X (M) definiert man die Divergenz von X, div(X) €
E(M), durch div(X)(p) = tr{T'M, — TM, : { — VX}. Zeigen Sie: Ist 2:U — V
eine Karte auf M und (Ffj) die Christoffelsymbole bzgl. x, so gilt, wenn X |U = £%0;
ist:

div(X)|U = 5> 4 T ¢

4. Sei R™ mit dem kanonischen Skalarprodukt versehen und S C R" die Einheitssphare. Sei
B eine (symmetrische) Bilinearform auf R™ und tr(B) ihre Spur (beziiglich des kanonis-
chen Skalarproduktes). Zeigen Sie:

%tr(B) - Voll(s) /SB(f,f) do.

(Hinweis: Gaufischer Divergenzsatz)
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