Mathematik fiir Physiker 11
SS 2007
nach Prof. Dr. Frank Loose
Katharina von Sturm, Vanessa Graber, Pascal Uther,

Konstantin Sering, Christoph Zimmermann, Matthias Korber

email: matthias@teure.info

Version: 0.23



Inhaltsverzeichnis

1 Vektorrdume 5
1.1 Definition: Gruppe . . . . . . . . ..o 5
1.2 Kommentar . . . . . ... .. ... )
1.3 Definition: abelsch . . . . . .. ... ..o 5
1.4 Kommentar: additive Verkniipfung . . . . . . . ... ... .. 6
1.5 Beispiele . . . . . .. 6
1.6 Definition: Untergruppe . . . . . . . . . .. .. ... ... .. 7
1.7 Kommentar: jede Untergruppe ist Gruppe . . . . .. ... .. 7
1.8 Beispiel . . . . . .. 7
1.9 Definition: K-Vektorraum . . . . .. .. ... ... ... ... 7
1.10 Kommentar . . . . . .. . ... Lo 8
1.11 Beispiele . . . . . . . . 9
1.12 Kommentar: geometrische Interpretation . . . . . . . . . . .. 9
1.13 Definition: Untervektorraum . . . . . . . . . . .. .. ... .. 10
1.14 Kommentar: Unterrdume . . . . . . . . .. . ... ... .. .. 10
1.15 Beispiele: Unterrdume . . . . . . . . . ... ... ... .. .. 10
1.16 Definition: Familie . . . . . .. ... ... ... ... ... 12
1.17 Kommentar: Familien und Folgen . . . . . . .. . .. ... .. 12
1.18 Bemerkung: Unterrdume . . . . . . . . . ... ... ... ... 12
1.19 Definition: Erzeugendensystem . . . . . . . . .. ... ... .. 13
1.20 Bemerkung . . . . . ... 13
1.21 Kommentar: Linearkombination . . . . . . . . ... ... ... 13
1.22 Kommentar . . . . . .. . ... .. 14
1.23 Beispiel: Erzeugendensysteme . . . . . . ... ... 14
1.24 Definition: endlich erzeugt . . . . . . . . . .. ... ... ... 15
1.25 Beispiel: endlich erzeugt . . . . . .. .. ... ... 15
1.26 Motivation: sparsame Erzeugung . . . . . . .. . .. .. ... 15
1.27 Definition: linear unabhéangig . . . . . . . . . . ... ... .. 15
1.28 Kommentar: linear abhéngig . . . . . . . . . ... .. .. ... 15
1.29 Beispiel: linear unabhéngig . . . . . . . .. ... ... ... .. 16
1.30 Kommentar: linear unabhéngig . . . . . ... ... ... ... 17
1.31 Definition: Basis . . . . . . . . .. ... oo 17
1.32 Beispiel: (kanonische) Basis . . . . . . ... ... 17
1.33 Kommentar: Basis . . . . .. . ... ... ... ... ... .. 17
1.34 Lemma . . . . . . . . 18
1.35 Satz: Basen endlicher Lénge . . . . . . . ... ... ... ... 18
1.36 Kommentar: Basis . . . . ... ... ... ... 19
1.37 Satz: Basisergdnzungssatz . . . . . . ... ... ... .. 19
1.38 Satz: Lange von Basen . . . . . . . .. ... ... ... . ... 19



1.39 Definition: Dimension von V' . . . . . . . ... ... L. 20
1.40 Kommentar: wohldefinierte Dimensionen . . . . . . . .. . .. 20
1.41 Korollar . . . . . . . . . ... 20
1.42 Beispiel: Dimension . . . . . . . ... ... 0L 21
1.43 Definition: (direkte) Summe . . . . . . ... ..o 22
1.44 Kommentar: Komplement . . . . . .. ... ... ... .... 22
1.45 Beispiel: direkte Summe . . . . . .. ... 22
1.46 Satz . . . . .. 23
1.47 Korollar: Dimensionsformel . . . . . . ... ... ... .... 23
Lineare Abbildungen 24
2.1 Definition: Homomorphismus . . . . . .. ... .. ... ... 24
2.2 Beispiel: Homomorphismen . . . . . . . .. ... .. ... ... 24
2.3 Definition: Matrix . . . . . . .. ..o 26
2.4 Kommentar: (Mat(m,n, K),+,-) als Vektorraum . . . . . .. 26
2.5 Definition: lineare Abbildung . . . . . . . . .. ... ... ... 26
2.6 Kommentar: Spaltenvektoren . . . . . .. ... ... ... .. 26
2.7 Lemma: eindeutige Darstellung . . . . .. .. ... ... ... 27
2.8 Bemerkung . . .. ..o 28
2.9 Satz: eindeutige lineare Abbildung . . . . . .. ... ... ... 28
2.10 Kommentar . . . . . . . ... ... 29
2.11 Definition: lineare Abbildung beziiglich zweier Basen . . . . . 29
2.12 Kommentar . . . . . . . ... ... ... 29
2.13 Beispiel: Abbildungsmatrizen . . . . .. ... ... ... ... 31
2.14 Definition: Isomorphismus . . . . . . . .. ... .. ... .. 31
2.15 Kommentar: Isomorphismus . . . . . . .. ... ... ..... 32
2.16 Bemerkung . . . . .. ..o 32
2.17 Korollar . . . . . . . .. 33
2.18 Kommentar: Isomorphierelation . . . . . . .. ... ... ... 33
219 Satz . . .. 33
2.20 Kommentar: Koordinatenisomorphimus . . . . . . . .. .. .. 34
221 Satz . . . .. 35
2.22 Kommentar . . . . . . . . ... ... 37
2.23 Definition: Kern und Bild . . . . . .. ... ... 37
2.24 Kommentar: Kern und Bild sind Unterrdume . . . . . . . . .. 37
2.25 Lemma: Zusammenhang Injektivitat und Kern . . . . . . . .. 37
2.26 Kommentar: Rang von f . . . . .. .. .. ... ... ... .. 38
2.27 Satz: Dimensionsformel . . . . . . ... .00 38
2.28 Korollar . . . . . . . . .. 40



Literatur:
e H. Fischer, H. Kaul: Mathemathik fiir Phyisker Band 1, Teubner
e S. Bosch: Lineare Algebra, Springer-Verlag
e G. Fischer: Lineare Algebra, Vieweg-Verlag

e M. Koecher: Lineare Algebra wund Analytische Geometrie,
Springer-Verlag



1 Vektorraume

1.1 Definition: Gruppe

Ein Paar (G, %) bestehend aus einer Menge G und einer Verkniipfung * :
G x G— G, (a,b) — a x b, heifit eine Gruppe, wenn folgendes gilt:

a) Fir alle a,b,c € G gilt: (a * b) *x c=a x (b * ¢) (Assoziativgesetz).
b) Es existiert ein Element e € G, so dass gilt:

i) Va € Gistaxe =a = exa (Existenz des neutralen Elementes)

ii) Zu jedem a € G existiert ein b € G, so dass gilt: a x b=e=b x a
(Existenz des inversen Elements).

1.2 Kommentar

a) Ahnlich wie bei der Korperdefinition (siche Teil I) sieht man, dass das
neutrale Element e € G und auch das inverse Element a € G eindeutig
bestimmt ist. (Ubung)

b) Oft wird die Verkniipfung einer Gruppe G multiplikativ geschrieben (oder
auch der Punkt ganz weggelassen),

In diesem Fall wird das neutrale Element mit e =1 und das zu a € G
inverse Element mit a~! bezeichnet,

(vgl. allerdings 1.4).

1.3 Definition: abelsch

Eine Gruppe (G, *) heifit abelsch (oder auch kommutativ), wenn fiir alle
a,b € G gilt:
a * b=>b* a (Kommutativgesetzt)



1.4 Kommentar: additive Verkniipfung

a) Ist eine Gruppe (G, *) abelsch, so notiert man ihre Verkniipfung meist
additiv:
a*xb=a+ b

Das neutrale Element wird dann iiblicher Weise mit e = 0 und das
inverse Element zu a € GG wird mit —a bezeichnet,

a+0=a=0+a,
a+(—a)=(—a)+a=0.

b) Ist (K, +,-) ein Korper, so ist (K, +) eine abelsche Gruppe, auch (K*,-)
mit K* = K\ {0} ist eine abelsche Gruppe und das Distributivgesetz
gilt:

a-(b+c)=a-b+a-c,

fiir alle a,b,c € K .

1.5 Beispiele

a) Eine Gruppe G besitzt nach (1.1 b) mindestens ein Element. Die
einfachste aller Gruppen (die triviale Gruppe) ist daher sicher:

G = {0}
(mit der offensichtlichen Verkniipfung 70+ 0 = 07).

b) Jeder Korper K zusammen mit seiner Addition ist offenbar eine abelsche
Gruppe, z.B. K =R, C,Q, F5.

c) Ist K ein Korper, so ist auch K* zusammmen mit der Multiplikation des
Korpers eine abelsche Gruppe, z.B.

R*, C*, Q" F;.
d) G = 7Z zusammen mit der Addition ist eine (abelsche) Gruppe. (Ubung)
e) Sei X eine beliebige Menge. Auf der folgenden Menge
G :=Bij(X) :={f : X — X]| fist bijektiv}
betrachten wir die Verkettung

0o:GxG—G, (f,g)— foyg
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als Verkniipfung. Es ist dann G eine (wenn X mindestens drei Elemente
hat nicht abelsche) Gruppe (Ubung). Ist speziell X endlich mit n
Elementen, sagen wir X = {1,...,n}, so wird G mit:

S, = Bij{1,...,n})
bezeichnet. Sie heifit die symmetrische Gruppe in n Eintrdgen und hat

n! Elemente.

1.6 Definition: Untergruppe

Sei G eine Gruppe. Eine nicht-leere Teilmenge H C G heifit eine
Untergruppe von G, wenn gilt:

a) Fir alle a,b € H ist auch ab € H;

b) fiir alle a € H ist auch a™! € H.

1.7 Kommentar: jede Untergruppe ist Gruppe

Ist H C G eine Untergruppe, so enthédlt H nach Definition mindestens ein
Element a € H. Nach a) und b) ist dann aber auch 1 = a-a~! € H. Die
Einschrankungen der Verkniipfung mit % : H x H — H macht dann (H, %)
selbst zu einer Grupppe.

1.8 Beispiel

a) Ist G eine Gruppe so sind H := {1} und H := G offenbar Untergruppen
(die trivialen Untergruppen).

b) Sei G = Z und n € N. Dann ist offenbar
nZ ={nk € Z:kel}

fiir jedes n € N eine Untergruppe von Z.

1.9 Definition: K-Vektorraum

Sei K ein Korper. Ein Tripel (V, +, -) heifit ein K-Vektorraum (Vektorraum
iiber K), wenn V eine Menge, + : V x V — V eine (innere) Verkniipfung
und - : K x V — V eine (d4uBere) Verkniipfung, so dass gilt:

a) (V,+) ist eine abelsche Gruppe;



b)
i) Fir allev e V gilt: 1-v = v;
ii) fir alle v,w € V, und X € K gilt:
A (vtw)=A-v)+ (A w);
iii) fir alle v € V und \, p € K gilt:
At p)-v=QAv)+ (u-v);

iv) fur alle A\, p € K und v € V gilt:

() v =X (p-v).

1.10 Kommentar

a) Ein K-Vektorraum V hat also stets mindestens ein Element: dass
Nullement 0y, welches man nicht mit dem Nullelement des Korpers
0x verwechseln sollte. Der einfachste K-Vektorraum ist deshalb durch:

vV ={0}

(und + und - in offensichtlicher Weise definiert) gegeben. Er heifit der
Null-Vektorraum.

b) Die innere Verkniipfung + eines K-Vektorraums (V, +, -) wird iiberlicher
Weise als die Addition in V' und die &ulere Verkniipfung - als skalare
Multiplikation in V' bezeichnet. Die Elemente von V heiflen Vektoren
und die Elemente aus dem Korper K nennt man iiblicher Weise
Skalare.

c) Oft spricht man (etwas ungenau) nur von einem Vektorraum V
(unterdriickt also die Verkniipfungen + und - und auch den
Grundkorper K'), wenn klar ist, iber welchem Korper der Vektorraum
liegt. Der Punkt fiir die skalare Multiplikation wird haufig weggelassen
und Punktrechnung geht wie iiblich vor Strichrechnung, z.B. bedeutet:

AU+ pw = (A -v) + (p-w)

fir \, p € K, vyw eV,



1.11 Beispiele
Sei K ein Korper.

a) Fir n € N definieren wir auf dem cartesichen Produkt:
V=K"={(x1,...,2,) 2, € K;ji=1,....,n}
eine innere Verkniipfung 4+ : V x V — V durch

(X1, oo ) + Y1y ooy Un) = (21 F Y1y ooy T + Yn)
und eine &ufere Verkniipfung - : K x V +— V durch
ATy oy ) 1= (AT, ooy ATy).

Dann wird (V,+,-) zu einem K-Vektorraum, den wir mit K"
bezeichnen (Ubung).

b) Speziell im Fall n = 1 sehen wir, dass jeder Korper ein Vektorraum iiber
sich selbst ist. (Die innere Multiplikation des Korpers % : K x K +— K
von K nun eben als skalare Multiplikation von K auf K = V aufgefasst.)

c) Sei X (irgend) eine Menge. Auf
V= Abb(X,K) :={f: X — K Abbildung}
definieren wir innere und &uflere Verkniipfung so:
(f +9)(x) = fx) +g(x)

(Af)(z) == Af(x)
fir A € K, f,g € V, x € X. Es wird dann V' damit zu einem
K-Vektorraum (Ubung).

1.12 Kommentar: geometrische Interpretation

a) Fir K = R und n = 2 bzw. n = 3 bietet Beispiel (1.11.a) ein Modell
fiir die Anschauungsebene und den Anschauungsram. In ihm kann
man die Addition und skalare Multiplikation durch die folgende
”Parallelogrammregel” und Streckung bzw. Stauchung
(geometrisch) interpretieren.

Abbildung fehlt
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Die Theorie der Vektorrdume (und ihrer linearen Abbildungen) wird
deshalb auch geeignet sein, Probleme der analytischen Geometrie
zu behandeln.

b) Die Axiome (a) und (b) aus (1.9) implizieren nun eine Reihe von
Rechenregeln (&hnlich wie dies die Koperaxiome fiir das Rechnen in
K tun (vgl. Teil 1)), z.B. gilt:

VUGVZOK'UZOV,

denn aus Oxv = (0 + Og)v = Ogv + Ogv folgt durch Addition des
Negativen —0xv auf beiden Seiten, dass 0y = Oxv. Im Folgenden lassen
wir den Index 'K’ oder 'V’ weg, weil in der Regel klar sein wird, welche
Null gemeint sein wird.

1.13 Definition: Untervektorraum

Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Eine nicht-leere Teilmenge U C V'
heifit ein Untervektorraum von V' (kurz: Unterraum), wenn folgendes gilt:

a) VoweUUgilt:v+w e U,
b) VAe K,veUgilt: A-veU.

1.14 Kommentar: Unterradume

a) Jeder Unterraum U C V enthélt das Nullelement von V, denn es gibt ein
v € U. Wegen (b) ist dann auch —v = (—1)v € U und wegen (a) dann
auch 0 =v+ (—v) € U.

b) Die Einschrankungen von + und - auf U x U und K x U machen dann
(U, 4+, -) selbst zu einem K-Vektorraum.

c) U = {0} und U =V sind offenbar Unterrdume. Sie heiflen die trivialen
Unterrdume.

1.15 Beispiele: Unterrdume
Sei K ein Koérper, n € N.
a) Sei v € K™ beliebig. Dann ist
U={NveV: e K} (= Kv)
ein Unterraum von V' (denn Av + pv = (A + p)v und A(pv) = (Ap)v.

Fiir v # 0 nennen wir U eine Gerade in K".
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b) Seien v, w € K™ beliebig. Dann ist
U={MWw+pweV:\ue K}

Unterraum. (Ubungsaufgabe) Fiir v,w # 0 und w ¢ Kwv heifit U eine
Ebene in K".

c) Sei V ein K-Vektorraum und vy, ...,v, € V (r € N). Dann ist
U={\v+.+ v, eV:NeKi=1,.,r}

ein Unterraum von V (Ubung).

d) Sei X =[0,1] CR und k € N (oder k = oo oder k = w). Dann ist
U=CMX)={f:[0,1] — R : f ist k-mal stetig diff’bar} C Abb(X,R)
(vgl 1.11 ¢) (nach Teil I) ein Unterraum.

e) Sei

KX ={ay+aX+.+a X" :reNy, ;€ K, i=0,....,1}

die Menge der (formalen) Polynome mit Koeffizieten in K. Wir
definieren

(ap+ a1 X + ... +a, X") 4+ (bo + 01 X + ... + b X?)

= (ao + bo) + (a1 + b1) X + ... + (Cmaa(rs) + bmax(r’s))Xmaw(T,s)

(wobei a; = 0 fiir ¢ > r bzw. b; = 0 fiir j > s sei). AuBlerdem setzen
wir:

Mag+ e X + ... +a, X") == dag + (M) X + ... + (Aa,) X"

Dann wird K[X] zusammen mit + und - zu einem K-Vektorraum

(Ubung).
f) Sei weiter fiir jedes n € N
K[X]|™ :={P € K[X] : deg(P) < n}

(mit P =37 a; X" und deg(P) = r :& r = maz{k € Ny : aj, # 0}).
Dann ist K[X]™ ein Unterraum von K[X].
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1.16 Definition: Familie

Seien I und X Mengen. Eine (/-indizierte) Familie (von Mitgliedern) in
X ist eine Abbildung f: I — X. Ist a; = f(i), fiir i € I, so wird sie iiblicher
Weise mit

o= (ai)iel

bezeichnet. I heift Indexmenge der Familie.

1.17 Kommentar: Familien und Folgen

a) Eine Familie in X ist etwas anderes als eine Teilmenge von X. Ist zum
Beispiel I endlich mit I = {1,...,n}, so ist eine Familie in X indiziert
iiber I ein n-Tupel

a=(ay,as,...,ap).

Dabei kommt es durchaus auf die Reihenfolge der Mitglieder an und
es konnen auch Mitglieder mehrfach auftreten. Zu unterscheiden ist
deshalb a von der Teilmenge

A= {(1,1, as, ...,an} - X.

b) Ist I =N, so heiit eine I-indizierte Familie in X eine Folge in X.

Im Folgenden sei K stets ein Korper.

1.18 Bemerkung: Unterrdume

Sei V' ein K-Vektorraum und sei (U;);es eine Familie von Untervektorraumen
von V. Dann ist auch die Schnittmenge der Familie

U:= ﬂUi
i€l

ein Unterraum von V.

Beweis:
Da0e€ U, Viel, ist 0 € U und damit U # . Seien v,w € U = v,w €
U, Viel=v+welU, Viel=v+weU. Ahnlich:v e U, A € K =
A-vel.
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1.19 Definition: Erzeugendensystem

Sei V' ein K-Vektorraum und a = (v;);e; eine Familie in V. Der kleinste
Untervektorraum, der alle Mitgleider von a enthélt, heifit der von a erzeugte
Unterraum und wird mit (a) bezeichnet, also:

(a) := N U.
UCV Unterraum , U>v; V i€l

Ist W = (a) C V, so heiit a ein Erzeugendensystem von W.

1.20 Bemerkung

Sei V' ein K-Vektorraum und a = (v;);c; eine Familie in V. Dann gilt:

(a) = {Z)\iviEV: )\Z-EKfiiriel,und)\i:Ofﬁrfastallez'EI}.
iel

Beweis:

Jeder Unterraum U C V, der alle v; € V enthélt, ¢ € I, muss auch jede

Linearkombination A;, v;, +...+\;, v;, enthalten. Setzen wir U := {Ziel )\ivi}

so ist also: U C (a) Es ist aber U offenbar auch eine Unterraum mit v; €

I,V i€ I. Daher gilt auch U 2 (a), also:

U = (a).

1.21 Kommentar: Linearkombination

a) Ist I eine unendliche Menge, so bedeutet (wie in Teil 1) "fiir fast alle
1 € I”, dass fiir hochstens endlich viele ¢ € I die Bedingung nicht gilt.
In unserem Fall ist also :

Z )\ﬂ)i = /\i1vi1 + ...+ )\ir,vir

iel
nur eine endliche Summe (wo iy, ..., 7, € I gerade die Indizies i seien, wo
Ai # 0 ist). Damit ist auch erklart, was die Summe ") ., ” bedeutet.

b) Wie in Teil 1 vereinbaren wir, dass fiir I = ():

Z:zO(inV)

i€

sel.
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c) Sind vy, ...,v, € V und Ay, .., A, € K so nennt man:
'
/\1’01 + ...+ )\TUT = Z Aﬂ)i
i=1
eine Linearkombination von (vy,...,v,) in V.

1.22 Kommentar
Sei V eine K-Vektorraum.

a) Setzt man a = (v),ey mit I = V, so ist natiirlich (a) = V, also a
Erzeugendensytem fiir V. Oft ist man allerdings interessiert, moglichst
kleine Erzeugendensysteme fiir V' zu finden.

b) Fiir V' = {0} ist offenbar die leere Familie (), das heiit (I = () ein
Erzeugendensystem.

1.23 Beispiel: Erzeugendensysteme
Sei K (wie immer) ein Korper.
a) Fiurn € Nund jedem i € {1,...,n} setzen wir:

e;=(0,.,0, 1 ,0,..0) € K"

i-te stelle

Setzen wir fiir j, k € N:

J

5 1 wenn j =k
"o wenn j # k ,

das so genannte Kronecker-Symbol, so ist also:

€; — ((511,,57”) (2:1,,71,)

Es ist dann a = (eq,...,e,) ein endliches Erzeugendensystem fiir

V = K", denn jeder Vektor v = (x1,...,7,) € K" ist offenbar

Linearkombination von ey, ..., e,:
v=(21,...,2,) =T161 + ...+ Tpep.

b) Die Familie der Monome (1, X, X2, ...) ist ein Erzeugendensystem von
K[X].

14



1.24 Definition: endlich erzeugt

Ein K-Vektorraum heiit endlich erzeugt, wenn es ein endliches
Erzeugendensystem a = (vq,...,v,) von V gibt,

Vo= {(vr,...,00)) = (v1,...,00).

1.25 Beispiel: endlich erzeugt
Fir jedes n € N ist nach (1.23) V' = K" endlich erzeugt. K[X] oder

C€H(I) (I =10,1]) (bei K =R, k € NU {o0,w}) sind es nicht (vgl. (1.42)).
1.26 Motivation: sparsame Erzeugung

Um einen Vektorraum ,,so sparsam wie moglich zu erzeugen® fithrt man
folgenden wichtigen Begriff ein:

1.27 Definition: linear unabhingig

Sei V ein K-Vektorraum. Eine endliche Familie a = (v, ... v,) bestehend aus
n Vektoren heifit linear unabhéngig, wenn folgendes gilt: Sind A{,..., A\, €
K derart, dass

AMvr+ ...+ A\u, =0

ist, so muss bereits Ay = ... = \, = 0 sein.

1.28 Kommentar: linear abhingig

a) (vy,...,v,) ist linear unabhéngig, genau wenn keines der Mitglieder
Linearkombination der anderen ist,

V; ¢< Vi, ooy Vim1,Vigl,y - ooy Uy >,

Vi =1,...,n. Ist ndmlich (vq,...,v,) linear abhingig, d.h. nicht
linear unabhéngig, so gibt es also Ay, ..., A, € K mit:

)\1@1+...+)\nvn:0,

und nicht alle \; = 0. Ist etwa Ay # 0 so ist dann:

15



also Linearkombination von wvy,...,v, Ist umgekehrt etwa v, eine
Linearkombination von vy, ..., v,_1,

Up = 101+ ...+ fp—1VUn—1
(mit gy, ..., pn1 € K) so ist
pivr 4 oo+ 11 + (=1)v, =0

also mit
)\1 el ) P An—l = Hn—1, An =—1

auch
)\1U1+...+>\n1}n20,

und dabei sind nicht alle \;’s gleich Null.

b) Ist a = (vy,...,v,) linear unabhéngig, so ist insbesondere v; # 0 fiir alle
i =1,...,n, Weiter ist vy & (v1),v3 & (v1,v9) usw., also 0 C (v1) €
<’U1,'U2> g <U1,U2,’U3> e g <’Ul, e ,Un>.

1.29 Beispiel: linear unabhingig

a) Die leere Familie () gelte als linear unabhéngig.

b) Sei V.= K™ (n € N). Denn ist a = (ey,...,e,) linear unabhéngig, dann
ist:
)\1€1+...+)\n€n:0

soist (A,...,A,) =0,also \y =X =...= A, =0.

c) Die Familie (1, X, X? ...) in V = KI[X] ist linear unabhiingig (siche
(1.30), Ubung).

d) Die Familie a = ((1,0),(0,1),(1,1)) in V = K? ist linear abh#ingig, denn
1 1 0
=1 1

V3 = U1 + Vo

also

mit v; = (1,0),v2 = (0,1) und vy = (1,1). Beachte aber: Jede der
Teilfamilien (vy, vs), (v1,v3), (ve, v3) ist linear unabhingig.
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1.30 Kommentar: linear unabhingig

a) Fir eine unendliche Familie (v;);e; in V' sagt man, dass sie linear
unabhéngig ist, wenn jede endliche Teilfamilie linear unabhéngig ist.

b) Wenn Erzeugendensysteme eines K-Vektrorraums V' nicht zu klein
sein konnen, konnen linear unabhéngige Familien nicht zu grof3 sein.
Gewissermaflen optional ist die Situation, wenn Folgendes vorliegt:

1.31 Definition: Basis

Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Familie a = (vq, ..., v,) heifit eine Basis von
V', wenn folgendes gilt:

a) a ist Erzeugendensystem,

b) a ist linear unabhéngig.

1.32 Beispiel: (kanonische) Basis

a) Die leere Familie () ist also eine Basis des Nullraums.

b) Sei n € N. Dann ist offenbar a = (ey, .., ¢,,) eine Basis von V' = K". Wir
nennen sie die kanonische Basis von K".

c¢) Auch ((1,1),(1,—1)) ist z.B. eine Basis von R* (oder allgemeiner K2,
wenn 1+ 1 # 0 in K ist, Ubung).

d) (1,X,...,X") ist eine Basis von K[X]™ (Ubung)).

1.33 Kommentar: Basis

a) Allgemein sagt man, dass eine Familie a = (v;);e; von Vektoren in V' eine
Basis heifit, wenn sie Erzeugendensystem und linear unabhéngig ist.

b) Zum Beispiel ist (1, X, X? X3 ...) in K[X] eine Basis.

c) Es ist tiberhaupt nicht einfach zu sehen, dass jeder (endlich erzeugte)
Vektorraum eine Basis hat, und dass je zwei Basen jeweils die gleiche
Lange haben, d.h. die gleiche Anzahl von Mitgliedern. Dazu:
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1.34 Lemma

Sei V ein K-Vektorraum, n € Nund 0 < r < n — 1. Seien vy,...,v, € V,
derart, dass (vy,..,v,) linear unabhéngig, aber (vy,...,v,) linear abhingig
ist. Dann existiert ein p € {r 4+ 1,...,n}, so dass gilt:

<V1,...,U0, >=< V1y...,Up—-1,VUpt1y...,Upn >

Beweis:
Aus den Voraussetzungen folgt, dass es Ai,...,\, € K und ein p €
{r+1,...,n} mit \, # 0 gibt, so dass gilt:

)\1U1+...+)\n’(}n:0

- )\1 )\p—l >\p+1 )\n
= Up = —)\—'Ul—. . .—A—Upfl—)\—'l}p+1—. . .—)\—’Un e<v,. .. y Up—1, Up+1, - - -
P P P P
=< V1y...,U0p >=<V1,...,Up-1,Upt1,.-.,Un > .

1.35 Satz: Basen endlicher Linge

Sei V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann besitzt V' eine Basis. Jede
Basis von V' hat endliche Lénge.

Beweis:

Sei ¢ = (v1,...,v,) ein Erzeugendensystem von V. Durch Weglassen
von Mitgliedern konnen wir a gegebenenfalls so verkleinern, dass das
(verkleinerte) a minimales Erzeugendensystem ist (d.h.: jede Teilfamilie
¢/ von a mit ¢ # a ist kein Erz-System mehr). Sei also oBdA: a ein
min. Erzeugendensystem. Nach Lemma (1.34) muss o dann schon linear
unabhéngig und damit eine Basis sein.

Ist (vy,...,v,) eine endliche Basis, (w;);cr eine beliebige Basis, so existiert
eine endliche Teilmenge I’ C I, so dass:

V=< Vi, ..., Uy >C< (wi)iep >

denn jedes vy, (k = 1,...,n) ist Linearkombination von nur endlich vielen
w;’s. Dann ist bereits (w;);cp erzeugend und damit Basis, also I’ = .

18
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1.36 Kommentar: Basis

a) Hier erst sieht man z.B., dass V = K[X] nicht endlich erzeugt ist, denn
(1, X, X2, ...) ist eine unendliche Basis.

b) Auch ist hier erst klar, dass z.B. V' = K" keine unendliche Basis haben
kann.

c) Noch nicht klar ist, dass fiir einen endlich erzeugten Vektorraum V' je
zwei Basen a = (vq,...,v,,) und b = (wy, ..., w,,) gleiche Linge haben,
also m = n ist.

1.37 Satz: Basiserginzungssatz

Sei V' ein K-Vektorraum, vy, ...,v,,wy,...,w, € V derart, dass (vy,...,v,)
linear unabhéngig und (wy,...,w,,) ein Erzeugendensystem ist. Dann
existiert eine Zahl » < n < r + m und paarweise verschiedene 4,,1,...,%, €
{1,...,m}, so dass:

(V1,0 Uy Wiy o Wiy, )

eine Basis von V ist.

Beweis:

Es gibt sicher paarweise verschiedene Indizes i,41, ..., 4, (mit r <n < r+m),
so dass (v1,...,0r, W, ..,w;,) Erzeugendensystem wird. z.B. wenn man
n:=r+mund i1 = Wi,...,0m = Wy setzt. Anwendung von (1.34)
liefert wiederrum, dass man durch Weglassen einiger w;,’s erreichen kann,
dass (vy,...,Up, Wy, ..., w;, ) nicht nur erzeugend bleibt, sondern auch linear
unabhéngig, also eine Basis wird.

[ |
1.38 Satz: Lange von Basen
Sei V' ein K-Vektorraum und seien a = (vy,...,v,) und 6 = (wy,...,wy,)
Basen von V. Dann gilt: n = m.
Beweis:
Die linear unabhénige Familie (vs,...,v,) kann man nach (1.37) durch
Hinzunahme mindestens eines Mitgliedes aus b zu einer Basis von V' ergénzen:
Jir, ... ydpy € {1,...,m} paarweise verschieden mit (wy, , ..., w;, V2, ... ., Up)
ist Basis, r; > 1. Das gleiche Argument liefert 4, 1,....,0 1, €
{1,...,m}, so dass iy,....,0r 4, paarweise verschieden sind mit:
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(Wiy, oy Wiy s V35, V) it Basis, mp > 1. Nach n Schritten gibt
es also i1,..., 0ot ar, € {1,...,m} paarweise verschieden, so dass
(Wi, -y wi, ) Basis von V ist. Also:

m>ri+...+r,>14+....+1=n.
—_——

n—mal

Aus Symmetriegriinden folgt auch n > m, also n = m.

1.39 Definition: Dimension von V

Sei V' ein K-Vektorraum.
a) Ist V endlich erzeugt und (vy,...,v,) eine Basis und V, so heifit:
dimgV i=n
die Dimension von V (iiber K).
b) Ist V nicht endlich erzeugt, so setzen wir:

dimgV = oo.

1.40 Kommentar: wohldefinierte Dimensionen

a) Man beachte, dass erst Satz (1.38) (und (1.35)) sicher stellt, dass die
Dimension eines Vektorraum wohldefiniert ist (d.h. unabhéingig von
der gewihlten Basis).

b) Man kann zeigen, dass auch nicht endlich erzeugte Vektorraume stets eine
Basis haben (siche z.B. Bosch). Jeder Vektorraum hat also eine Basis!

1.41 Korollar

a) Ist V endlich erzeugt und U C V ein Unterraum, so ist U auch endlich

erzeugt und es gilt:

b) Ist V endlich erzeugt, U C V ein Unterraum mit dimxU = dimgV, so
ist schon U = V.
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Beweis a) Seia = (vy...,v,) eine Basis von V. Sei weiter b = (wy, ..., wy)
linear unabhéngig in U. Wegen (1.37) kann man (wi,...,wy) mit
Mitglieder aus a zu einer Basis von V ergénzen. Wegen (1.38) ist
dann £ < n. Insbesondere ist auch U C V endlich erzeugt und

Beweis b) Ist nun dimgU = dimgV und b6 = (wy,...,w,) Basis von U,
so muss b auch Basis von V sein, sonst konnte man es mit mindestens
einem Mitglied aus a zu einer Basis von V' ergénzen, die aber mehr als
n Mitglieder hétte.

|
1.42 Beispiel: Dimension
a) Sei n € Ny. Dann ist offenbar:
dimg K" :=n,
weil (e1,...,e,) eine Basis ist. (Fiir n = 0 fassen wir K° als den

Nullvektorraum auf)
b) Die Polynome vom Grad kleiner gleich n erfiillen offensichtlich:
dimg K[X]™ =n+ 1,
weil (1, X,..., X™) eine Basis ist.

c) Fasst man V = C als R-Vektorraum auf, so ist offenbar (1,7) eine R-Basis
von C. (Natiirlich ist (1) eine C-Basis von C.) Es ist also:

dimg C = 2, aber dim¢C = 1.

d) Natiirlich ist z.B.
dimg €([a, b]) = oo

(vel. (1.25)), denn die Polynomfunktionen Pol C €([a,b]) sind bereits
ein unendlich-dimensionaler Unterraum (Ubung).
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1.43 Definition: (direkte) Summe
Sei V' eine K-Vektorraum und U;, U; C V' Unterrdume.
a) Es heifit dann:
Uy +Us :={vy +vg:v1 € Up,vg € Us}
die Summe von U; und Us.
b) Ist zudem U; NU; = (0), so nennen wir die Summe direkt und schreiben

dann U; @ Us.

1.44 Kommentar: Komplement

a) U; + U, ist offenbar wieder Unterraum von V. Er ist der kleinste
Unterraum von V', der sowohl U; als auch U, enthélt,

Ui+ Uy =< U, UUy > .

b) Jedes Element v € Uy + U, besitzt also eine Darstellung v = vy + vy mit
vy € Uy und vy € Us. Ist die Summe direkt, so ist die Darstellung sogar
eindeutig. Denn ist

V=11 + Vg = Wi + Wy

mit vy, w; € Uy und vy, wy € Uy, so ist
wl—vlzvg—wgeUlﬂng(O),
also v = wy und v = ws.

c) Ist V. =U; @& U,, so nennt man Us ein Komplement von U; in V.

1.45 Beispiel: direkte Summe

Sei V = K3 und U; =< e1,e5 > und Uy =< ej,e3 > (wo (e, e9,e3) die
kanonische Basis von V' sei). Dann ist:

U+ U; =< €1,€E9,€3 >= V,

aber die Summe ist nicht direkt, denn es ist Uy NUs =< e; ># (0). Dagegen
ist z.B. mit U} :=< (1,1,1) >:

V=U@aU,.
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1.46 Satz

Sei V' ein endlich erzeugter Vektorraum und U C V' ein Unterraum. Dann
gibt es ein Komplement U’ C V, also V = U @ U’, und es gilt:

dim V = dim U + dim U’.

Beweis:
Sei a = (v1,...,v,) Basis von V und b = (wy,...,wy) eine Basis von U
(k <n). Wir ergéinzen b nach (1.37) mit Mitgliedern v;,, ..., v;,, paarweise

verschieden, zu einer Basis von V und setzen:
U'=<v,,,...,v, >CV.
Dann ist UNU’" = (0),U+U" =V, also V =U®U’". Da (v;,,,, ..., v;,) Basis
von U’ ist gilt:
dim U+4+dim U =k+ (n—k)=n=dim V.

1.47 Korollar: Dimensionsformel

Sei V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum und U, U’ C V Unterrdume. Dann
gilt die folgende Dimensionsformel:

dim U 4+ dim U" = dim(U + U") + dim(U N U").

Beweis:
Sei W C U ein Komplement von UNU’ in U und W’ C U’ Komplement von
UNnU in U,

U={UnU)aW,

U=UnU)YasW'.
Es ist dann

U+U =((UnUYeaW)+(UnUYaW)=UNU)+W+W

und diese Summe ist sogar direkt (d.h. jeder Summ@nd geschnitten mit der
Summe der restlichen beiden ergibt den Nullraum (Ubung)). Mit (1.46) ist:

dim U = dim(U N U’) + dim W,
dim U’ = dim(U N U") + dim W'
und
dim(U + U') = dim(U N U") + dim W + dim W".
= dim(U+U")+dim(UNU") = 2 dim(UNU") +dim W-dim W’ = dim U+dim U".
|
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2 Lineare Abbildungen

Sei K stets ein Korper.

2.1 Definition: Homomorphismus

Seien V' und W K-Vektorrdume. Eine Abbildung f : V' — W heifit (K-)
linear (oder ein (K-)Homomorphismus), wenn gilt:

a) Fiir alle vy, vy € V ist:
for+v2) = fu) + f(v2);
b) fiir alle A € K und v € V gilt:
f(w) = Af(v).

2.2 Beispiel: Homomorphismen

a) Die Nullabbildung: f : V' — W gegeben durch f(v) =0, Vv € V, ist
offenbar K-linear und wird oft mit 0 : V' — W bezeichnet.

b) Ist V = W so hat man stets die Identitit f : V' — V, gegeben durch
f(v) = v, fiir alle v € V. Sie ist offenbar K-linear. Bezeichnung: idy =

f.
c) Sei V=W und A € K. Dann ist f : V — V gegeben durch:

f(v) = o,

fir alle v € V, auch K-linear und heiit Streckung (oder auch
Homothetie).

d) Sei V =R? ¢ €[0,27) und f: R? — R?, gegeben druch:
f(@1,2) = (cos(p)a1 — sin(p) a2, sin(p)w1 + cos(p)z2).

Dann ist f R-linear und beschreibt gerade die Drehung um den
Winkel ¢.

e) Die Abbildung f : R? — R?
flar,z2) = (21, —22)

ist auch R-linear. Sie beschreibt die Spiegelung an der x;-Achse .
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f) Die Abildung f : R? — R?:

f(x1,22) = (21,0)

ist auch R-linear. Sie heifit Projektion auf die z;-Achse (entlang
der xzo-Achse).

g) Die Beispiele (d),(e) & (f) sind offenbar Spezialfille folgender Situation:
Seien a11,a12, 21, A22 € K und

f:K?*— K?, f(x1,22) = (1121 + a12%2, A21T1 + a2e12).
Das ist K-linear (Ubung).

h) Die Abbildung D : K[X]| — K[X], D(p) = p/, d.h fir p = ap + a1 X +
et a X7
D(p) = ay +2aX + ... +na, X",

ist K-linear (2:=1+1,...). Sie heifit Ableitung.

i) Sei R([0,1]) € Abb([0,1)],R) der Unterraum der Riemann-integrierbaren
Funktionen auf [0,1] C R. Dann ist [ : ®([0,1]) — R,

1
10) = [ ),
0
auch R-linear.
j) Seien V und W K-Vekorraume. Wir setzen:
Homg(V,W)={f:V — W : fist K-linear}

und nennen dies die Homomorphismen von V nach W. Fiir f,g €
Homy(V,W) und X € K setzen wir:

(f +9)(v) == f(v) + g(v),

(Af)(v) == Af(v),

fir alle v € V. Dann wird (Homg(V,W),+,:) selbst zu einem
K-Vektorraum (Ubung).
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2.3 Definition: Matrix

Sei K ein Koérper und m,n € N. Seien a;; € Kmit 1 <i:<mund 1 <j <n.
Dann nennen wir das Zahlentableau:

aiy; a2 ... Qain
a921 .. Qap
A1 e Qmn

eine Matrix (mit Eintragen aus K) mit m Zeilen und n Spalten und schreiben
dafiir:

A = (aij)icicm, 1<j<n-

2.4 Kommentar: (Mat(m,n, K),+,-) als Vektorraum
Wir setzen Mat(m,n; K) := A = (a;;),
A ist K-Matrix mit m Zeilen und n Spalten
und weiter fiir A = (a;;) und B = (b;;), A € K:
(aij) + (bij) := (aij + by),
Aaij) := (Aai;).

Dann wird auch (Mat(m,n, K),+,-) zu einem K-Vektorraum (Ubung).

2.5 Definition: lineare Abbildung
Sei A € Mat(m,n; K). Dann setzen wir f4 : K" — K™
fa(xy, .o, xn) = (1121 + a1222 + oo + Q1pTny ooy G T1 F oo+ Qi T,

die zu A gehoérende lineare Abbildung (von K™ nach K™).

2.6 Kommentar: Spaltenvektoren

a) fa ist tatsichlich K-linear (Ubung).

b) Schreiben wir die Vektoren z € K™ und y € K™ spaltenfoérmig, d.h.:

1 1
T = : und y =

Tn Yn
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so schreibt sich f4 : K™ — K™ so:

@11 - Aip T
fa(z) = : : P = A

m1 = Qmnp Tn

wenn wir die Multiplikation einer Matrix A C Mat(m,n; K) mit einem
Vektor x € K" so definieren :

Mat(m,n; K) x K" — K™,

(A, x) — Az
mit
a1+ - +a1,Ty
Ax = :
11+ ... +QmnTy

c) Matrizen sind ein sehr effizientes Mittel um lineare Abbildungen zwischen
endlich dimensionalen Vektorrdumen zu beschreiben. Z.B. werden wir
bald sehen (siche (2.12)), dass jede lineare Abbildung f : K" — K™
von der Form (b) ist, d.h.: es gibt ein A € Mat(m,n; K) mit f = f4
(und A ist sogar eindeutig bestimmt).

2.7 Lemma: eindeutige Darstellung

Sei V' ein K-Vektorraum. Ein n-Tupel a = (v, ..., v,,) von Vektoren in V' (n €
N) ist genau dann eine Basis von V', wenn es fiir jedes v € V' eine eindeutige
Dastellung:

(%) v =AU+ ... + ATy,

(mit Ay, ..., Ay € K) gibt.

Beweis:
= Ist a = (vy, ..., v,), eine Basis, so insbesondere Erzeugendensystem,
V =< wy,...,v, >. Fiir jedes v € V gibt es also eine Darstellung (x). Ist nun:

AU+ e+ AU, = U = U+ e Uy
mit \;, p; € K (j=1,...,n), soist

O0=v—v= (A —pu)vr + ... + (N — ) Vn,
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Da ¢ auch linear unabhéngig ist, gilt also: \; —pu; =0 (j = 1,...,n), also
Aj = pj. Die Darstellung ist also eindeutig.

«<: (Ubung).

2.8 Bemerkung

Seien V' und W K-Vektorraume, ¢ = (vy, ..., v,) Erzeugendensystem von V'
und f : V' — W linear. Dann ist f bereist durch seine Werte auf (v, ..., v,)
eindeutig bestimmt.

Beweis:
Fiir jedesv € V gibt es Ay, ..., A\, € K mit v = \jv;+...+\,v,. Da f K-linear
ist, gilt:
flo) = fhur+ ...+ \wy)
2.1a
P2 Fwwn) e f o)
/\1f<’01) + —|— )\nf(vn)

Also ist f druch f(v1), ..., f(v,) € W bereits festgelegt.

(2.18)

2.9 Satz: eindeutige lineare Abbildung

Seien V' und W K-Vektorrdume, a = (vq,...,v,) eine Basis von V und
wy, ..., w, € W beliebig. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung f: V —
W mit

f))=w; (j=1,...,n)
Beweis:
Eindeutigkeit: Nach (2.8) gibt es hochstens eine solche Abbildung. Existenz:
Sei v € V beliebig und Ay, ..., \, € K die eindeutig bestimmten Skalare mit

V=NV + ... + AU
(nach 2.7). Wir setzen dann f: V — W,
f() == wy + ... + Awn,.
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Zu zeigen: f ist K-linear. Weil f(v;) = wj; fiir 1,...,n ist erfiillt f dann das

Gewilinschte. Seien
n n
v = E )\j?)j, v = E )\jUj
j=1 j=1

n

= U‘f—,’l\)/: Z()\j +>\j)’Uj

= f+7) =Y (N +A) ZAMJ wa]_ + f(0).

Ahnlich sieht man:

fir \e K,veV.

2.10 Kommentar

Satz (2.9) ermoglicht es mit Matrizen A € Mat(m,n; K) auch lineare
Abbildungen zwischen (abstrakten) Vektorrdumen V und W zu beschreiben,
wenn man Basen a = (vy, ..., v,) von V und b = (wy, ..., w,,) von W gegeben
hat.

2.11 Definition: lineare Abbildung beziiglich zweier
Basen

Sei a = (vy, ..., v,) eine Basis von V, b = (wy, ..., w,,) eine Basis von W und
A € Mat(m,n; K). Wir setzen dann fg’b V=W,

fi’b(/\lvl +...+ Anvn) = Z ( aw ) W; .

i=1

2.12 Kommentar

a) fi’b . V — W ist tatsichlich linear (Ubung). Sie ist die lineare Abbildung,
die die Mitglieder v; von a gerade auf die Elemente

Z’E] = Zazjwi (] = 1,...,TL)
i=1
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abbildet:

b) Sei V.= K" und R = (ey, ..., e,) die kanonische Basis von K™ (vgl.(1.30
b)). Ist nun A € Mat(m,n; K), so ist mit den Bezeichnungen von (2.6)
und Teil (a).
fA = }Kv

denn f4 bildet offenbar e; gerade auf > " | a;je; ab.

c) Jede lineare Abbildung f : V — W ist von der Form in (a): f = fﬂ;b,
fur ein eindeutig bestimmtest A € Mat(m,n; K)! Ist ndmlich f(v;) =
Yo aw; mit a;; € K (1 <i<m,1<j<n)so ist

f(0;) = 15 ()
und damit f(v) = gl’b(v), fir alle v € V" also:
f=15
Wir schreiben fiir diese Zuordnung.
A= M(f;a,0)
und nennen dies die Matrix von f beziiglich der Basen ¢ und 6.

d) Merkregel: Die Bilder (unter f) der Basisvektoren (von a) stehen (in der
Darstellung beziiglich ) in den Spalten der Matrix (A = M(f;a,b)).

e) Die Abbildungen:
O : Mat(m,n; K) — Homg(V,W),
d(A) = 11",
U: Homg(V,W) — Mat(m,n; K),
U(f) = M(f;0,0)

sind bijektiv und invers zueinander (vgl.(2.21)),

Vod=id, ®ol=id.
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2.13 Beispiel: Abbildungsmatrizen

a) Sei f:R?* = R? f(x1,12) = (x1,—22) (vgl.(2.2 €)) und R = (e, e9) die
kanonische Basis. Weil:

f(el):f(l,O) = (1,0) = €1 :1'€1+0'62

f(es) = f(0,1) = (0,—1) = 0ey — leg
ist, gilt:

M(f;%,R) = (é Y )

b) Sei wieder f : R? — R?, f(z1,72) = (21, —x2), aber diesmal a = (v, vy)
mit v; = (1,1) und ve = (1, —1). Weil:

f(Ul) = f(la 1) = (1’ _1) = vy = Ovy + 1y

und
fvg) = f(1,—1) = (1,1) = vy = lvg + Ovy

Mz = (1 g ).

c)Sein € N,V = K[X]™, ¢ = (1,X,..,X") und D : K{X](n) R
K[X]™, D(p) =p' (vgl.(2.2 h)). Wegen

ist, gilt:

D(X*) = kX" (k=0,...,n),

ist
010 0 0
002 0 :
Mat(D;a,0) = 2003 0 | e Mattn+ 1,n+ 1; K).
00 i :
000 0 n—1
0 0

2.14 Definition: Isomorphismus

Seien V und W Vektorrdume. Eine lineare Abbildung f : V — W heifit ein

Isomorphismus, wenn [ bijektiv ist.
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2.15 Kommentar: Isomorphismus

a) Dass f : V — W bijektiv ist, bedeutet, dass es eine Abbildung g : W — V
gibt, so dass go f = idy und f o g = idy ist (ndmlich g = f~1).
Ist f: V — W ein Isomorphismus so ist ¢ = f~! auch automatisch
linear (also auch ein Isomorphismus), denn sind wy,wy € W und v; =

g(wl)ﬂfz = g(wg), SO ist:
F(or4v2) = f(v1) + f(v2) = [ o glwr) + f o g(ws) = wy +w,

also

g(wi +ws) = go fur+v2) = v1 +va = g(wi) + g(ws).
Ahnlich sieht man: g(Aw) = Ag(w), fiir A € K und w € W.

b) Man sagt, dass zwei Vektorrdume isomorph sind, und schreibt dafiir
V=w,

wenn es einen Isomorphismus f : V — W gibt. Sie sind dann
im Wesentlichen gleich, denn f ist nicht nur bijektiv (also eine
1:1-Beziehung), sondern respektiert auch die Strukturen + und - der
Vektorraume:

f(vr+w2) = f(vr) + f(va),
fOw) = Af(v),
fiir v, v, € VXA € K.

2.16 Bemerkung

Seien V und W Vektorrdume, f : V — W linear, a = (vy, ..., v,) ein n-Tupel
von Vektoren in V' und b = (f(vy)), ..., (f(v,)). Dann gilt:

a) Ist f injektiv und a linear unabhéngig, so ist auch b linear unabhéingig.

b) Ist f surjektiv und a Erzeugendensystem, so ist auch 0 ein
Erzeugendensystem.

Beweis a) Sei Aj,..,\, € K mit A\ f(v1) + \f(v,) = 0
fhvr + o+ Nwy) = 0 = (f injektiv) Mo + ... + Ao, = 0 = (a
linear unabhéngig) A; = ... = A\, = 0. Also ist b linear unabhéngig.

f linear

da a Erz.-S.
=

Beweis b) Sei w € W beliebig fouectv 30, ¢ vy fv) =w
I, M EK v=N v+ ..+ o, = w=f(v) = f(Mur + ...+ A\o,) =
A f(v1) 4+ ... + A\ f(v,). Also ist b Erzeugendensystem.
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2.17 Korollar
Seien V und W Vektorrdume mit V' = W. dann gilt:

dimV = dim W.

Beweis:
Ist dimV =n < oo und a = (vy, ..., v,) eine Basis von V| so zeigt (2.16), dass
fir einen Isom. f: V — W gilt: (f(v1), ..., f(v,)) ist Basis von W, also

dimW =n =dimV.

Ist dim V' = o0, so zeigt (2.16), dass auch W unendlich-dimensional ist.

2.18 Kommentar: Isomorphierelation

a) (2.17) formuliert man auch so, dass die Dimension eines Vektorraums
cin (Isomorphie-) Invariante ist. Es ist im Wesentlichen die einzige
Invariante, wie wir gleich sehen werden.

b) Sind V, W und U Vektorrdume und f:V — Wund g : W — U linear, so
ist auch go f : V' — W linear (Ubung). Deshalb gilt auch: Sind f und
g Isomorphismus, so auch g o f. Fiir die Isomorphie-Relation zwischen
K-Vektorrdumen gilt daher Folgendes:
i) V=V (Reflexivitat), fir alle V', weil idy ein Isom. ist.

ii) V=W =W =V (Symmetrie), fiir alle VW, dennist f : V — W
ein Isom., so auch f~*: W — V.

iii) V=W, W=U=V =U (Transitivitét), fiir alle V, W und U.

Es ist deshalb 2 eine Aquvivalenzrelation.

2.19 Satz

Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n € N. Dann gilt:
V=K"

Beweis:
Ist a = (vy,...,v,) eine Basis von V, so wissen wir bereits aus (2.7), dass die
Abbildung:

T : K" —V,

Y
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Ta(>\1, ey )\n) = )\1’01 + ...+ )\nvn

bijektiv ist. Sie ist offenbar auch K-linear und damit ein Isomorphismus.

2.20 Kommentar: Koordinatenisomorphimus

a) Unter den endlich-dimensionalen K-Vektorrdumen V' gibt es nach (2.19)
im Wesentlichen nur K™ (n € N). Man beachte allerdings, dass der
Isomorphismus 7 nicht kanonisch ist, sondern von der Basiswahl a
abhéngt.

b) Man bezeichnet 7% auch als Koordinatenisomorphismus. Sind V' und
W Vektorraume gleicher Dimension, a = (vy, ..., v,) und b = (wy, ..., wy,)
Basen von V und W, und f : V — W die lineare Abbildung, die
durch f(v;) = w; (j = 1,...,n) bestimmt ist, so ist offenbar folgendes
Diagramm kommutativ:

| Abbildung fehlt

d.h.
foT®=T"

Denn T° bildet die kanonische Basis R von K" gerade auf a ab und
damit f o 7% und 7% beide die kanonische Basis auf b ab. Es ist also

f=T" (1%

Isomorphismus,

V=w.

c) Bezeichnet man mit E, € Mat(n,n; K) die Einheitsmatrix, d.h.:

1 0 0
0 1
En = . . = (6i])7
-0
0 0 1

so gilt fiir 7% und f aus Teil (b) mit (2.11):
R b
Ta - E’aa f - fg’ .
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d) Mit den Bezeichnungen von (2.12) ist deshalb nun fiir beliebige
endlich-dimensionale Vektorrdume V und W, jeder linearen Abbildung
f:V — W, Basen a = (vy,...,v,) von V und b = (wy, ..., w,,) von W
und der Matrix A = M(f;a,0) € Mat(m,n; K) folgendes Diagramm
kommutativ:

| Abbildung fehlt |

also
foT =T 0 fy4.

Setzt man némlich w; := """ a;;w; (j =1,...,n), so bilden foT® und
T® o f4 beide die kanonische Basis R = (e1,...n) von K™ gerade auf
(wy, ..., wy,) ab:

m

f 0] Ta(ej) = f(’Uj) = Z QW5 = '{Dja

=1

Tb o fA(ej) = TB(A€j> = TB(Z aijei) = Z aiij(ei) = Z aijwi = Q’Ej.
i=1 =1

i=1

Man sagt: A = M(f;a,b) beschreibt die lineare Abbildung f:V — W
in den Koordinaten beziiglich a und 6.

2.21 Satz

Seien V und W Vektorrdume der Dimensionen n und m, a eine Basis von V'
und b eine Basis von W. Dann sind die Abbildungen.

® : Mat(m,n) — Hom(V, W),
B(A) = f5,
U: Hom(V,W) — Mat(m,n),

W(f) = M(f;0,0)

Isomorphismen und invers zueinander.
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Beweis a)

Ist a = (v1,...,0,) und 0 = (wy, ..., wy,), so ist P(A) : V — W die lineare
Abbildung, die v; auf w; := >, a;;w; abbildet. Fir A,B € Mat(m,n)
bildet also ®(A + B) den Vektor v; aus a auf

m m

w; = Z(aw + bij)w; Z Qijw; + Z bijwi

=1 i=1 i=1

ab, genauso wie ®(A) + ®(B). Also ist ®(A + B) = ®(A) + ®(B). Ahnlich
sicht man: ®(AA) = AP(A), V A € Mat(m,n), V A € K. Also ist ® linear.

Beweis b)
Ist f:V — W linear und A = M(f;0,0), so ist f(v;) = D", a;w;. Ist
B = M(g;a,b) fiir ein ¢ € Hom(V, W), so ist also:

(f +9)(v;) = f(v;) + g(v;) Za”wz + mewz = Z aij + bij)wi
=1
also A+ B = M(f + g;0,6). d.h. :

V(f+g)=Y(f)+¥(9)

Ahnlich:
U(Af) =AU(f), ¥V fe Hom(V,W),\ € K.

Damit ist W linear.

Beweis c)
Fir A € Mat(m,n) ist f;‘l’b(vj) =Y, a;jw;, also ist

Uod(A) =U(f4 = A
Ist f € Hom(V,W) und (a;;) = A = V(f), so ist f(v;) = > ._, a;jw; und
daher fiir jedes j =1,...,n:

m

® o W(f)(v;) = B(A)(v;) = f3 (v) =Y ayw; = f(vy),

=1

also ist
Vod=1id PoV =1d.
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2.22 Kommentar

a) Da Mat(m,n; K) = K™ (mit (a;) — (a11,012, .., Q1n, o .Qmp)) st,
wissen wir, dass dimg Mat(m,n) = m - n ist. Es ist also:

dim Hom(V,W) = dimV - dimW
b) Satz (2.21) ist der prazise Ausdruck dafiir, dass man endlich-dimensionale

Probleme iiber Vektorrdume und lineare Abbildungen mit Matrizen
behandeln kann.

2.23 Definition: Kern und Bild
Sei f:V — W eine lineare Abbildung. Dann heif3t:
a) ker(f)={veV: f(v)=0} CV der Kern von f.

b) Es heifit
im(f) ={weW: FveV: flo)=w}CW

das Bild von f.

2.24 Kommentar: Kern und Bild sind Unterradume

ker(f) € V und im(f) € W sind nicht nur Teilmengen von V und W,
sondern sogar Untervektorrdume. Sind ndmlich vy, vy € ker(f), A\, 2 € K,
so ist:

f()\lvl + )\2112) = )\1f(1)1) + )\2f<1}2) = )\10 + )\20 = O,

also (da 0 € ker(f)) ist ker(f) Untervektorraum. Ahnlich ist offenbar 0 €
im(f) und fir wy,wy € im(f) (also gibt es vy, vy € V mit f(vy) = w; und
f(’UQ) = ’11)2), )\1, )\2 € K ist:

f()\lvl + )\21}2) = Alf(vl) + )\Qf(UQ) = )\171}1 + )\sz,
also Ajw; + Aws € im(f) und damit im(f) € W ein Unterraum von W.
|

2.25 Lemma: Zusammenhang Injektivitit und Kern
Sei f:V — W linear. Dann gilt:

a) Esist f injektiv genau wenn

ker(f) = {0}.
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b) Ist (vy,...,v,) Erz-System fiir V| so ist (f(v1), ..., f(vn)) Erz-System fiir

Beweis a)

= Sei f(v) =0, also v € ker(f). Wegen f(0) = 0 und der Injektivitéit von f
folgt: v = 0. = ker(f) = {0}.

< Seien vy, v9 € V mit f(v1) = f(vg)

:>0=f(02)—f(vl)\:/f(”2_”1)’

linear

also vy — vy € ker(f) = {0} = vy = v9. Also ist f injektiv.

Beweis b) N
Schriankt man den Wertebreich von f auf im(f) C W ein, also f :

V. — im(f), f(v) = f(v), so ist f surjektiv. Nach (2.16.b) ist dann
(F(01), e F0n)) = (f(v1), .., f(vy)) Erzeugendensystem von im(f).

2.26 Kommentar: Rang von f

a) Die Dimension von im(f) kann hochstens dim(V') sein, denn ist (v, ..., vy,)
eine Basis von V, so ist (f(v1),..., f(v,)) immer noch erzeugend fiir
im(f), also:

dim(im(f)) <n=dimV.

b) Es kann daher z.B. keine surjektive, lineare Abbildung f : R?* — R3
geben. (Nicht lineare surjektive (sogar bijektive) Abbildungen R? — R3
gibt es sehr wohl.)

c) Man nennt:
rolf) = dimim(f)
den Rang von f. (Beachte: 0 < rg(f) < min {dimV,dim W}.)

2.27 Satz: Dimensionsformel

Seien V und W Vektorrdume und f : V' — W linear. Dann gilt:

dim(ker(f)) + dim(im(f)) = dim V.
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Beweis:

Sei dim(ker(f)) =: k < oo und dim(im(f)) =: I < oo. Sei weiter (vy, ..., vg)
Basis von ker(f) und (wg1, ..., wgs;) eine Basis von im(f) C W, n:=k+1.
Wihle dann:

Ukt1s ooy Uy € V mit f(v;) =w; (j=k+1,...,n).
Behauptung: (vy, ..., Vg, Vk41, ..., V) ist eine Basis von V.
a) Lineare Unabhéngigkeit: Seien Ay, ..., \, € K mit A\jv; + ... + \v, = 0.
= Af(ur) +ooo+ Mo f (0k) F A1 (Uk1) + o+ Anf ()
=0 =0
= et S(Wr1) +oo + Ap f0n)
—— ——
=Wk41 =Wn
= Ak_t'_lwk;_;'_l + ...+ Anwn =0
= MNg1=...= A, =0,
weil auch (wgy1, ..., w,) linear unabhéngig ist.
= Mvu1+...+ v, =0
= M=..=\ =0,

weil (vq, ..., vg) linear unabhéngig ist. Insgesamt: Ay = ... = \,, = 0 also:
(v1, ..., v,) ist linear unabhéngig.

b) Erzeugendensystem: Sei v € V beliebig. Da (wy41, ..., w,) Erz-System von
im(f) ist, existieren Agy1, ..., Ay € K mit f(v) = App1wps1 + ... + Apwy,

= f(v) = Megrf(Vkg1) + oo F A f(Un) = f(Aeg1Vrg1 + oo + Ayvn)
= f(v = Mey1Vks1 — oo — Apvyp) = 0.
Da (vq, ..., v,) erzeugend fiir ker(f) ist, gibt es Ay, ..., A\, € K mit
UV — Mgt 1Vkt1 — oo — ApUp = A101 + ... + AgUg
= U =M1+ ... + AUk + Aep1Vka1 + o + ApUp.
Also ist (vy, ..., v,) auch erzeugend und es folgt:
dim(ker(f)) + dim(im(f)) =k +1=n=dimV.

Teil a) zeigt auch, dass fiir den Fall, wo ker(f) oder im(f) unendlich
dimensional sind, es auch V ist. Mit a + 00 := 00, ¥V a € Ny U {o0} ,
gilt (2.27) also auch im co-dimensionalen Fall.
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2.28 Korollar
Sei dimV =dim W < oo und f:V — W linear. Dann gilt:

a) Ist f injektiv, so ist f bereits bijektiv.
b) Ist f surjektiv, so ist f bereits bijektiv.

Beweis a)
Aus f injektiv, folgt: dim(ker(f)) = 0. Also ist im(f) € W ein Unterraum
mit:

dim(im(f)) = dimV — dim ker(f) = dimV = dim W.
Also ist nach (1.41.b) im(f) = W und damit f auch surjektiv.

Beweis b)
Ist f surjektiv, so ist also im(f) = W und damit

dim(ker(f)) = dimV — dim(im(f)) = dimV — dim W = 0,

also ker(f) = {0}, und damit f nach (2.25) auch injektiv.
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