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Übungen zu

�Lineare Algebra II�

1. (a) Wir de�nieren für n ∈ N die spezielle orthogonale Gruppe bzw. die spezielle unitäre

Gruppe durch

SO(n) := {A ∈ GLn(R) : AAT = En, det(A) = 1} bzw.
SU(n) := {A ∈ GLn(C) : AA∗ = En, det(A) = 1}.

Zeigen Sie: SO(n) und SU(n) sind Untergruppen der GLn(R) bzw. der GLn(C).

(b) Zeigen Sie, dass die folgende Abbildung wohlde�niert und bijektiv ist:

S : S3 → SU(2), (z1, z2) 7→ S(z1, z2) :=

(
z1 −z̄2

z2 z̄1

)
wo S3 ⊆ C2 die sogenannte 3-Sphäre ist, also S3 = {(z1, z2) ∈ C2 : |z1|2 + |z2|2 = 1}.

2. Wir de�nieren für ϕ ∈ [0, 2π]

R(ϕ) :=

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
.

Zeigen Sie, dass jede Matrix A ∈ SO(3) sich zerlegen lässt in

A =

(
R(γ) 0

0 1

) (
1 0
0 R(β)

) (
R(α) 0

0 1

)
für geeignete α, β, γ ∈ [0, 2π].

3. Zeigen Sie, dass jeder symplektische Vektorraum eine Darboux-Basis besitzt. (Hinweis:
versuchen Sie, das Gram�Schmidtsche Orthonomalisierungsverfahren zu imitieren.)

4. Sei (V, 〈·, ·〉) ein euklidischer Vektorraum.

(a) Sei V ∗ der Dualraum von V . Zeigen Sie, dass ι : V → V ∗, ι(v)(w) := 〈v, w〉 ein
Isomorphismus ist.

(b) Sei f ? : V ∗ → V ∗ die duale Abbildung zu f (d.h. f ?(α) := α ◦ f , α ∈ V ∗) und f ∗ die
adjungierte Abbildung zu f . Zeigen Sie: f ∗ = ι−1 ◦ f ? ◦ ι.
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