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Übungen zu

�Algebraische Topologie II�

1. Sei C1 = CW die Kategorie der CW�Komplexe, C2 = Ab die Kategorie der abelschen
Gruppen und k ∈ N0. Wir betrachten die Funktoren F1, F2 : C1 → C2, gegeben auf den
Objekten durch

F1(X) = Hk(X) (singuläre Homologie), F2(X) = Hk(C(X)) (zelluläre Homologie).

Zeigen Sie, dass der Isomorphismus Φk(X) : Hk(X) → Hk(C(X)) aus der Vorlesung
Φk : X 7→ Φk(X) zu einer natürlichen Transformation von F1 nach F2 macht.

2. (a) Sei (X, (Xk)) ein CW�Raum und K ⊆ X kompakt. Zeigen Sie, dass es ein n ∈ N
gibt mit K ⊆ Xn. (Hinweis: Wählen Sie für jede Zelle e mit e ∩K 6= ∅ einen Punkt
p ∈ e ∩K und zeigen Sie, dass die Menge dieser Punkte diskret ist.)

(b) Zeigen Sie: Ist X ein kompakter CW�Raum, so sind nur endliche viele seiner Homo-
logiegruppen nicht trivial und diese sind endlich erzeugt.

3. Sei n ∈ N und d ∈ Z beliebig. Zeigen Sie, dass es eine stetige Abbildung f : Sn → Sn vom
Grad d gibt. (Hinweis: vollständige Induktion.)

4. (a) Sei n ∈ N, J eine beliebige Indexmenge, Y =
∨

j∈J S
n, α ∈ Hn(Y ) und [Sn] ∈ Hn(Sn)

eine Orientierung von Sn. Zeigen Sie, dass es eine stetige Abbildung f : Sn → Y gibt
mit f∗([S

n]) = α. (Hinweis: Ist α =
∑r

i=1 di(ιi)∗([S
n]) (wo ιi = ιji : Sn → Y die

Inklusion auf den ji Faktor ist), so betrachte f := (f1 ∨ · · · ∨ fr) ◦ h : Sn → Y , wo
h : Sn → Y stetig ist mit

h∗([S
n]) = (ι1) ∗ ([Sn]) + · · ·+ (ιr)∗([S

n])

und fi : S
n → Sn Grad di hat (i = 1, . . . , r, vlg. Aufgabe 3).)

(b) Sei nun G eine beliebige abelsche Gruppe und n ∈ N. Zeigen Sie, dass es einen
wegzusammenhängenden topologischen Raum X gibt mit Hk(X) = 0 für k 6= n und
Hn(X) ∼= G. (Hinweis: Wählen Sie Erzeuger (βj)j∈J und Relationen (αi)i∈I von G,
betrachten Sie Y :=

∨
j∈J S

n und kleben Sie für jedes i ∈ I eine (n + 1)�Zelle en+1
i

via einer Klebeabbildung fi : S
n → Y mit (fi)∗([S

n]) = αi an Y an. Setze dann
X := Y ∪

⋃
i∈I e

n+1
i .)
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