
G. Fels
Universität Tübingen
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Aufgabe 32: ∗

Es sei M eine Mannigfaltigkeit und wp : C∞(M) → R eine Punktderivation. Zeigen Sie direkt
unter Verwendung der Definition 5.2.3, dass eine Punktderivation lokal ist, d.h.:
Sind f, g ∈ C∞(M) zwei Funktionen, die in einer (kleinen) UmgebungW (p) ⊂M übereinstimmen,
so folgt wp(f) = wp(g) für jede Punktderivation wp in p ∈M

[8]*

Aufgabe 33:

a) Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, TM das Tangentialbündel sowie T ∗M das
Kotangentialbündel. Jede Karte (Uα, ϕα) auf M liefert auf Uα lokale Koordinatenfunktionen,

die wiederum die lokalen Bündelkarten TU
ψα∼= Uα × Rm sowie T ∗U

ψ∗α∼= Uα × Rm definieren.
Beschreiben Sie, wie sich die Bündelkartenwechsel (p, v) 7→ (p, gβα(p)(v)) in den beiden
Fällen (Tangential- und Kotangentialbündel) unterscheiden.

b) Berechnen Sie die beiden Bündelkartenwechsel in dem konkretem Fall der Einheitssphäre
M = Sn−1 ⊂ Rn, die durch die zwei Karten ϕN : Sn−1\{N} → Rn−1, ϕS : Sn−1\{S} → Rn−1

überdeckt wird, wobei N = (0, ... 0, 1) ∈ Sn−1 den Nordpol und S = (0, ... 0,−1) ∈ Sn−1 den
Südpol bezeichnet, und ϕα die jeweiligen stereographischen Projektionen auf die äquatoriale
Ebene Rn−1 sind.

[8]

Aufgabe 34:

Durch ψ : (0,∞) × (0, 2π) → R2, ψ(r, φ) = (r cosφ, r sinφ)t sind Polarkoordinaten gegeben.
Drücken Sie die Koordinaten-1-Formen dr und dφ durch dx und dy und ebenso die Koordinaten-
vektorfelder ∂/∂r und ∂/∂φ durch ∂/∂x und ∂/∂y aus. [4]

Aufgabe 35:

Sei auf R2 \ {0} die 1-Form ω gegeben durch

ω(x, y) =
−ydx
x2 + y2

+
xdy

x2 + y2
.

Integrieren Sie ω einmal entlang des Quadrats, dass durch die Eckpunkte (-1,-1), (1,-1), (1,1) und
(-1,1) gegeben ist. Integrieren Sie ω anschließend entlang des positiv orientierten Einheitskreis,
indem Sie ω in Polarkoordinaten darstellen. [4]
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