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Ubungen zu
. Differentialgeometrie II*

1. Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum und u € V. Die duflere Multiplikation mit u
ist der Endomorphismus e(u): AV — AV mit e(u)v = uAv, fiir v € A V. Zeigen Sie, dass
unter der natiirlichen Isomorphie zwischen (AV)* und A(V*) die dulere Multiplikation
dual ist zu der inneren Multiplikation i(u): A V* — A V* aus der Vorlesung, d.h.: fiir alle
ae AV und v e AV gilt:

(i(u)a, v) = (a, e(u)v).

2. Sei (V(-,-),0) ein euklidischer und orientierter Vektorraum der Dimension n € N.

(a) Fir eine orientierte Orthonormal-Basis B = (e, ..., e,) von V setzen wir das Volu-
menelement w € A" V' \ 0 fest durch
wi=e N Ney,.
Zeigen Sie, dass w nicht von der Wahl der orientierten Basis B abhéngt.

(b) Fiir p = n setzen wir nun *: A"V — A"V = R fest durch *w = 1. Zeigen Sie nun,
dass fiir 0 < p < n durch

/p\V X "/\PV — R, (v,w) — x(v Aw),
eine nicht-entartete Bilinearform gegeben wird.
(c) Zeigen Sie schlieflich, dass es fiir jedes 0 < p < n eine lineare Abbildung *: APV —
NPV gibt (genannt der Hodge-Stern-Operator), so dass fiir alle v,w € APV gilt:
(v,w) = *(v A *w).

(Hier bezeichnet (-, -) das induzierte Skalarprodukt auf AP V.)

3. Sei (M, g,0) eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit (vgl. Aufgabe 4, Blatt 10).

(a) Fiir jedes p € M sei w, := (1) € \"TM;, wo der Stern-Operator mit dem auf
T'M,; induzierten Skalarprodukt geméfi Aufgabe 2 gebildet ist. Zeigen Sie, dass w
die Volumenform von Aufgabe 4, Blatt 10 ist.

(b) Sei nun M mit Rand und n: OM — TM|0M das eindeutig bestimmte duBere Ein-
heitsnormalenfeld an M. Zeigen Sie dann die folgende Version des Gauflschen Di-
vergenzsatzes auf M: Ist X € X (M) ein glattes Vektorfeld mit kompaktem Trager,

so gilt:
/M div(X) = /8 (Xm),

wobei bzgl. der von den Metriken auf M bzw. M induzierten Volumenformen inte-
griert wird.



