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Übungen zu

�Di�erentialgeometrie II�

1. Sei n ∈ N0 und 0 ≤ k ≤ n. Zeigen Sie, dass für alle A,B ∈ Mat(n× k;R) gilt

det(AtB) =
∑
I

det(AI) det(BI),

wobei sich die Summe rechts über alle k-elementigen Teilmengen I = {i1, ..., ik} von
{1, ..., n} erstreckt und AI ∈ Matk(R) die Untermatrix von A ist, die aus den Zeilen
i1, ..., ik besteht. (Hinweis: Prüfen Sie die Formel zunächst für den Fall, wo B die kanoni-
schen Einheitsvektoren ej1 , ..., ejk in den Spalten hat und {j1, ..., jk} ⊆ {1, ..., n} beliebig
ist.)

2. Seien v1, ..., vn−1 ∈ Rn beliebig und A ∈ Mat(n × (n − 1);R) die Matrix, die v1, ..., vn−1

als Spalten hat. Für jedes i ∈ {1, ..., n} sei Ai ∈ Matn−1(R) die Untermatrix von A, bei
der die i-te Zeile gestrichen ist und es sei xi := (−1)i−1 det(Ai). Wir setzen dann

ν := v1 × ...× vn−1 := (x1, ..., xn) ∈ Rn.

(a) Zeigen Sie, dass ν bzgl. des Standard-Skalarprodukts senkrecht auf v1, ..., vn−1 steht
und genau dann verschwindet, wenn (v1, ..., vn−1) linear abhängig ist.

(b) Zeigen Sie, dass bzgl. des Standard-Skalarprodukts und der Standard-Orientierung
von Rn

||ν|| =
√

det(AtA)

ist und im Falle ν 6= 0 die Basis (ν, v1, ..., vn−1) von Rn positiv orientiert ist.

3. (a) Zeigen Sie folgenden Integralsatz von Green: IstK ⊆ R2 ein Kompaktum mit glattem
Rand und sind f, g : K → R glatte Funktionen auf K, so gilt:∫

∂K

(fdx+ gdy) =

∫
K

(
∂g

∂x
− ∂f

∂y

)
dx ∧ dy.

(b) Zeigen Sie damit den Integralsatz von Cauchy : Ist K ⊂ C ein Kompaktum mit
glattem Rand und f : K → C eine holomorphe Funktion, so gilt:∫

∂K

f(z)dz = 0.
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