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Übungen zu

�Di�erentialgeometrie II�

1. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum, p, q ≥ 1, 1 ≤ k ≤ p und 1 ≤ l ≤ q. Sei trlk :
T(p,q)(V)→ T(p−1,q−1)(V) die Verjüngung von (p, q)-Tensoren im k. bzw. l. Faktor. Zeigen
Sie: Hat T ∈ T (p,q)(V ) die Koordinaten ξi1,...,ipj1,...,jq

und trlk(T) ∈ T(p−1,q−1)(V) die Koordinaten

η
i1,...,ip−1

j1,...,jq−1
bzgl. einer Basis (e1, ..., en) von V , so gilt:

η
i1,...,îk,...,ip

j1,...,ĵl,...,jq
= ξ

i1,...,ik−1,m,ik+1,...,ip
j1,...,jl−1,m,jl+1,...,jq

.

2. Seien V und W Vektorräume und p ∈ N0. Sei weiter f : V → W eine lineare Abbildung.
De�nieren Sie in naheliegender Weise ein lineare Abbildung f∗ =

∧p f :
∧p V →

∧pW ,
so dass

∧p einen Funktor von Vect auf sich selbst de�niert.

3. Sei V ein Vektorraum der Dimension n und f : V → V ein Endomorphismus.

(a) Zeigen Sie, die folgende koordinatenfreie Beschreibung der Determinante von f (vgl.
Aufgabe 2, Blatt3):

det(f) = spur (
∧n f) .

(b) Zeigen Sie, dass im Polynomring R[X] folgende Identität gilt:

det(Xid + f) =
∑n

p=0 spur (
∧p f) Xn−p.

4. Sei π : E →M ein Vektorraumbündel vom Rang k ∈ N0, A = (ϕi : π
−1(Ui)→ Ui×Rk)i∈I

ein Bündelatlas und (ϕij : Ui ∩ Uj → GLk(R))i,j∈I die zugehörigen Übergangsfunktionen.
Zeigen Sie:

(a) Für alle i ∈ I und p ∈ Ui ist: ϕii(p) = 1.

(b) Für alle i, j, k ∈ I mit Ui ∩ Uj ∩ Uk 6= ∅ und alle p ∈ Ui ∩ Uj ∩ Uk gilt:

ϕij(p)ϕjk(p)ϕki(p) = 1.
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