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1 Komplexe Analysis (Funktionentheorie)

1.0 Einleitung

Wir betrachten Funktionen, die von der Menge der komplexen Zahlen in die Menge der
komplexen Zahlen abbilden, f : C — C. Eine komplexe Zahl z € C setzt sich aus Realteil
z und Imaginérteil y zusammen, z = x + iy; x,y € R. Dabei bezeichnet ¢ die imaginére
Einheit, fiir die gilt i> = —1. Das Komplexkonjugierte einer komplexen Zahl ist die selbe
Zahl mit Vorzeichenwechsel im Imaginérteil: z = x — 7y. Der Betrag einer komplexen
Zahl sei definiert durch |z| = v/2Z. Eine geometrische Interpretation komplexer Zahlen
ist die Gaufische Zahlenebene, man tragt den Realteil in z-Richtung, den Imaginérteil
in y-Richtung auf. Optisch sieht sie dem zweidimensionalen Raum reeller Zahlen R?
ahnlich (vgl. Abbildung 1), wir werden im Folgenden untersuchen worin die beiden sich
unterscheiden.

Dazu definieren wir zuerst was es fiir eine komplexe Funktion bedeutet, holomorph zu
sein.

T, Im
z2=T+ 1y

Abbildung 1: Die reelle (links) und komplexe (rechts) Ebene im Vergleich.

1.1 holomorphe Funktionen

1.1.1 Definition. holomorph

Es sei f : C — C eine Abbildung. f heifit holomorph in zy € C < limy_g M =

a existiert. Man schreibt dann a = f/(zp). Eine alternative Definition lautet: f(zo+h) —
f(z0) = ah + v¥(h) wobei fiir ¢ gilt, dass kil (| - | ist die euklidische Norm).

5]
Wir betrachten die Funktion f(z) = x — 1y im Komplexen und analog dazu die

Z =
zweidimensionale reelle Funktion F(x,y) = (z, —y). F ist total differenzierbar,

1 0
be- (3 0)



Sei h € R. Bilden wir nun den Differenzenquotienten und ndhern uns zuerst auf der
rellen, dann auf der imaginiaren Ache der Null, so erhalten wir:

f(h) = f(0) _h—0 _
h h

f(ih) ~ f(0) _ i —0
ih ih

1

I
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Die Funktion f(z) = z ist also nicht holomorph. Dies lisst schon vermuten, dass ,ho-
lomorph* ein stiarkerer Begriff als die totale Differenzierbarkeit ist. Eigenschaften holo-
morpher Funktionen sind

(a) f holomorph = [ f(z)dz = f;’f(v(t)) -7/ (t)dt = 0, wobei v : [a,b] — C eine

Parametrisierung einer Kurve im Komplexen ist.
(b) f holomorph = f unendlich oft differenzierbar und sogar analytisch.
(¢) f = g auf einer Umgebung = f = g tberall.
(d) Es gilt der Residuensatz:

/ fdz = Z F(Singularitaten),
~

wobei die Singularitdten Polstellen in der komplexen Ebene sind. Dadurch lasst

sich z.B. das Integral [ Tlxgdx leicht berechnen.
In der komplexen Ebene definiert man Mengen analog wie im Reellen:

Dy(z0) ={z ] |z — 20| <1}

(20) ={z ||z = 20| <r}

(20) = {z [ [z = 20l = 7}
D={z]|]z] <1} (Einheitskreisscheibe).

D,
Cr

Auch Stetigkeit definiert man analog: f heifit stetig in zp < Ve > 0 36 Vz : |z — 29| <
0 = |f(2) = f(20)| < e. Bemerkung: = z — |f(2)| ist dann ebenfalls stetig.

1.1.2 Satz.

Eine stetige Funktion auf einer kompakten Menge ist beschrankt und nimmt ihr Maxi-
mum an, ) kompakt < abgeschlossen und beschrankt.

Beweis. Siehe Mathematik fiir Physiker III. O

Wir wenden uns wieder holomorphen Funktionen zu. Ein Beispiel fiir eine holomorphe
Funktion ist die Identitdt f(z) = z. Denn bildet man den Differenzenquotient nach
Definition, erhélt man

lim
h—0

flzo+h) = f(z0) . _
0 - O = 1= f(z).



Ein weiteres Beispiel ist die Funktion, die einer Zahl ihr Inverses zuordnet, f(z) = %

Sie ist holomorph auf C\{0}, f'(z) = —Z%. Andere Beispiele fiir holomorphe Funktionen
sind die Exponentialfunktion sowie Sinus und Kosinus.

1.1.3 Bemerkung.
Jedes Polynom p(z) = ag + a1z + ...+ a,z" ist holomorph.
1.1.4 Satz.
Seien f, g holomorph in 2 C C, dann gilt
(a) f+ g holomorph und (f +g¢g) = f +¢.
(b) fg holomorph und (fg)' = f'g + fg"

(c) 5 holomorph bis auf Nullstellen von g mit <§>/ = flgg_zfg,.

(d) f:Q—U,g:U — C holomorph, dann ist go f holomorph mit (go f)" = ¢'(f(2))f’.

Beweis. Fiir (b): Seien f, g holomorph in z. Das heifit es gilt

Fe+h) = £) = £+ b(h) o
o=+ 1)~ g(2) = ' (Ih + 6(h) =0,
Wir bilden nun die Differenz F(z 4+ h) — F'(h) mit F := fg:
f(z+h)g(z+h) = f(2)9(2)
= f(z+h)g(z +h) = f(2)g9(z + h) + f(2)g(z + h) — f(2)g(z)
= g(z + 1) (f'(2)h +¥(h)) + f(2) (g () + ¢ (h))
= 9(2)(f'(2)h +b(h) + f(2) (9" (2)h + ¢(h)) + (' (2)h + &(h)) (f'(2)h + ¥ (h))
:=A(h)
= (9(2)f'(2) + f(2)g'(2) b + g(2)y(h) + f(2)$(h) + A(h),
:=T'(h)
wobei I‘%‘N —=0firh—0.= (fg9) =f'9g+ fd. O

Betrachtet man eine Funktion f : C — C, bei der Realteil und Imaginéarteil von zwei
Variablen x und y abhingen, f(z) = u + iv = u(z,y) + iv(x,y), so kann man wieder
vergleichen mit dem reellen Analogon: F(x,y) : R? — R?, (z,y) — (u(z,y),v(z,y)). Die

totale Ableitung von F' ist
du Qv
DF =J = (35 g) .
9y dy

Was ist nun der Zusammenhang zwischen J und f’(2)? Zuerst lasst sich sagen, dass J
eine Matrix und f’(z) eine komplexe Zahl ist. Sei zg = xg+iyg, h = hy +ihs. Bildet man



die Ableitung von f wieder auf die Weise, dass man sich zuerst von der reellen Achse,
dann von der imaginidren Achse annahert, erhilt man

f(zo+ h1,90) — f(wo,90)  Of

/ T ZJ
(o) = Jim, n = o

ooy o f(@o,yo +he) — flzyo)  10f
fi(z0) = ;};% iho iy’

1.1.5 Definition.
Sei f : C — C holomorph in z, z 4 iy — u + iv. Dann ist die Ableitung f'(z) = 2 f =

oz
%6% f. Definiere also eine Ableitung nach z:
0 _L(2,10) 2 1[0 10y
0z 2\0x 0y 0z 2\0x i0y
Es gilt
= D uti) = Lt in)
5y Ut W _i(?yu iv).

Es bezeichne wu, die partielle Ableitung von u nach z, analog fiir die anderen Gréfien.
Fiihrt man die Ableitungen aus, erhélt man

1
Uy + iUy = ;(uy + ivy) = —iuy + vy.

Fiir Gleichheit miissen komplexe Zahlen in Real- und Imaginérteil iibereinstimmen. Man
erhélt zwei Gleichungen, die sog. Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen (C.-R.-DGL):

1.1.6 Satz.
Sei f = u + iv holomorph in zp, dann gilt
(2) F/f(20) =0
(b) f'(20) = 5 f(20) = 25¢
() 1f'(20)[* = det J(20)
Beweis. Fiir (a) offensichtlich, folgt direkt aus der Holomorphie von f. Fiir (b) bildet

man die Ableitung von f:

0 0 0 0
/ _Y.,_ Y ) — Sl
f'(20) = 8zf aZ(u+w) 8Zu+zazv,

wobei man den Imaginérteil ersetzen kann mithilfe der C.-R.-DGL. Schreibe dazu

] 1 1
iV = %(vx —ivy) = §(zvz +vy) = 5(—iuy +uy) = —u.

0z



Also ist

Fiir (c) schreibt man

Up Uy
Vg Uy

_ _ 2 _
det J = = UgUy — Uylgp = Uy + Uy =

1.1.7 Satz. Cauchy’s Theorem

Sei C' ein stetig differenzierbarer geschlossener Weg in C mit Parametrisierung z(t) :
[a,b] — C und sei f holomorph und stetig differenzierbar. Dann gilt

b
/Cf(Z)dz:/a f(z(t)) - 2 (t)dt = 0.

Beweis. Die Parametrisierung ist z(t) = xz(t) + iy(t). Es bezeichne A die von C' einge-
schlossene Fliache. Dann kann man schreiben

b

b b
/a (u+iv) - (&' (t) + iy (£))dt = / (ua(£) — vy (1))t + i / (uy () + va' (1)) dt

a

ab ! b !
L) G L) (e
= //A —(vz + uy)d(x, Y) +Z//A(Uac - Uy)d(xa Y)
=0

wobei im vorletzten Schritt der Satz von Green und im letzten Schritt die C.-R.-DGL
angewendet wurden. O

1.1.8 Theorem.

Sei f = u + iv eine komplexe Funktion auf 2 C C. Seien u, v stetig differenzierbar und
erfilllen die C.-R.-DGL. Dann ist f holomorph auf Q und f'(z) = %f = Q%u.

Beweis. Es sei h = hy +tho. Da u, v stetig differenzierbar, kann man fiir diese schreiben

u(m + hi,y + hg) — u(x’y) — <u€v> . (Z;) + ‘h‘@bl(h)

Uy

-+ b,y ha) = (o) = () - (Z;) + [hfya(n).

Vy



Schreibe also um die Holomorphitéit zu zeigen

fz+h) = f(2)

u(z+h) —u(z) +i(v(z + h) —v(2))

Ug h . (O h
() (1) s so((2)-(2) o)
=:CZ)'<%>+\mwmm+¢<<jfj-<%)+|m¢xm>

1H?iﬂyM+mg+wmwwwwww>

—0 fir h—0

_ 90
*Ef

= f holomorph.

1.2 Potenzreihen

Wir moéchten zeigen, dass die Exponentialfunktion sowie Sinus und Kosinus holomorph
sind. Dazu betrachten wir deren Reihenentwicklung, bzw. allgemein Potenzreihen. Zuerst
iiberpriifen wir die harmonische Reihe

oo
> <"
n=0
auf Konvergenz. Fiir N < oo kann man fiir die harmonische Reihe schreiben
N
S 1=
=0 1-=2
Wieso geht das? Wir klammern immer jeweils (1 — z) aus und konnen schreiben
1—N =1 -2V 12N

=(1-2)EN+ 2N ) 41—

N

—(1—2)> 2"

n=0

Lassen wir nun N gegen unendlich gehen, so konvergiert die Reihe nur fiir |z| < 1, da
sonst der Term zV*! divergiert,

> 1
= = fall <1
ngoz T alls |z

Fiir |z| > 1 divergiert die Reihe, man sagt dann, der Konvergenzradius ist 1.



Nun betrachten wir eine allgemeine Potenzreihe der Form

[o.¢]
Z anz".
n=0

1.2.1 Theorem.

Fiir eine Potenzreihe > 7 an 2™ existiert ein 0 < R < oo mit % = lim sup ]an|1/ ™ 30 dass
folgendes gilt:

(a) Falls |z| < R dann konvergiert die Reihe absolut,
(b) falls |z| > R dann divergiert die Reihe,

(c) falls |z| = R ist keine Aussage tiber Konvergenzverhalten maoglich.
Beweis. Fiir (a): Fixiere ein |z| < R, dies ist dquivalent zu %‘ < 1 und damit dquivalent

1/n _

zu Je > 0 : |2] (% + e) < 1. Da nach Voraussetzung gilt, dass lim sup |ay| £, kann

man schreiben

1
= Ve>03dn.eN: Vn>n€:\an\1/n<ﬁ+e

1/n

= |zl||lan| M =r <1
(o) o0 (o] 1

= Z |2|"|an| < Z r’t < Zr”z T, <o
n=ne n=ne n=0

Beweis fiir (b): Sei nun |z| > R fest, wieder formen wir dquivalent um zu % > 1 bzw.

zu |z| (% - e) > 1. Dann

1
Han, Yren Ve > 0 Fke € N: Vi > ke : |ap, |Y™ > ¢

oo

= Die Reihe Z |z|"|an| hat unendlich viele Glieder, die > 1 sind,
n=0
2" an, | > 1

= Die Reihe divergiert.
O

1.2.2 Theorem. (a) Die Potenzreihe f(z) = Y o2 an2" definiert eine holomorphe
Funktion innerhalb ihres Konvergenzradius,

(b) die Ableitung von f ist auch eine Potenzreihe und zusitzlich gilt f'(z) = 32° | na, 2" !,

(¢) f’ hat den selben Konvergenzradius wie f.



Beweis. Zu (c): Wie man durch Multiplizieren mit 1 sieht, gilt

1/n 1/n 1/n

lim sup |an |/ = lim sup |n|"/" lim sup |a,|*/™ = lim sup |na,|"/".

=1

Also haben ¥, a,2" und ¥, na,z" und somit auch 3, a,2" ! den selben Konvergenz-
radius. Zu (a) und (b): Definiere eine Funktion

oo
g(z) = Z na,z" 1.
n=1

Sei nun |zp| < R,= 3r : |z20| < r < R. Spalte f(z) auf in einen Teil mit endlichem
Summationsindex und Rest: f(z) = fn(z) + un(z). Dabei sind die einzelnen Teile wie
folgt definiert: fy(z) = S0 a2 und un(z) = f(2) — fn(z) = Y= Ni10n2". Es gilt
nun fiir ein h mit |z9 + h| < R

f(z0 +h) — f(20) fn(z0 +h) — fn(20)

. —9(20) = Y = fn(20) + [y (20) — g(20) +
s
un (20 + h;— un(20)
5 .

Wir miissen nun zeigen, dass die «;,7 = 1,2, 3 verschwinden, dann konvergiert der Dif-
ferenzenquotient gegen die Ableitung und die Potenzreihe ist damit holomorph. Dazu
eine Nebenrechnung. Allgemein gilt
b n
-(2)
a

| = 0" = |a"|

n—1 k
el EE)
a k=0 a
n—1 k
b
= " | — B () |
k=0 a

Fiir |b| < |a| < r kann man dies schreiben als
la™ —b"| < |a — b|r" " n.
Damit kann man ag abschétzen:

un(zo + h) —un(z0)
h

las| =

o0

< Z |an|

n=N+1

(z0 +h)N — 2
h

o0

Z lan |nr™ L.

n=N+1

IN

10



Da 0% o |an|nr™~! < oo folgt, dass der Abstand zwischen den Reihengliedern immer

kleiner werden muss: > 07 nri 4 | |t N=go g = |ovs]| Nz
N—oo

Da limy_o0 fy(20) = g(20) = |az] — 0. Das bedeutet, dass Ve > 0 3N, € N :
VN > Nc: |az| + |as| < §. Da die Funktion fy ein Polynom ist, ist sie holomorph, d.h.

fn(z0 +h) — fn(20)

o — fn(z0)| = 0.

= lim
h—0

Also findet man ein 0 > 0 sodass gilt |h| < 0. = |a1] < §. Also kann man fiir die
urspriingliche Differenz schreiben

:‘f(ZOﬂLh)—f(Zo)

. 9(z0)| < |ai| + |aa| + |ag| <€  V|h| <é.

1.2.3 Korollar.

Eine Potenzreihe ist unendlich oft komplex differenzierbar innerhalb ihres Konvergenz-
radius und ihre héheren Ableitungen erhilt man durch gliedweises Ableiten.

1.2.4 Definition.

Eine Funktion f(z) auf Q C C hei8t analytisch, wenn eine Potenzreihe g(z) = Y 02 an(z—
20)" (mit Mittelpunkt zg) existiert, sodass f = g auf einer Umgebung von zy. Das bedeu-
tet also, dass das Theorem 1.2.2 aussagt: Aus analytisch folgt holomorph. Spéter werden
wir zeigen, dass die Umkehrung auch gilt.

1.3 Integration entlang Kurven
1.3.1 Definitionen.

Fiir Kurven im Komplexen definieren wir Folgendes:

a) Kine parametrisierte Kurve ist eine Menge v € C zusammen mit einer Parametri-
v
sierung z : [a,b] — ~ (bijektiv), d.h. z([a,b]) = 7. Man bezeichnet die Kurve als
geschlossen, falls z(a) = z(b).

(b) Die Kurve ist differenzierbar, falls 2’ existiert (dies ist im Folgenden immer der
Fall). Bei t = a,b werden 2'(a), 2/(b) interpretiert als

rroN s f(a+h)_f<a) AR f(b+h)_f(b>
Zla) = Tm 7 2=, Iim 7 :

(c) Die Kurve ist stiickweise differenzierbar, falls z stetig auf [a, b] und die Punkte a =
ag < ay < ... < a, = b existieren, so dass z auf [a,_1,a,| differenzierbar ist (im
Allgemeinen missen die Rechts-/Linksableitungen nicht mehr iibereinstimmen).

11



(d) 2z1 : [a,b] — v und 22 : [¢,d] — 7 heiflen dquivalent, falls eine stetig differen-
zierbare Bijektion ¢ : [¢,d] — [a,b] (Umparametrisierung) existiert mit ¢'(s) > 0
(Orientierungserhaltung) und z2(s) = 21 (t(s)).

(e) Die Umkehrung von ~y ist v~ mit Parametrisierung 2z~ (t) = z(b+ a — t).
(f) Die Kurve heifit einfach falls sie sich nicht mit sich selbst tiberschneidet.

(g) Fir eine differenzierbare Kurve z : [a,b] — v und f : v — C stetig ist das Integral
von f entlang v definiert durch [ f(z)dz = f; f(z()) - 2/ (t)de.

(h) Es ist (g) wohldefiniert, denn fiir eine dquivalente Kurve 23 : [¢,d] — v mit Umpa-
rametrisierung t : [c,d] — [a, b] ist das Integral

/abf(Z(t H)dt = /f 5)ds) /sz (s)ds

(i) Beistiickweise differenzierbaren Kurven gilt [ f(2)dz = S el f(2(1))-2' (D)t

(j) Die Linge einer Kurve ist definiert durch I(y f |2/ (t)|dt.

1.3.2 Beispiel.

Ein Kreis mit Radius 7 um den Punkt 2 ist gegeben durch v = C,(z9) = {z € C |
|z — 20| = r}. Seine Parametrisierung ist

2(t) = 29 + ret te [0, 27] positive Orientierung

2(t) =20 +re ™ te|0,2n] negative Orientierung.

1.3.3 Satz.

Fiir Kurvenintegrale im Komplexen gilt
(a) [(af(2) + Bg(2)dz = a [, f(2)dz + B [, g(2)dz
(b) [, F(z)dz = — [, f(2)dz
o) [, fF(2)dz| < UQIETIHOL

Beweis. Zu (a): siche Riemann-Integral, zu (b): siehe Substitutionsregel (Mathe fiir Phy-
siker III). Zu (c):

/f )dz

1.3.4 Definition.

Eine Stammfunktion von f : Q — C ist eine holomorphe Funktion F' : Q — C mit F' = f
auf Q.

< sup |f(z \/yz (e = 1) s 1 (2)]

t€la,b]

12



1.3.5 Theorem.

Sei f eine stetige Funktion und habe diese eine Stammfunktion F' in 2 und sei ~ ein
Weg mit Anfangspunkt w; und Endpunkt wo, dann gilt

P o N
/

f(2)dz = F(wz) — F(w). v :2(t) : [a,0] —» C mit z(a) = wi, 2(b) = wy

Beweis.
b
[ 1z = [ f0)2 @
o7 a
—/b )
~Jy ot ¢
= F(z(b)) — F(2(a))
= F(wg) — F(wl)‘
O
1.3.6 Korollar.
Wenn v ein geschlossener Weg in  und f stetig mit Stammfunktion F' ist, dann gilt
/ f(z)dz = 0.
v
1.3.7 Beispiel.
Sei C' die Kurve, die entlang des Einheitskreises verliuft, z(¢) = e*. Dann ist N 1dz =
02 T e%ie“dt = 2mi. = 1 hat keine Stammfunktion auf C.
1.3.8 Korollar.
Sei f holomorph in Q mit f’ = 0. Dann ist f konstant.
Beweis. Verwende, dass nach Voraussetzung f’ = 0 und dass 1.3.5 gilt,
0= / f'(2)dz
gl
= f(z) = flwo)
= f(2) = f(wo)
= f konstant.
O

13



1.4 Cauchy-Theorem und Anwendungen

1.4.1 Theorem. Goursat’s Theorem

Sei  ein Gebiet in C und T C €, wobei T ein Dreieck ist. Falls f holomorph in  gilt

/T f(z)dz =0.

Abbildung 2: Ein Dreieck, das durch Verbinden der Seitenmitten in immer kleinere Drei-
ecke geteilt wird. Wenn man die Kanten entlang fahrt heben sich die Bei-
trage der inneren Dreiecke gegenseitig auf, wie am Beispiel von Tl(l) und
T4(1) illustriert.

Beweis. Vergleiche Abbildung 2 fiir eine Veranschaulichung der Vorgehensweise. Wir
verbinden die Seitenmitten des Dreiecks Ty und erhalten vier neue Dreiecke T, ,gl), k=
1,2,3,4. Fir das Wegintegral entlang des Dreiecks gilt dann

S = [, 1z + /T o f)+ /% o f)+ A o F2)0

T(0)

Es bezeichne i den Index des Dreiecks mit dem gréfiten Flacheninhalt. Damit kann man
den Betrag des Wegintegrals abschétzen:

<4"

f(z)dz

T(0)

f(z)dz|.

T(n)

< 4%1) £(2)dz

Auf diese Weise erhilt man eine Folge von Dreiecken fiir die gilt 70 > 7 5 ... 5
T, Dann Jlzg € C : z € N, T V¥n. Da f holomorph ist, kann man schreiben

14



f(z) = f(z0)+ f'(20)(z—20)+1(2)(z2— 20), wobei lim,_, , Y() — 0. Es bezeichne d™ die

z—z0

lingste Seite des n-ten Dreiecks. Da stets die Seiten halbiert wurden gilt d™) = (%)n d©),

Analog bezeichne p{™ den Umfang des n-ten Dreiecks, auch hier gilt p(® = (%)n d,
Damit ergibt sich

[ 1@z = [ (f0) + £ )z = 20) + ()@ - 20) d
T T(n)
= / ¥(2)(z — z0)dz,
T(n)
wobei das Integral tiber die Terme f(z9) und f’(z0)(z — 2) verschwindet, da beide eine

bekannte Stammfunktion haben und der Weg geschlossen ist. Nun kann man weiter
abschétzen:

4" f(z)dz
Tn)

f(2)dz

T(0)

<

/T(n> ¥(2)(z — z9)dz

<4™ sup (|(2)]|z — z))p™
zeT(n)

<A™ sup [ih(2)|dMpt™
zeT(n)

= sup [9(2)[dVp0 "= 0
zeT(n)

= /Tf(z)dz =0.

1.4.2 Korollar.
Analog zu 1.4.1 gilt [ f(2)dz =0, wenn R ein Rechteck ist.

Beweis. Zerlege das Rechteck in zwei Dreiecke und wende auf diese 1.4.1 an: [, f(z)dz =
le f(Z)dZ + fTQ f(z)dz = 0 D

1.4.3 Theorem.

FEine holomorphe Funktion in einer offenen Kreisscheibe hat eine Stammfunktion in
dieser.

Beweis. Vergleiche Abbildung 3 fiir eine Veranschaulichung der Vorgehensweise. Es be-
zeichne F'(z) = [, f(w)dw. Wir bilden nun die Differenz von F(2 +h) und F(z), h € C,
um spéter den Differenzenquotienten bilden zu kénnen und den Ansatz rechtfertigen zu
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Abbildung 3: Eine offene Kreisscheibe (), die mit rechtwinkligen Wegen durchlaufen
wird. Dabei ist (z + h) € Q.

koénnen. Die im Folgenden verwendeten Wege sind

z+h
zt+h zt+h
e B e
Ty I's Iy T's

F(z+h)—F(z) = [/ ) f(w)dw —/7 flw)dw
= f(w)dw + f(w)dw

Yz+h —Vz

f(w)dw

—/ dw—i—/
= [ s dw+/f ot [ flw)de

Wie oben schon bewiesen wurde, verschwinden die Integrale {iber die Wege I'y und I's,
da es sich dabei um ein Rechteck und ein Dreieck handelt. Wir entwickeln nun f(w) im
Punkt z:

flw)=fE)+f(2)(z-w) +¢.
=1p(w)
Dabei geht ¢(w) schneller als linear gegen Null fiir 4 — 0. Schreibe damit

F(z+h)—F(z) = . flw)dw

16



Fiir den ersten Term im Integral kann man schreiben [. f(z)dw = f(2) Jp, ldw =
f(2)h, was schnell klar wird wenn man eine Parametrisierung z(t) = z + ht mit ¢t €
[0, 1] verwendet. Es verbleibt das Integral iiber 1)(w), welches betragsméfig abgeschétzt
werden kann:

vlw)ds] < sup [0l |42

s wel's

Also kann man F(z + h) — F'(z) durch h dividieren, den Limes h — 0 bilden und erhalt
f(2). = F'(z) = f(2). -
1.4.4 Korollar.

Sei f holomorph in €2, C' ein Kreis mit C' C Q. Dann gilt [, f(z)dz = 0.

Abbildung 4: Eine Kreislinie C, die vollstindig umschlossen wird von einem Kreis mit
groflerem Radius C”.

Beweis. Da ) offen ist, gibt es einen Kreis C’ mit C' C D" wobei D’ die zu C’ gehorige
Kreisscheibe ist (vgl. Abbildung 4). Nach Theorem 1.4.3 existiert nun F mit F’ = f in
D’ und damit [, f(z)dz = 0. O

1.4.5 Bemerkung.

Den Beweis fiir Kreise kann man leicht auf sog. ,,toy contours® erweitern. Dies sind z. B.

PRI

Mittels obiger Beweisstrategie, ndmlich der Definition eines Weges v, mittels horizontaler
und vertikaler Linien, zeigt man, dass es Stammfunktionen in diesen Gebieten gibt.
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1.4.6 Beispiel.

Wir zeigen nun wie man mithilfe von komplexer Analysis [, ﬁ#dx = 5 leicht aus-
rechnen kann. Zuerst einmal folgt mithilfe der eulerschen Identitéit e'® = cosx + isinz,
e’LfI)

dass der Integrand geschrieben werden kann als 17;8” = Re 1;2 . Damit folgt fiir das
Integral unter Ausnutzung der Symmetrie des Integranden

1R

Abbildung 5: Ein Weg durch die komplexe Ebene, der die Null nicht mit einschlief}t.

1 o 1—¢? 1 [1—¢”
7/ Re ¢ d:z::Ref/ 7edz,
2J) 2 Jr

x2 22

wobei f(z) 1= 3 1=¢" holomorph in C\{0}. Das bedeutet das Integral iiber einen geschlos-

22

senen Weg verschwindet. Der von uns gewéhlte Weg ist in Abbildung 5 dargestellt. Da
dieser Weg die Null ausspart gilt

o:/FQRf(z)dzz/:f+/ERf+/CEf+/CRf.
e[

Wir betrachten nun den Betrag des Integrals iiber den groflen Kreisbogen Cgr, die Para-
metrisierung fiir diesen lautet z(t) = Re® ¢ € [0, 7]. Wir schéitzen ab mit

1— iz
/ 26 dz
Crp <

Daraus folgt dann

] — eiz(t)
0 R262it
T 2
< — Rdt
<[ et

21 R—o0

= 0.
R—>

Das Integral iiber den groflen Kreisbogen verschwindet also fiir grofle R. Fiir das Integral
des kleinen Kreisbogens drehen wir zunéchst die Durchlaufrichtung um,

e

18
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und fiigen eine Null ein:

1 1—iz+ (iz — )

- d

C;f 2/05 22 ‘

i 1 1 1+iz — e’

=1 Cde+c | TSy

2Jo- 2 Zt 2 Jo- 22 &
=:E(z)
_ ! | + L E(2)d
=—gmitg o 2)dz

T 1
=—+- E(z)dz.
5 13 /Ce (2)dz
Da E(z) auf dem Einheitskreis beschrénkt ist, folgt

1 ¢
< 5 Sup |E(2)|me V0.

1
= ‘ E(z)dz
z€D

2 Jo-

Damit ist der Wert des Integrals [;° ﬁ#dw =3
1.4.7 Theorem. Cauchy’s Integralformel
Sei f holomorph in 2, C' ein Kreis mit D C  und 9D = C. Dann gilt

1) = 5 [ I ae

c§—=z

T 2mi

Abbildung 6: F ist auf der geschlitzten Ebene C\L holomorph.

Beweis. Es sei F:= £ holomorph in C\L = Q (vgl. Abb. 6). Dann verschwindet das

Integral iiber einen ges_chlossenen Weg, fFE s F(§)d¢ =0. Fiir § — 0 gelte I'c s — I'c. Nun
wird: ’

[ Feac=0= /C P+ [ | Fle)de= /C F(€)de — /C Fe)de

19



Es folgt:

G
o Cg_zdg—%/c F(¢)de

2 E—2z £E—z
©,
_fE) A
2w Jo, E—2
= J;(m) 2mi = f(2)
Dabei gilt (%) im Grenzfall € — 0, denn:
'/ 16 =/ d§‘<sup é)_f@’%ei?o
§—2 2T ¢eD §—2

1.4.8 Korollar.

Sei f holomorph auf 2. Dann hat f unendlich viele (komplexe) Ableitungen in € und
es gilt fiir einen geschlossenen Weg C' um z € €

. n! f(€
ft )(Z):M/C(g_(z))nﬂdf

Beweis. Fiihre vollstandige Induktion iiber n:

1. Fiir n = 0 gilt nach 1.4.7

1) = 1) = oo [ odds

2. Fiir den Schritt n +— n+1 ergibt sich aufgrund der Kompaktheit von C' (Ableitung
und Integration vertauschen):

Line = (2 [ L)

_ntrd/ fl9
27 Jo dz ((f—z)”“)d5

2mi (& — z)nt2

_ (n+1)! f(§)
o 2mi /C (& — z)”“d5

fr(z) =

d¢

20



1.4.9 Korollar.

Sei f holomorph auf Q C C und die Kreisscheibe D mit Mittelpunkt 29 und Radius
R komplett in €. Bezeichne C = 9D den Rand von D. Dann gilt mit der Definition

[fllc = sup,ec | f(2)]: '
" 0l <zl flle

Beweis. Sei die Kreislinie um zy parametrisiert durch &(t) = zo + Re® fiir t € [0, 27].

| 27 R zt)
™) ()| = |22 f(zo+ Re
‘f (ZO)‘ 27 /0 (20 + Ret — zo)"+1§ (£)dt
n! (27 f(zo+ Re)  _ .,
=|— ————~jRe"dt
omi Jo  (Reityntl vite
L. (20 + Re™) T at
< — sup z R —
2T te[0,2n] ’ R™ Jo
= 2l

1.4.10 Theorem.

Sei f holomorph auf 2 und D eine Kreisscheibe mit Mittelpunkt zp und D C €. Dann
lasst sich f in eine Potenzreihe um 2y entwickeln, sodass

o

flz) = Z an(z — 20)"

n=0
F (20)

n!

fir alle z € D und mit a,, =

Beweis. Bezeichne C' = 0D den Rand von D. Da C kompakt ist, vertauschen Grenz-
wertbildung und Integral. Es folgt unter Verwendung der geometrischen Reihe:

f) =5 [ I e

21t Jo & — 2

1 > d¢
:%/f Z:Z_ZO & — 2zt

27”2/ £ 2) n+1 (z — 20)"d¢

R B (N
= an_27ri/c(f—20)”+l
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1.4.11 Definition.

Eine Funktion f heifit entire oder ganz, wenn sie auf ganz C holomorph ist.

1.4.12 Korollar. Liouville’s Theorem

Wenn f entire und beschrankt ist, so ist f auch konstant.

Beweis. Seien zy € C und R € [0,00) beliebig. Sei R der Radius eines Kreises um 2o,
dessen Rand mit C' bezeichnet werde. Sei wiederum || f||¢c := sup,cc |f(2)] < M € R (da
f beschréankt). Zeige nun, dass f’(z9) = 0 gelten muss:

HfHC M R
< —"-=0
R T R

|f'(z0)| <
Da R beliebig war und deshalb |f’(29)| = 0, muss f konstant sein. O

1.4.13 Korollar.

Jedes nicht-konstante Polynom
p(z) = anz" + 12"+ ... +ag
mit komplexen Koeffizienten a; (i = 1,...,n) hat mindestens eine komplexe Nullstelle.

Beweis. Angenommen, p(z) hat keine Nullstelle, dann ist 1/p(z) beschrénkt. Schreibe
dann:

p(z) an—1 ao
on = an + > + ...+ 27
— 0
Also gilt beispielsweise:
p(z) > lan] V|z| > R mit R grof} genug
2" 2
Das bedeutet aber:
1
p(2)] = 5l2[*an]  firfz] = R
2 1 2 1

54

<——<——12| >R
P = Tanl 27 = Jan B7

< 1/p(z) beschriankt auf C = p(z) = const.

Dies ist aber ein Widerspruch, weswegen p mindestens eine Nullstelle haben muss. [

1.4.14 Korollar. Hauptsatz der Algebra

Jedes Polynom vom Grad n > 1 hat exakt n Nullstellen in C, also gibt esw; (i = 1,...,n),
sodass
p(z) =an(z —wi)(z —w2) ... (2 — wy)
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Beweis. p hat mindestens eine Nullstelle wq, also p(w;) = 0. Damit kann man dann
schreiben:

plz—w+w)=ap(z—w +w)"+...+ap
= bn<2 — wl)" + bn_l(z — wl)nfl + ...+ bl(Z — wl) + by
Da aber p(w1) = 0 folgt direkt by = 0 und damit

p(2) = (z = w1)Q(2),

wobei der Grad von @ genau n — 1 ist. Nun hat @) aber mindestens eine Nullstelle usw.
(induktiv findet man also, dass p genau n Nullstellen hat) ]

1.4.15 Theorem.

Sei f eine holomorphe Funktion auf €2, die auf einer Menge M C  mit Haufungspunkt
verschwindet. Dann gilt f = 0 auf ganz .

Beweis. Wihle eine konvergente Folge (wy,)22; C Q mit (wy,) — w, sodass f(w,) = 0 fir
alle n € N. (Diese existiert nach Bolzano- Weierstrass und den Voraussetzungen.) Da f
holomorph in €2, existiert eine Kreisscheibe D, sodass fiir alle z € D

F) =3 an(z—w)"
n=0

Angenommen, f(z) # 0, so existiert ein n € Ny, sodass a,, # 0. Da f stetig ist, folgt:

0= lim (0) = lim f(w,) = f (lim (w,)) = f(w) = ap=0

n—oo

Daher folgt

F(2) = am(z = w)™ S P ) = (2 — @)™ (1 + g(z —w),
k=0

Qm

wobei m kleinstméglich, sodass a,, # 0 und g(z — w) — 0 holomorph ist. Da nun aber
Z—w

(wn)o2; — w, gibt es ein kg, sodass fiir alle k > ko
1+ g(wp —w) # 0.
—_——
—0

Also ist
0= flwi) = an (Wi —w)™ (1 + glwp —w))™
#0 £0

Dies ist aber ein Widerspruch, da ein a,, # 0 existiert, also gilt f(z) = 0 fiir alle z € D.
Dehne diesen Geltungsbereich nun induktiv aus (dies ist moglich, da €2 ein Gebiet und
daher auch wegzusammenhéngend ist, vgl. Abb.7). O
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Abbildung 7: Man findet induktiv Kreise, deren Mittelpunkte auf einem Weg von w zu
einem beliebigen zp € Q liegen.

1.4.16 Korollar.

Seien f, g holomorph auf  und f = g auf einer Menge mit Haufungspunkt. Dann gilt
f = g auf ganz Q.

Beweis. Folgt wegen h := f — g (holomorph) sofort. O

1.4.17 Theorem. Morera

Sei f auf einer offenen Kreisscheibe D stetig, sodass fiir alle Dreiecke T' C D das Integral
iiber den Rand verschwindet, also [, f = 0. Dann ist f holomorph in D.

Beweis. Wegen [, f = 0 existiert eine Stammfunktion F' mit F”(z) = f(z). Daher ist f
unendlich oft differenzierbar und holomorph. O

1.4.18 Theorem.

Sei (fn(2))52 eine Folge holomorpher Funktionen, die auf jeder kompakten Teilmenge
Q gleichmafsig gegen f(z) konvergiert. Dann ist f(z) holomorph.

Merke: Der gleichméfige Limes holomorpher Funktionen ist holomorph. (gilt
im Reellen nicht!)

Beweis. Zeige, dass das Integral iiber alle Dreiecke verschwindet:

Da f, holomorph, gilt
/ =0 Vn e N
T

Wegen der Kompaktheit von 7' und da (f,,) — f gleichméflig vertauschen Grenziibergang
k — oo und die Integration, also

0=tim [ fi=[
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Da der gleichméfige Limes stetiger Funktionen wieder stetig ist, gilt der Satz von Morera
(vgl. Abschnitt 1.4.17), also ist f holomorph in €. O

1.4.19 Korollar.
Sei f stetig auf einem Kreis C' = dD. Dann ist

o) = o [ I

T omi cé—z

holomorph in D.

Beweis. .
1 f(&)
F, = — =&
7=1
ist holomorph und konvergiert gleichméfig gegen g. O

1.5 Meromorphe Funktionen

1.5.1 Definition.

Eine Funktion f : C — C heit meromorph, wenn sie holomorph bis auf endlich (abzéhl-
bar) viele Pole ist. Dann gilt fiir das Integral entlang einer geschlossenen Kurve

N
/ f(z)dz = 2mi Zreszi fs
¢ i=1

wobei res,, das Residuum von f an der Polstelle z; bezeichnet.

1.5.2 Definitionen.

Da die Begriffe Residuum und Polstelle bisher noch unbekannt sind, beschéaftigen wir
uns zunéchst mit diesen.

Punktsingularitét: zg ist Punktsingularitdt von f, wenn f in einer Umgebung von
zo definiert ist aber nicht in z.

Nullstelle: zg ist Nullstelle, wenn f(z) = 0.

»deleted neighborhood“ (punktierte Umgebung) um zo: D,(z0)\{20} = {# | 0 <
|z — 20| < T}

Polstelle: f besitzt eine Polstelle bei 2y, wenn % mit %(zo) := 0 holomorph ist in
D, (zp) mit geeignetem r.

1.5.3 Beispiel.

Nun einige Beispiele zu den obigen Definitionen:

(a)

f(z) = z fir C\{0} hat eine Punktsingularitdt in 0 aber mit f(0) := 0 ist f
holomorph.
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(b) g(z) = L ist definiert auf C\{0} und es ist |g(2)| 229 5. Definiere analog zu (a)
f(z)= ﬁ mit f(0) := 0, f ist dann holomorph.
() f(z) = e~ verhilt sich unterschiedlich in einer Umgebung von Null, je nachdem
aus welcher Richtung man kommt:
x\O:f(x):(f% —0
1
x /0 f(x) =eld
y—0: f(iy) = e = ev oszilliert.
Die Funktion e+ bildet jede Umgebung von Null, U,(0), dicht in ganz C ab.

— 00

1.5.4 Bemerkung.

Nullstellen einer holomorphen Funktion sind isoliert. Wenn f(z9) = 0, dann gibt es eine
Umgebung U von zp, sodass f # 0 in U\{zo}.

1.5.5 Theorem.

Sei f holomorph in © und habe f eine Nullstelle zgp € 2, f # 0 in . Dann gibt es
eine Umgebung U von zg und eine nicht verschwindende Funktion g auf U sowie eine
eindeutige Zahl n € N, sodass

f(z) = (2 — 20)"9(2)
auf U. zg ist Nullstelle n-ter Ordnung.

Beweis. Es ist nach Voraussetzung f(zp) = 0. f ldsst sich in D,, in eine Potenzreihe

entwickeln,
oo

flx) = Z ap(z — 20)" fiir z € D,,.
k=0

Es gibt eine Umgebung U von zp, sodass f(z) # 0 in U\{z0}. Da f(z0) = 0 ist der erste
Koeffizient der Reihenentwicklung ag = 0. n sei kleinste Zahl, sodass a,, # 0. Dann gilt

o0

f(2) = (2= 20)" Y arynl(z — 20)" =: (2 — 20)"9(2),

k=0

wobei g(z) # 0 nach Voraussetzung. n bezeichnet die Ordnung der Nullstelle, Nullstellen
1. Ordnung nennt man einfach. O

1.5.6 Theorem.

Wenn f eine Polstelle bei 2y hat, dann existiert eine Umgebung U von zy und eine nicht
verschwindende Funktion h(z) sowie eine eindeutige Zahl n € N, sodass

f(z)=(2—20)""h(z) fir z€ U.

n ist die Ordnung der Polstelle.
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Beweis. Da zy Polstelle von f ist gilt: zg ist Nullstelle von % und % ist holomorph in U.
Also gilt

£2) = (= 0)"g(z) mit g(z) £ 0 in U
= f(2) = (s - >g(1) — (2 — 20)"h(2).

1.5.7 Theorem.

Wenn f eine Polstelle bei zg hat, dann gibt es eine Umgebung U von zg, sodass

A_np a/—n-l,-l a—1
= G
1) (2 —20)" " (2 — 20)"*! Tt T (=)
mit G(z) holomorph in U. Dabei nennt man a_; das Residuum von f an der Stelle zy:
a_j :=resy f.

Beweis. Da zy Polstelle von f ist, hat % eine Nullstelle bei zp und man kann fir

schreiben

1
f

1 n
= ?(2) = (2 —20)"9(2)
mit g(z) # 0 in einer Umgebung von zy. Jetzt kann man invertieren und erhélt
= f(5) = ()
(z — zo)"

mit A(z) holomorph in einer Umgebung von zg. Da h(z) holomorph in einer Umgebung
von zp, kann man h(z) in eine Potenzreihe entwickeln und erhélt

1

flz) = m (AO + A1(z — 20) + Ag(z — z0)2 + .. )
_ Ag Ay A, e .
- (Z—zo)"+ (z — zo)" 1 et (z — 20) +G(2),

mit G(z) holomorph in einer Umgebung von zp. Nun kann man sich noch andere Koef-
fizienten definieren, a_,, := Ag,a_1 := A,_1 und erhélt was zu beweisen war. O

Die Summe P(z) = (ﬁ%ﬁ)n +...+ (Zaf%o) nennt man Hauptteil, a_; nennt man Re-
siduum. Weshalb man a_; Residuum nennt wird klar, betrachtet man ein Wegintegral
entlang eines Kreises um zp. Dessen Parametrisierung lautet C, : 2(t) = 2o + de't mit
6 > 0. Das Integral ist dann

(z)dz = P(z)dz + G(z)dz,
Cao Cao Cao
=0
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wobei das Integral iber G(z) verschwindet, da die Funktion holomorph in einer Umge-
bung von zp ist. Da P(z) eine Summe ist, kann man gliedweise integrieren. Wir fithren
hier die Integration fiir den n-ten Term durch, daran kann man alle iibrigen ablesen:

[t / 7L seitar
——dz=a_, ——ide
c.y = 20)" 0 (et

21 git(1—n)
=ia_p, —dt
1a A 51’L—1

_{0 n#1

B 2mia_, n= 1

Also verschwinden alle Terme der Summe P(z) bis auf den mit a_;:
(2)dz = / P(2)dz = 2mia_;.
Cq Csy

Wenn zg nun ein Pol 1. Ordnung ist, so ist » = 1 und man kann schreiben

f(z) = Za_—lz0 +G(2) =a_1= Zlirgo(z —20)f(2).

1.5.8 Theorem.
Wenn f bei zg einen Pol n-ter Ordnung hat, dann gilt

oy = ressy = lim (5 ) (= — 20)" £(2))

sz (n — 1) \dz
Beweis. Multipliziert man f mit (z — 2z9)" so ergibt sich
(z—20)"f(2) =a_pn+ (2 —20)a i1+ ... Fa_1(z —20)" 1 + (2 — 20)"G(2).

Leitet man diesen Term nun gliedweise (n — 1)-mal ab, so erhélt man

n—1

(j) (=20 @) = (=Dl + (5] (= 20"6(2)

—0 fir z—zp

und daraus folgt die Behauptung. O

1.5.9 Theorem. Residuensatz

Sei f holomorph in 2 bis auf eine Polstelle zyg C D, 9D = C C € sei Kreis in 2. Dann
gilt

/ f(z)dz = 2mires,, f.
C
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Beweis. f hat eine Polstelle in zy. Dann gibt es eine Umgebung U von 2, sodass f(z) =

ﬁh(z) mit h(z) holomorph. Entwickle dann A(z) in eine Potenzreihe,
a—p a—q
=——+... G Vz e U.
f(2) (z—zO)”+ +z—zo+ (2) z €

Nun legen wir einen ,toy-contour“-Weg entlang C' und um z (dhnlich Abbildung 6). Da
dieser geschlossen ist und iiber eine holomorphe Funktion geht sowie keine Singularitéten
beinhaltet gilt

—0

(2)dz=0= %im - f(z)dz = /Cf(z)dz - /Ce f(2)d=.

Fé,e
Also folgt

a1

:>/Cf(z)dz:/cef(z)dz:/ce [(zci_;ow—i—...—i—z_zo—i—(?(z)} dz = 2mia_;.

1.5.10 Korollar.
Sei f holomorph in Q bis auf Pole {z1,...,2xy} C D und D Kreisscheibe in Q mit
0D = C C ). Dann gilt

N
/ f(z)dz = QWinele f.
¢ =1

Beweis. Der Beweis erfolgt analog zu 1.5.9, nur mit N-fachem Schliisselloch-Weg:

N N
f(z)dz = f(z)dz =2mi Y res; f.
Jree=x ], 2

1.5.11 Korollar.

Sei f holomorph in 2 bis auf Pole z1, ..., z)y innerhalb des , toy-contour“-Wegs ~, v C €.
Dann gilt

N
/f(z)dz = 2m'Zreszl f.
v =1

1.5.12 Beispiel.

Wir berechnen das Integral [*_ L, dz = 7 mithilfe des Residuensatzes. Zuerst unter-

—00 1422
suchen wir f(z) = l—i—% auf Polstellen in der komplexen Ebene. Man findet sofort z = +£¢.
Diese Pole sind beide von erster Ordnung und man kann daher fiir das Residuum schrei-

ben
res,, [ = Zlgr;l(z —z1) f(2).
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Abbildung 8: Zwei Wege durch die komplexe Ebene, die jeweils nur eine Polstelle
einschlieflen.

Wir legen uns nun einen Weg durch die komplexe Ebene, der nur einen Pol mit ein-
schliefit: Wir gehen von Null zu R auf der reellen Achse, von dort aus im Halbkreis iiber
die obere Halbebene nach —R und wieder zuriick zur Null. Bezeichne I'g, diesen Weg,
vgl. Abbildung 8. Das Integral iiber diesen Weg ist dann

f(2)dz = 2mires; f,

g,

da wir nur den Pol bei z = ¢ umfahren. Das Residuum an dieser Stelle ist

F=1i zZ—1 I zZ—1 . 1 1
res; f = lim —— = lim = lim = —.
! z—i 1 + 22 2—1 (Z — Z)(Z + ’L) 2= 2+ 1 21
Also ist

o

Tr= [ f dz—/ fEdz [ f(ea

21 Tr,

wobei C'r den halben Kreisbogen mit Radius R bezeichnet. Dessen Parametrisierung
lautet Cg : z(t) = Re',t € [0, n]. Wir setzen diese ein und erhalten

s Z'Reit

Um den Betrag abschéitzen zu kénnen fithren wir eine Nebenrechnung durch:

4 . R>V2 1
1+ R?*| = e + R*| > |R* - 1] > 4«22

Damit schitzen wir ab und erhalten

i R 2m R—>oo
< ———dt dt = 0.
_/0 G R?/ I3

Also verschwindet das Integral iiber den halben Kreisbogen fiir den Grenziibergang R —
oo und der Wert des Kurvenintegrals iiber I'g, ist gleich dem iiber die reelle Achse:

f(z)dz

‘CR

dxr = .
R—o0

= i z)dz = 1 )dz =
im FRf z 1m/f z / T2
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1.5.13 Beispiel.

Als zweites Beispiel zur Demonstration der Residuenmethode zeigen wir, dass

o0 axr
/ ¢ dx = il fir0<a<1.

—eo L+er " sin(ra)

eaz

Zunéchst definiere eine komplexe Funktion f(z) = 15z. Fiir Polstellen betrachte eine
Nullstelle von %, 1+ e* = 0. Dies liefert z = i(m + 2km), k € Z. Die Polstellen befinden
sich also alle auf der imagindren Achse, bei ungeradzahligen Vielfachen von i7w. Wir legen
nun wieder einen Weg durch die komplexe Ebene, der nur eine Polstelle mit einschlief3t.
Sei I'p, der Weg entlang des Rechtecks, das durch die Punkte R, 2miR, —2m¢R und —R
festgelegt ist, vgl. Abbildung 8. Dann ist nur eine Polstelle bei im eingeschlossen. Das

Residuum dort ist

az az eaiTr eaiw .
li —1 =1 S S
Yim (z—im) = = im o (@) (im)  er | ©
z—im

Mithilfe des Residuensatzes folgt
f(2)dz = —2mie®™.
Tr,

Dabei setzt sich I'p, aus vier Teilstrecken zusammen, eine auf der reellen Achse, eine
parallel zur reellen Achse auf der Hohe 27i sowie zwei Stiicke an den Seiten. Das Integral
iiber das Teilstiick der reellen Achse sei bezeichnet mit Ir, das parallel zur reellen Achse
mit [j. Es ist also

(2)dz = Ig + I + Seitenintegrale = —27ie®™.
Tr,

Als Parametrisierung fiir I, wéhle z(t) = 2im +t,t € [ R, R]. Das Integral ist dann

, R pa(2mitt) R o2miagat oria
%:_lﬂf@%ﬁ&:_[ﬂfﬁﬁ@&:_e &

denn das Integral iiber das Teilstiick der reellen Achse Iy ist

R eax
Ir = dx.
r [Rl+e“$

Also ist
f(2)dz = Ip(1 — ™) + Seitenintegrale = —27ie®™.
Tr,
Fiir die Betriage der Seitenintegrale ergibt sich beispielhaft fiir den rechten Teil mit einer

Parametrisierung z(t) = R + it, t € [0, 27|

27 6a(R+it) 27 eaR o eaR
e _ (a=1)R,_R—
/0 1+6R+itdt’§/0 ’1+6Reit‘dt§2/0 R dt =e'* 4 —0,

31



da 0 < a < 1. Es wurde zudem verwendet, dass gilt |1 +z| > || fiir [z| groB genug. Das
Integral auf der linken Seite ldsst sich analog abschétzen und verschwindet fiir R — oo.
Also ergibt sich insgesamt
—2mie™T . et 271 T

1 — e2aim eazﬂ'(efawr _ eawr) eMT _ o—aaT sm(ﬂ'a)

1.5.14 Beispiel. Dirichlet-Problem

Wir betrachten eine auf der Einheitskreisscheibe D = {z € C|0 < |z| < p} fiir p < 1 holo-
morphe Funktion u. Wir nehmen an, dass u = uo(t) auf dem Rand vorgegeben und dass
u zusétzlich am Rand noch stetig ist. Nun soll die stationdre Warmeleitungsgleichung

Au(z)=0 VzeD (1)

gelost werden. Dafiir sind die folgenden drei Schritte notwendig:

1. Zeige zunéchst

fz) = %f@”ﬂm(d¢+z)d@ 2)

2 Jo ew — z

Man erhélt nun wegen
R e + z 1 (e%+2 e¥+1/z
el — =—|= - =
ew —z 2\ew—z e¥—1/z

folgende Darstellung;:

1 2 q i ip 1/z )
? / (e +2z e+ /z) F(e9)dp

T on g0:0§ e —z e —1/z
277/0 lew—z—i_QeW—z @w_l/g 26“9—1/,2]]%6 )90
—— N——
A C B 5

e Mit dem Cauchy’schen Integralsatz erhélt man direkt, dass 1/(2m) 0% Af(e?)dyp

f(2).
e Fiir B ergibt sich leicht, dass [, B = 0 ist, weil B innerhalb von D keine
Pole hat.
e Offensichtlich ist aber auch C'+ D = 0.
Damit ist (2) gezeigt. Durch Umformungen erhilt man aus (2) dann mit z = e
1 2 .
@) =g [ )P~ 0)dp,
™ Jo

wobei P, den Poisson-Kern bezeichnet, welcher durch

_ 1—r2
14172 —2rcos(y)

Pr(v)

gegeben ist.
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2. Die Formel gilt auch, wenn f holomorph auf I und stetig auf D, da das Integral
fiir festes z auch fiir p — 1 konvergiert.

3. Es gelte nun u = Re f mit einer auf D holomorphen Funktion f. u erfiille Au =0
wie in (1) und u = up sei am Rand stetig. Es gilt

ou o .0
o(z) =257 = (5 — i ) ule.w)

Wegen (0zf = 0) = f holomorph folgt daraus:

dg 0 0
99 99 9 _9Au=0
0z “0z0: "

= g holomorph = 3 F mit F/ =g.

Bemerkung. Sei u = Re f, dann gilt f’ = g, also f = F + ¢ (ist Realteil einer komplexen
Funktion). Da aber

1

) 27 )
Fre) = 5= [ ) P(o - )

= u(r,0) + iv(r,0)

L[ )+ v, ) P~ 0)dg
0

T 2r

1 27 1 27
=5 [ u P —0de+in [T o) Pe - 0
Daher gilt
1 2
ur0) =5 [ ull, )Pl - 0)de
™ Jo

also kann man eine Losung fir u finden.

1.6 Singularitaten
1.6.1 Definition.

Sei f holomorph in Q bis auf einen Punkt zp € . Wenn man f(zp) so definieren kann,
dass f holomorph in € wird, dann nennt man zy behebbare Singularitéat.

1.6.2 Theorem. Riemann’s Theorem

Sei f holomorph in €2 bis auf einen Punkt zp € Q. Wenn f beschrénkt ist in Q\{2o},
dann ist zg eine behebbare Singularitdt. Dies ist eine besondere Eigenschaft komplexer
Funktionen und gilt nicht im R".

Beweis. Der Beweis wird analog zu 1.4.7 gefiihrt. Es ist zu zeigen, dass man schreiben
kann

f(z) = % /C g(f)zdf Vz # zg innerhalb von C.
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Abbildung 9: Ein Weg, der sowohl z als auch zp umfihrt. Dabei ist der Abstand d min-
destens 3|z — z| groB.

Mit f(zo) = 2m fC £ ~d¢ wird f holomorph in Q. Wir wéhlen unseren Weg I'c o5
so, dass er sowohl z als auch zp umfahrt (vgl. Abbildung 9) und damit nur auf einer
holomorphen Funktion definiert ist. Dabei soll der Abstand der beiden Kreise um z
und 2o mindestens %]z — 20| betragen. Nun lassen wir 0 gegen Null gehen und erhalten

dadurch drei Integrale tiber Kreise:

B & £
O‘Ae,e,,gs—zdg_g%/n,d,g€—zd€

B (VSR B £ (VY B A(9)
g% ek /wgs—zd‘s
N &dg: &df—F &dg.
c§—=z2 v &—2 v &=z
[©) @

Dabei kann man fiir das Integral @ schreiben:

o [ Oy, [ IC)

ve o &
f(&) - f()
S = dE+ 2mif(2).

Der vordere Term verschwindet im Limes € — 0, da f holomorph in z:

f(&) —

f&) —f(z) =0
AR ASIN| — . 0.
[ = < g [P =1 oo =
Fiir den Betrag von @ kann man schreiben
f€) 2[f |0y 0
Q| = —>=d l 0
| | 'yéé. £| |Z—ZO|‘ ( e)|—> )
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da nach Voraussetzung der Abstand der beiden Kreise um z und zp mindestens %\z — 20|
betragt. Es folgt insgesamt

£(6) G
/05_ A = 2mif(z) = f(2) = 2m/c5 d

1.6.3 Bemerkung.
Mittels Riemann’s Theorem lassen sich Singularitaten klassifizieren.
1.6.4 Korollar.

Habe f bei 2 eine isolierte Singularitdt. Dann gilt

f hat einen Pol bei 2y & li_)m |f(2)] = oo.
z2—20

Beweis. ,=*“: zy ist Pol, d.h. f( ) hat Nullstelle bei zp. = lim,_,,, i ( = 0= TGl <

e |f(2)] > % = lim, ., |f(2)| =

«. 1 . 1 Z—Z0
2= 1 ist holomorph in einer Umgebung von zg und TEl 0 Also ist f(z)

beschrénkt in einer Umgebung von z3. Nach Riemann’s Theorem ist ? holomorph in

% = 0. = zp ist Pol. O

1.6.5 Definition.

Sei zg isolierte Singularitét und weder Pol noch behebbar. Dann nennt man zg wesentliche
Singularitét.

1.6.6 Theorem. Casorati-WeierstraB

Sei f holomorph in D,(z0)\{z0} und habe f wesentliche Singularitét bei zp. Dann liegt
das Bild von D;(z0)\{z0} dicht in C.

Beweis. Annahme: f(D,(z0)\{z0}) liegt nicht dicht in C. Dann gibt es ein wy € C und
e > 0 sodass f(Dy(z0)\{z0}) C C\Dc(wp), denn Vwp und Ve > 0 Jw : |w — wo| < €
sodass w = f(z) Vz € Us(20).

Es ist dann f(z) — wp holomorph in D,(z0)\{z20} und damit natiirlich auch g(z) :=
m holomorph in D,(29)\{20}. Nach Riemann’s Theorem ist zy behebbare Singula-
ritdt von g, da g beschrankt ist nach Annahme. = g holomorph in D, (zg). Jetzt kann
es nur zwei Moglichkeiten geben, beide fithren zum Widerspruch:

1. g(z0) # 0 = Z) = f(2) — wo ist holomorph in D,(zp). Das ist ein Widerspruch
zur Annahme dass zy wesentliche Singularitdt von f ist.

2. g(z0) =0= ( ) hat einen Pol bei zp und damit auch f. Dies ist auch ein Wider-
spruch zur Annahme, dass zg wesentliche Singularitdt von f ist.

Somit muss das Gegenteil der Annahme gelten und das Bild von D, (z9)\{z0} liegt dicht
in C. O
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1.6.7 Definition.

f ist meromorph in , wenn es eine Folge von Punkten {zp, z1,..., 2,} gibt, die keine
Haufungspunkte in 2 hat, sodass

(a) f holomorph in Q\{z0,21,...,2n}

(b) f hat Pole bei {29, 21,...,2n}.
f hat einen Pol bei z = oo, wenn F(z) = f (%) einen Pol bei 0 hat.
1.6.8 Beispiel.

Zur Veranschaulichung des nachfolgenden ,,Argument principle“ zwei konkrete Beispiele.
Betrachte das Integral [~ %dz fiir

(@) f(z) = az" o 1
"(z naz"" 1 .
/C ) dz:/c o dz:n/c ;dzzn?m

/ _ —(n+1) 1
/ (Z)dz = / Ldz = —n/ —dz = —n2mi
c f(z) c az™m Cz

Das Integral iiber fT, liefert also Information iiber die Anzahl an Nullstellen oder Pole
einer Funktion.

1.6.9 Theorem. ,,Argument principle*

Sei f meromorph in 2 und C' C Q ein Kreis (toy-contour) innerhalb Q. Wenn f keine
Nullstellen und Pole auf C' hat, dann gilt

1 f'z)
5 /C 0 dz = {#Nullstellen} — {#Pole},

gerechnet mit Vielfachheit.

Beweis. Legt man einen Schliisselloch-Weg um die Nullstellen und Pole von f, so erhalt
man, dass das Integral tiber einen Kreis dquivalent zur Integration iiber viele kleine
Kreise um die Nullstellen/Pole ist (vgl. Abbildung 10):

f'(2) / f'(2)
dz = dz.
fo =2 7
(a) Sei z; Nullstelle. Dann kann man in einer Umgebung von z; die Funktion f dar-

stellen durch f(z) = (2 — 2)"¢(z) mit g(z) holomorph und # 0 in einer Umgebung
von z;. Fur fT/ bedeutet das

' (z=a)"g(2) _ n(z—2)""lg(x) +(z—2)"g'(x) _ 1 AC)

f (z —2)"g(2) (z —2)"g(2) z—z g(z)’
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o

Abbildung 10: Integriert man iiber einen Kreis C, der Nullstellen (Punkte) und Polstel-
len (Kreuze) beinhaltet, so gentigt es kleine Kreise C; um besagte Stellen
zu integrieren.

Es folgt

! /
f(z)dz:n/ 1 dz + g(z)dz:n27rz'—|—0,
o f(2) Cz2— 2 a 9(z)

wobei beim letzten Gleichheitszeichen verwendet wurde, dass g und folglich auch
¢’ holomorph in einer Umgebung von z; sind.

(b) Sei zj Polstelle. Dann kann man in einer Umgebung von zj, fur f schreiben f(z) =
(z — 2z) ""h(z) mit h(z) holomorph und # 0 in einer Umgebung von zj. Analog zu
(a) erhédlt man
ff_n B (2)
f 2=z h(z)
Und damit folgt fiir das Integral
/! !/
idz = —n/ ! dz + h (Z)dz = —n2mi.
o f Cy 2~ %k cr h(2)

1.6.10 Theorem. Rouché’s Theorem

Seien f und g holomorph in einer offenen Menge 2, die den Kreis C' beinhaltet. Falls
|f(2)| > |g9(2)| auf C', dann haben f und f+ g die gleiche Anzahl an Nullstellen innerhalb
von C.

Beweis. Definiere fi(z) := f(z) + tg(z) mit ¢t € [0,1]. Nach dem ,,Argument principle“
gilt fiir die Anzahl von Nullstellen von f;(z) innerhalb von C
1 /
ny = — ft(z) dz
27t Jo fi(2)

Da n; € Ny geniigt es nun zu zeigen, dass n; stetig ist. Damit ist automatisch n; = ng
weil n; dann nur konstant sein kann. Es ist (¢,2) — }222 stetig auf [0,1] x C, da fi(2)
stetig in Abhéngigkeit von (¢, z) und |fi(2)| > € auf C weil

[fe(2)] = 1f(2) +tg(2)] = |f(2)] = tlg(2)| = nf ([f(2) = t]g(2)]) =: €.
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Damit ist n; stetig in Abhéngigkeit von ¢ und damit n; = nyg. O

1.6.11 Definition. Riemann’sche Sphare

Die Riemann’sche Sphére ist die erweiterte komplexe Ebene Co, := C U {o0}.

Die Veranschaulichung der Riemann’schen Sphére liefert die stereographische Projek-
tion p : S? = Coo, x + p(x) wobei S? := {z € R? | |x| = 1} die Einheitssphire in R? ist.
p(z) ist der Schnittpunkt der Gerade durch den Nordpol der Einheitssphiare N = (0,0, 1)
und z € S? mit der Ebene B3 := {z € R? | 23 = 0}. Dieser wird aufgefasst als Punkt
auf C, dabei ist p(/N) := co. Das bedeutet es gibt nur positive Unendlichkeit auf der
Riemann’schen Sphére.

Fiir die explizite Formulierung der stereographische Projektion sei x € S?, dann ist
die Gerade durch z und N das Bild von ¢(t) = N = (x — N)t. Der Schnittpunkt mit Fs
wird angenommen wenn

0=(g9(t)s =1+ (x3 -t =t =

1-— I3 .
Also ist die explizite Formulierung der stereographische Projektion

T1 Z2

p(x): 1—1‘3 +Zl—a;3'
Die Umkehrabbildung der stereographische Projektion ist p~! : Coo — S2. Um die
explizite Formulierung von p~! zu finden gehe von z = z; + 2 € Cy aus. Es gilt

z=2z1+i2 =7 f;g +i3 23’ weiterhin gilt flir das Betragsquadrat von z:

122 = 22 + 3 _ 1— 2% :1+x3
(1—23)2 (1—x3)2 1-—ux3’

wobei beim vorletzten Gleichheitszeichen wurde die Gleichung der Einheitssphére 22 +
23 + 23 = 1 verwendet wurde. Es folgt

IRERE! 2

= paq =
3 |22 +1°

Also folgt fiir die explizite Darstellung von p~!:

1 22’1

Srati) S g | 2e
z —

Die Umkehrung der stereographischen Projektion definiert eine Distanzfunktion auf
Coo, d:Coo x Cop — Ra’r. Definiere

2|z — w
VI DA+ [wP?)

d(z,w) = p7'(z) = p~ ()] =
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2

Distanzfunktion ist eine Metrik, da schon (x,y) — ||z — y|| eine ist.

Weiterhin ist die stereographische Projektion p winkeltreu. Fiir zwei Kurven ~1, 79 :
(—€,€) — R3 die sich in = 41(0) = 72(0) schneiden ist der Winkel mit dem sie sich
schneiden definiert als der Winkel mit dem sich ihre Tangenten 4 (0) und v4(0) schneiden.
Wenn nun 71,72 : (—¢,€) — S? so gilt bei Winkeltreue

Da p~!(cc) = N kann man einen Abstand zu oo definieren, d(z,o0) = Diese

(1(0).75(0)gs _ (8p(n) lmo, §P(12) li=0)_,
OO || o) li=o|| | &2 (v2) li=o||

Mit der Umkehrabbildung p~! der stereographischen Projektion zeigt man fiir v, :
(—€,6) > Coo

RQ

(570 o 57 ) im0 = (00 (D)) @)Dl )i 0)
= e OO O
g(Coo(’Ya( )77( ))

= (72(0),7%(0))c

Geometrisch kann man sich {iberlegen, dass das Bild der Tangente ¢ der Schnitt der
Ebene, die durch ¢t und N aufgespannt wird, mit der Ebene FEj ist, also auch wieder eine
Gerade. Sei C' Kreis. Dann ist auch das Bild von C, p(C), ein Kreis. Einzige Ausnahme
sind Kreise durch N, diese werden auf Geraden auf C, abgebildet (Kreise mit Radius
00).

1.6.12 Theorem. Open mapping theorem

Sei f holomorph und nicht konstant im Gebiet §2. Dann ist f offene Abbildung (das Bild
einer offenen Menge ist offen).

Beweis. Es sei Ve := {w | |w — wo| < €} mit wg := f(z0). Nun ist zu zeigen, dass
Ve C f(Us) und wenn w € Ve dann 3z € Us mit f(z) = w. Wéhle dazu ein festes w und
definiere

f(z) —w=f(z) —wo+wy —w
—_—
;:F(z) Z:G(Z)
Waihle weiterhin 0 klein genug mit f(z) —wo # 0 auf Cs, K(§) := Helgl |f(2) — wo|. Sei
2€Cs
€ > 0 mit e < K(9). Dann gilt |F(z)| > |G(z)| = € fiir z € Cs. Damit gilt nach Rouché’s

Theorem, dass F'(z) und F(z) + G(z) = f(2) — w die gleiche Anzahl an Nullstellen in
Cjs haben. 0

1.6.13 Theorem. Maximum modulus principle

Sei f holomorphe, nicht konstante Funktion im Gebiet €. Dann kann |f| das Maximum
nicht innerhalb {2 annehmen.
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Beweis. Annahme: |f| nimmt Maximum bei zp € 2 an. Dann gibt es ein f(z) mit
z € D,(20) sodass |f(2)] > |f(20)]- O
1.6.14 Korollar.

Sei 2 Gebiet mit kompaktem Abschluss Q. Dann gilt fiir eine holomorphe, nicht kon-
stante Funktion f

Sup |f(2)] = max|f(2)].
Dies gilt auch fiir harmonische Funktionen.
1.6.15 Definition. Homotopie

Zwei Kurven sind homotop, wenn eine stetig in die andere iiberfiihrt werden kann,
mathematisch formuliert bedeutet das: 79 und +; : [a,b] — C sind homotop, wenn
Vs € [0,1] 3 Kurve 7 mit Parametrisierung ~,(t), vs(a) = «,vs(b) = § die stetig in
(t,s) € [a,b] x [0,1] ist.

1.6.16 Theorem.
Sei f holomorph in Q. Falls g und ~; homotop sind gilt

f(x)dz= [ f(z)d=.
Yo 71

Abbildung 11: Hlustration der Beweismethode.

Beweis. Betrachte Abbildung 11 zur Veranschaulichung. Da f holomorph, findet man
in Umgebungen um feste Punkte Stammfunktionen F;, fir die gilt Vi : F/ = f und
F; = Fi41 + ¢, da sich die Stammfunktionen jeweils nur um eine Konstante unterschei-
den koénnen. Wahlt man eine Kurve s, die nah zur Kurve 7y verlduft, so kann man
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Stammfunktionen definieren, die beide Kurven einschlieen. Man schreibt

IRETREDIVAET )

[(Fi(zi+1) — Fi(2i)) — (Fi(wit1) — Fi(w;))]

I

@
I
o

I

[(Fi(zit1) — Fi(wiy1)) — (Fi(zi) — Fi(w;))]

=0
n+1 n
= [Fo1(zi) — Fima(wi)] = > [Fi(zi) — Fi(wy)]
i=1 1=0
2 (Fu(zat1) — Fa(wns1) — (Fo(z0) — Fo(wp))
2.

Bei @ wurde verwendet, dass
Fi1(%) = Fi_1(w;) = Fi(2) — Fy(w;),

da F;_1(z) = Fi(2) + ¢, wenn z aus dem Schnitt der beiden Kreise in denen F;_; und F;
definiert sind. Damit heben sich alle Terme bis auf den ersten und den letzten auf. Bei
@ geht ein, dass nach Konstruktion zg = wg und 2,1 = wp41. Damit gilt

man wiederholt diese Prozedur, bis [ f= [ f. O
1.6.17 Korollar.

Jede holomorphe Funktion in einem einfach zusammenhdngenden Gebiet €2 hat eine
Stammfunktion, €2 ist einfach zusammenhéngend, wenn je zwei Kurven homotop sind.

Beweis. I'(z) = [, f(w)dw liefert eine Stammfunktion, dies ist wichtig fiir die Definition
des Logarithmus. O

1.7 Komplexer Logarithmus

Der komplexe Logarithmus sollte folgende Eigenschaften erfiillen:
(a) log(z) sollte die Umkehrfunktion von e* sein, el°&(*) = »
(b) die Ableitung des Logarithmus ist (log(z))’ = 1
(¢) Fiir z = 7€' soll gelten log(z) = log(r) + 6.

Also muss man den Definitionsbereich einschranken. Eine bestimme Wahl dieses Defini-
tionsbereiches nennt man Zweig des Logarithmus.
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1.7.1 Theorem.

Sei ) einfach zusammenhédngend mit 1 € Q und 0 ¢ €. Dann gibt es einen Zweig des
Logarithmus F(z) = logg(z) sodass

(a) F holomorph in 2
(b) ef?) = z mit z €
(¢) F(r)=log(r) mit r > 0.

Beweis. Da 0 & § ist % holomorph in 2 und man kann eine Stammfunktion definieren
durch

F(z) = A L dw. y.

Starte der Weg v, bei 1. Damit beweist man die Forderungen
(a) = F(z) holomorph

(b) zeige, dass e F(*)z = 1. Es ist
a4 (e_F(Z)z) =e FEI-Fl(2)2)=0
dz ’

da F'(z) = 1. Also kann e™* (*) 2 nur konstant sein. Beispielhaft setzen wir z = 1
um die Konstante zu bestimmen, es ist

1
F(l):/ “dw=0=e W1 =0 =1,
mn W

(¢) Fiir r > 0 gilt

m1
F(r)=[| —dx=log(r).
1
O
1.7.2 Beispiel.
Definiere © := C\{R_}. Dann ergibt sich fiir den Logarithmus
logg(2) L4 /rd+91'wd log(r) + i
oga(z) = [ —-dz= [ —dx ——ire =log(r) +1
go - o N p =log

mit 6 € (—m,m).
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1.7.3 Theorem.
Sei f holomorph in Dpr(zp) sodass f(z) = > ;2 an(z — 20)", dann gilt fir a,

27r1rn 027r f(ZO + T,e’ie)e*inedﬂ fir n >0 ‘
n =91 ror

s= Jo | J (20 + re?)e dh =0 fiirn <0

wobel r < R.

Beweis. Verwende Theorem 1.4.10 und setze eine Parametrisierung £(0) = 2o + re' ein,
sei zuerst n > 0,

1 f(€)
o0 = gt o,
L2 fao +re)
- 277” 0 rntleif(n+1) ire”dd

1 g o
=5 f(z0 + rei?)e=m040.
o

Analog erhalt man fir n <0

1
an = 5 [, FEE— ) g
=0

da der Integrand holomorph ist wegen (—1—n) > 0. Mit Einsetzen einer Parametrisierung
folgt das selbe Integral wie fiir n > 0:

1 f(§)
0= 2mi /Cr (= Zo)”+1d§
127 f(z +re'?)

_ )

“amiJy preteoean e
1 2m . )

=5 flzo+ rew)e_medﬁ fiir n < 0.
mr 0

1.7.4 Korollar.

Sei f wie oben, dann ist der Funktionswert des Kreismittelpunkts definiert durch

2 .
f(z0) = 217r/0 f(z0 + re??)do.

Beweis. Aus der Entwicklung von f erhalt man f(z9) = ap. Mit Theorem 1.7.3 berechnet
man ag und erhalt das geforderte Ergebnis. O
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1.7.5 Korollar.
Sei f wie oben, u = Re(f), dann ist
1 2m 0
u(zp) = —/ u(zp + re”)do.
21 Jo

Bemerke: Dies gilt auch fiir Funktionen u : R? — R mit Au = 0 (also harmonische
Funktionen).

1.7.6 Theorem. Laurent-Reihe

Sei f holomorph im Kreisring R := {z € C | r1 < |z — 29| < ro} mit 0 < 71 < 7a.
o0

Dann kann man fir f schreiben f(z) = > 02 an(z — 20)", wobei die Reihe absolut

konvergiert innerhalb von R.

Abbildung 12: Integration entlang des Weges I'.

Beweis. Verwende Cauchy’s Integralsatz um zu schreiben (vgl. Abbildung 12)
FE) 4 f(€
i \ Jo,

E_Z Clg_z

Sei nun |£| = r9 und weiterhin | . i %‘ < 1. Verwende die geometrische

277@ f—z

Reihe um zu schreiben
r 1 1 1 _OO (z — z0)"
R I = M Py
Analog erhélt man mit |{| = r; und |z| > r;
1 1 1 1 1 & -\
E—z = Z(Z—Zo)

§— 20— (2~ 20) Z = 20

Z—20 n=0
:_iﬂz_iﬁi ~ Z L’”
= O(Z—Zo)”Jrl = (z—2)" . (2= 20)

(z — zo)"
:_n;m — zo)"
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Also folgt insgesamt

-1

f(z)—271m< f(f)Z(é_ 1£+/f ) Y ZSQH é)

= Z an(z — 20)"

n=—oo

ity = L e g 20
Je E=20)"FT d¢ n<0.

Mit den Eigenschaften der geometrischen Reihe konvergiert die Laurent-Reihe absolut
im Innern von R. O

1.8 Konforme Abbildungen

1.8.1 Definition. konforme Abbildung

f heiit konforme Abbildung, wenn f holomorph und bijektiv ist. Konform bedeutet
winkelerhaltend. Zwei Gebiete U,V heiflen konform dquivalent genau dann, wenn es
zwei holomorphe Funktionen f : U — V und g : V — U gibt mit f(g(w)) = w und

9(f(2)) = z.
1.8.2 Satz.

Sei f : U — V holomorph und injektiv, dann ist f/(z) # 0 Vz € U. Die Inverse von f(U)
ist auch holomorph.

Beweis. Angenommen f’(2p) = 0. Dann kann man f in eine Potenzreihe entwickeln und
daran sofort ablesen, dass ap = f(z9) und a; = f’(20) = 0. D.h. man kann schreiben
f(z) = f(20) = X029 an(z — 20)™. Sei w € V beliebig. Setze

f(2) = (f(20) + w) = F(2) + G(2)

mit F(2) := az(z—20)? —w und G(2) := 3.0 s an(2—20)" = (2—20)3 352 as1i(z — 20)".
Waihle jetzt € so, dass

|as|e® = |az(z — 20)?| |sec. > max |G(z)|.
ZECE

2 N———

oxe
oced

Dann wihle w klein genug, so dass |as(z — 20)? — w| > max |G(2)|. Damit ist |F'(z)| >
€

|G(z)] auf C,. Nach Theorem 1.6.10 (Rouché) hat dann F(z) + G(z) = f(2) — f(20) —w
mindestens so viele Nullstellen wie F'(z) innerhalb von C,. Fiir w klein genug (w < |az|e?)
hat F(z) genau zwei Nullstellen und damit auch F'(z) + G(z). Dann kann aber f nicht
injektiv sein, weil f’(z) # 0 fiir z aus einer gentigend kleinen Umgebung von zg. Dies ist
aber ein Widerspruch zur Annahme und da zg beliebig war ist f/(z) # 0 in ganz U. [
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1.8.3 Beispiel.

Dieses Beispiel soll den obigen Satz plausibel machen. Sei g die Inverse von f. Definiere
g(w) = z, g(wp) = zp und schreibe

g(w) —g(wo) _ 1 __ L e
w = wo gy DL ()

mit f/(z) # 0. Also ist f’(z) # 0 wenn die Umkehrabbildung existiert.
1.8.4 Bemerkung. zur Winkeltreue

Betrachte zwei Kurven im Komplexen, v(t),n(t) € C, die sich fiir ¢ = 0 schneiden,
7(0) = n(0). Die Tangenten sind 4/(0) und 7'(0). Unter welchem Winkel schneiden sie
sich? Allgemein ist fiir zwei komplexe Zahlen w = e’ und z = pe'” der Winkel enthalten
in , ‘

WZ re'? pe10

x(w, z) = = =e

i(p—0)
wll2| — rp

Das Argument der Funktion liefert dann den Winkel, arg x(w, z) = ¢ — 6. Fiir die beiden
Tangenten ergibt sich

oy oy O (0)
x(7'(0),7'(0)) = O (0] = o

Unter Anwendung von f soll der Winkel nun der selbe sein. Nach der Kettenregel ist

(f(v(@)) = f'(~v(t))y'(t) und man erhéalt

X((F(3(0)))', (f(n(0)))) =

f'(7(0))7'(0) f'(1(0))n' (0)
£/ (y (O (0)[1£/(n(0) [ (0)]
_ L ((0) Py (0)n'(

/(v (0) 2]y (0) [/

:O[’

)
0)]

da v(0) =n(0) und f’' # 0.
1.8.5 Theorem.

Sei D = {z € C | |2] < 1} die Einheitskreisscheibe ohne Rand und H = {z € C | Im(z) >
0} die obere Halbebene ohne Rand. Dann ist die Funktion F(z) = er—z eine konforme
Abbildung von H nach D.

Beweis. Sei z € H. Dann ist |F(z)| = ‘Z| = L)‘ < 1. Wohin wird der Rand abgebildet?
Der Rand von H ist die reelle Achse, sei dazu x € R. Es ist

1 —x xr—1 w
F(z) = - =— - =——mitw=az+1
1+ x4+t w
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Es ist offensichtlich |F(z)] = 1 und F(z = 0) = 1, F(x = +00) = —1. Die Umkehrab-
bildung zu F' ist G : D — H, G(w) = z;—g Der Rand der Einheitskreisscheibe ist der
Einheitskreis, w = e?. Dieser wird abgebildet auf

1 —elv e/ emie/2 _ giv/2 sin(¢/2)

= = = tan(p/2).

oy =
G(e') T reiw g2 (—i)(e~1/2 4 iv/2)  cos(p/2)

Nun bleibt noch zu zeigen, dass F'(G(w)) = w und G(F(z)) = z. Dies wird dem geneigten
Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen. O

1.8.6 Beispiel. konforme Abbildungen

In der folgenden Tabelle sind einige konforme Abbildungen samt ihrer geometrischen
Interpretation aufgefiihrt.

Funktion Geometrische Interpretation

N
L/
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Funktion Geometrische Interpretation

""" i
/j\‘
j(z) =logz 5
in/2 Y
! iy
I f y
_ 1 H H
,IC(Z) =€’ 1 0 E .:
i ' ;
1 1) 'l
-in/2 /
"""""""""""""" /l\‘
I(z) =e” =2 0 72
A
m(z) = _7ts
2 0 1 i 0 1

Mithilfe dieser ldasst sich der Sinus darstellen als sinz = —

(6 — e7i%) = mopol(z)
wobei p(z) = iz:

SIS
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1.8.7 Lemma. Schwarz
Fiir Funktionen f: D — D mit f(0) = 0, die holomorph sind gilt
(a) [f(2)] < 2]

(b) Wenn es ein zg € D gibt mit |f(z0)| = |20|, dann ist f eine Rotation, f(z) = ze®
mit 6 € [0, 27].

(¢) |f(0)] < 1. Wenn |f/(0)] =1 ist f Rotation.

Beweis. Zu (a): Da f holomorph auf D kann man in eine Potenzreihe entwickeln (f(z) =
ap+aiz+azz?+...) und erhilt mit f(0) = 0, dass ag = 0. Definiere dann eine holomorphe

Funktion
[(2) z 75 0
9(2) =14 ;
f'(0) z2=0
Sei |z| = r < 1. Dann ist |g(z)| = |f$z)\ < 1, da |f(2)] < 1. Nach Theorem 1.6.13

(maximum modulus principle) gilt dies nun fiir alle z innerhalb des Kreises mit Radius
r, |9(2)] <1 V|z| <r < 1. Da |g(z)| das Maximum nur auf dem Rand von D annehmen

kann folgt |g(z)| = % <1Vz e D und damit
|f(2)] < |z| Vz € D.

Zu (b): Es ist |f(20)] = |20] und damit |g(z9)| = % = 1. Also nimmt |g(z)| das
0

Maximum in Innern von I an. Dann kann |g| nur konstant 1 auf D sein. = g(z) = €'
mit @ € [0,27] und damit folgt nach Definition von g(z), dass f(z) = ze®.

Zu (c): Es ist % < 1 und mit f(0) = 0 auch w < 1. Bildet man jetzt den
Limes z — 0 auf beiden Seiten, so erhélt man

o [F2) = £(0)

250 |z

=<1
Wenn nun nach Voraussetzung |f'(0)] = 1, so verwendet man das selbe Argument wie

ZUvor,
f(2)

= 19(0)].

! _ .
F(O)] =1 = lim |2

0

Da |g(z)| das Maximum im Innern von D annimmt, kann |g(z)| nur konstant auf I sein
und damit ist g(z) = € und f Rotation, f(z) = ze®. O

49



1.8.8 Definition. Automorphismus

Eine konforme Abbildung f : Q — Q heit Automorphismus auf Q. Es bezeichne Aut({2)
die Menge aller Automorphismen auf 2. Diese bilden eine Gruppe, d.h.

feAut(2) Ag € Aut(Q2) = fog e Aut().

Weiterhin ist g~ o f~! die Inverse zu f o g.
1.8.9 Theorem.

Wenn f ein Automorphismus auf I ist, dann existiert ein 6 € [0, 27] und « € D, sodass

goa—z
)=l — =
/() 1—-az
Beweis. Definiere ¢, (2) 1= = Es ist
o — 222
1—az
Yo 0 Yo = T —a—2 T %
1 - al—az

d.h. ¢, € Aut(D), da 1, holomorph und bijektiv. Weiterhin ist 1, (0) = o und 1, () =
0. Betrachte die Abbildung des Einheitskreises von 1,:
o — e o — e B g — ¢

¢a(eia) _ — — = —¢

C1—a@e? et (e — @)

0
_pW
- ¢ 0 )

s Cw

f: D — D ist Automorphismus auf D und deswegen gibt es ein a € D, sodass f(a) = 0.
Definiere nun g(z) := f o1),. Da g eine Verkettung von Automorphismen ist, ist g selbst
Automorphismus auf D. Es ist g(0) = fot(0) = f(a) = 0. Nach Lemma 1.8.7 (Schwarz)
ist |g(2)| < |2|. Fiir g7! gilt dann das selbe, denn g~1(0) = 0 und g~! € Aut(D). Also
kann man auch schreiben |¢~!(w)| < |w| mit w = g(z). Setzt man dieses ein erhiilt man
|z| <lg(z)|. Also muss gelten |g(z)| = |z|. Nach Punkt (b) vom Lemma von Schwarz ist
g dann eine Rotation, g(z) = f 0 1a(2) = €?2. Da 1), 0 1), = Id schreibt man

F(2) = fota 0 ta(z) = €1q(2)

und erhélt was zu zeigen war. O

1.8.10 Beispiel.

Man méchte eine konforme Abbildung von der oberen Halbebene in die obere Halbebene
finden, ¢ : H — H. Dazu transformiert man zuerst H auf D, hat dort eine konforme
Abbildung f : D — D und transformiert dann wieder zurtick. F(z) = 21—2 bildet die
reelle Achse auf den Einheitskreis ab. Es ist dann

az +b

— ! F(z) = R
SO Ofo (Z) CZ—i—d a‘7b7c7d€ )

wobei det (¢ 3) =1 gilt. Man kann allgemein schreiben

¢ =eum(z) mitM=<‘CL Z) det M =1, M e SLy(R).

Verkettet man zwei Funktionen ¢ps und ¢p, so gilt par o on = oar.n(2).

20



1.8.11 Theorem. Riemann’scher Abbildungssatz

Sei 2 C C offen, nicht leer, nicht ganz C und einfach zusammenhéngend. Sei zg € €,
dann existiert eine eindeutige konforme Abbildung F' : Q — Q, sodass F(zp) = 0 und
|F'(20)] > 0.

o flw)+2in

-7

Abbildung 13: Die Menge C\{L,} wird auf einen Streifen in der komplexen Ebene
abgebildet.

Beweis. Man mochte eine konforme Abbildung F : @ — U C D finden. Sei zunéchst
a ¢ Q, dann ist f(z) = log(z — ) holomorph in €. Sei weiterhin w € Q, dann liegt
f(w) + 2mi auf jeden Fall auerhalb des Bildes von 2, denn der Logarithmus bildet auf
einen Streifen der Dicke 27 ab (vgl. Abbildung 13). Das bedeutet insbesondere f(z) #
f(w) +27mi Vz € Q und damit

F(2) = (f(w) + 2mi) £ 0 ¥z € Q.

Definiere also eine Funktion

1
F&) =0 =Gy v 2m T©

die beschrankt in € ist. Mit geeigneten a,c ist |F(z)| <1Vz € Q. = F : Q — F(Q) C
D. g

1.8.12 Korollar.

Erfiille U, V die Bedingungen von oben. Dann sind U, V konform &quivalent.
1.8.13 Beispiel.

Die Funktion S bildet die obere Halbebene auf ein Rechteck ab,

G dg
S(z) = /0 VEFEDE+FD(E-D(E-KT)

k € R\{0, +1}.
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Um die Behauptung zu zeigen, geniigt es zu zeigen, dass die reelle Achse auf den Rand
des Rechtecks abgebildet wird. Sei zundchst g > 0. Dann gilt

<€ n 1)5 _ Blog(6+1) _ Blloglet k| +iara(e+1)) _ ‘5 L7 ipa(ert)
k k

Sei 0.B.d.A. 1+ > 1und F(§) := ((+ k1) (£ +1)(—1)(€— k™). Betrachte nun S(z) mit
z € R und &andere die Grenzen im Integral:

- z dé‘ 0 d§ G
S(z)—/wW—/mW—.S(z)—i—c,

dabei ist ¢ € C eine Konstante, die das Rechteck auf der komplexen Ebene verschiebt.
Fiir die Form geniigt es daher S(z) zu betrachten.

T
4

|
B

Abbildung 14: Die Funktion S bildet die reelle Achse auf den Rand eines Rechtecks ab.

1. Sei z < —%. Dann sind alle Terme unter der Wurzel negativ und man kann schrei-
ben

S(Z) = [m ’F({)‘UQ (ei§)4 - [W ‘F(g)ll/z.

Da die Wurzel aus den positiven Betragen reell ist, ist auch das Integral reell und
deswegen ist S(z) fiir = < —1 auf der positiven reellen Achse.

2. Sei —% < z < —1. Dann ist

. — = de L z d¢ g0 1y [F dg
Sz:S—k1+/ —:S—kl—k/ —:S—k1+z/ —.

B e R G ) A Y 1G]
Fiir —% < z < —1 bewegt man sich also in positiver imaginidrer Richtung vom

Punkt S(—k~"') aus.
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3. Sei —1 < z < 0. Dann ist

. :de S 5 e
S(z):S(—l)—f—/_l(5):5(_1)+/_1|117(§)|(6i7§>2:5<_1)_/—1 1AG

Fiir —1 < z < 0 bewegt man sich in negativer reeller Richtung vom Punkt S(—1)
aus.

Fiir z > 0 geht man analog vor und erhilt das selbe Ergebnis gespiegelt an der imaginédren
Achse (vgl. Abbildung 14). Die reelle Achse wird also auf den Rand eines Rechtecks
abgebildet.

1.8.14 Beispiel. Stromungsprofil

Bestimme das Stromungsprofil von z.B. Wind, der iiber eine Kante der Hohe a streicht.
Finde dazu eine konforme Abbildung, in deren Bild das Strémungsprofil einfach zu be-
rechnen ist (vgl. Abbildung 15). Mit dem reellen Potential p(z,y) ist das Geschwindig-
keitsfeld gegeben durch v = ¢, —ip,, v = (a,b) mit a = ¢, und b = —¢,. Der Fluss
ist ®(z) = ¢ + 1), seine Ableitung liefert das Geschwindigkeitsfeld: ®'(z) = a%(I) =
P + iz = Pz — iy = U(Z)'

N
b

Abbildung 15: Strémungsprofil {iber einer Kante der Hoéhe a, vereinfacht dargestellt
durch die Abbildung f.

Man moéchte nun einen Fluss der einfachen Form ®(w) = veow,w € C finden. Denn
dann ist das Geschwindigkeitsfeld iiberall konstant, v = ®'(w) = veo(1 — i0) = veo.
Verwende folgende Verkettung von Funktionen:
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Damit ergibt sich insgesamt f(z) = v/22 4+ a? = w und der Fluss in Abhédngigkeit von z
ist damit ®(2) = Voo = Voo V22 + a?. Das Vektorfeld ist dann v(z) = ®'(z) = voo\/z%w.

2 Fourier-Analysis
2.0 Einleitung
Die Wellengleichung ist gegeben durch
O*u = d2u.

Wir untersuchen nun zwei Losungansétze.
Den ersten Loésungsansatz erhalten wir durch ,Faktorisieren“ der Wellengleichung,
schreibe dazu

(815 — Gx)(ﬁt + Gx)u =0, (Ot + ax)(ﬁt — 8x)u =0.

Man liest daran ab, dass Losungen die Form u(x,t) = F(x+t)+G(x—t) haben, sich also
in einen rechts- und einen linkslaufenden Teil aufspalten lassen. Gib die Randbedingun-
gen vor: u(t,0) = 0 und u(t,7) = 0 V¢t > 0. Gibt man jetzt noch eine Anfangsauslenkung
sowie eine Anfangsgeschwindigkeit vor, so erhélt man folgendes Gleichungssystem:

f(z) =u(0,2) = F(x) + G(x)
g(z) = Ou(0,7) = F'(z) — G'(x).

Lost man dieses nach F/ und G’ auf, so erhilt man zunéichst
2F (z) = f'(x) + g(x) = F(z)= < +/ >+cl
26/(@) = 1'(@) - 9(a) = G(o) =3 (#(2) = [ glwide) + e
Addiere nun die beiden erhaltenen Gleichungen:

Flz)+G(z)=f(z)+c1+c2 =c1+c2=0.

Setze nun ¢ ein und erhalte eine Losung fiir u:
1 T+t

ult,) = Flo+ 1)+ Gla— ) = 3 (Fo+ )+ fla—0) +5 [

g(u)du.

Diese allgemeine Losung heifit d’Alembert-Losung. Setze nun die oben vorgegebenen
Randbedingungen ein:

u(t,0) = = (f(t) + / g(uydu £ 0

u(t,m) =
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Also miissen f und g ungerade Funktionen und 27-periodisch sein.
Als zweiten Losungsansatz haben wir einen Separationsansatz: u(z,t) = ¢(z)(t).
Setzt man dies in die Wellengleichung ein, so erhélt man

V' (t)p(x) = p(t)e" ()
W) )
O A

Da dies fiir alle Orte und alle Zeiten gelten muss, kénnen beide Seiten der Gleichung nur
konstant sein. Man erhélt damit

¢"(x) = Ap(x) und  ¢"(t) = Mp(2).

Lose die DGL mit einem Exponentialansatz, ¢(z) = AeV 4 Be=V2*_ Fiir eine os-
zillatorische Lésung muss A negativ sein, also A = —m? und ¢"(t) = —m?i(t) sowie
¢"(x) = —m2p(x). Dann ist

o(x) = Acos(mx) + Bsin(mx)
P(t) = A’ cos(mt) + B’ sin(mt).

Setzt man wieder die Anfangsbedingungen ein, ¢(0) = ¢(w) = 0, so erhilt man, dass
o(z) = Asin(mz) mit m ganzzahlig. Also ist

U, (t, ) = (A, cos(mt) + By, sin(mt)) sin(mz) m e Z

eine Losung der Wellengleichung. In Abbildung 16 sind beispielhaft einige Funktionen
U, gezeigt. Die allgemeine Losung ergibt sich dann als Superposition der Einzellésungen:

Z (A, cos(mt) + By, sin(mt)) sin(maz).

m=1

Die Koeffizienten A,, und B,, bestimmt man aus den Anfangsbedingungen:

flz) =u(0,2) = ZA sin(mx)

m=1

g(x) = %U(O x) Z mBy, sin(mzx).

m=1

2.1 Fourier-Reihen

Es stellt sich nun die Frage, ob es Koeffizienten A,, gibt, sodass fiir eine vorgege-
bene Funktion f(z) gilt f(x) = Y oo | Apsin(maz) oder auch generell, ob eine gege-
bene Funktion F'(x) als trigonometrisches Polynom dargestellt werden kann, F'(z) =

o ame™. Folgende Bemerkungen sind zuniichst angebracht:
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Abbildung 16: Funktionen wu,,(t,z) = cos(mt)sin(mz), die die Wellengleichung lésen.
Es wurden die Graphen fiir m = 1,...,4 gezeichnet, jeweils fir x € [0, 7]
und t =n% mit n =0,...,4.

e Wenn F' stetig, dann gilt es ,fast

e Definiere Sy(F)(z) = S0__y ame™®, dann gilt [T |Sn(F)(z) — F(z)]?dz —
0 fiir N — oo. Also konvergiert Sy(F)(z) gegen F(x) im L2-Sinne (Lebesgue-

Integral):
L[ {f’/ |dx<oo}

e Wenn F integrierbar, dann konvergiert Sy (F')(z) — F(z) fast iiberall.

2.1.1 Beispiel.
Es gelte nun F(z) = Y, ame’™*. Berechne folgendes Integral:

T . L 0
/ eime p—inz .. / 6z(mfn)xdl. — { m ?é n = 270mn.-

_— 2r m=n

Ersetzt man in diesem Integral nun e durch F, so erhilt man

/ F(x ﬂmda: = Z am/ i(m=—n)a gy — Zam27r5mn = 2ma,.

Also liefert a,, = 27r [™_ F(z)e”™*dz den n-ten Fourier-Koeffizient. Als konkretes Bei-
spiel einer Funktion auf [—7, ] wahlen wir die Sdgezahnfunktion, F'(#) = 6. Die Fourier-

Koeffizienten sind
( 1)n+1

fe ) = ~———
n = o / n

Die Reihenentwicklung ist
o0 ( l)nJrl ) n+1

Z ane™ = Z =2 Z sin(nd).

n=—oo n=—oo

n

Man bemerkt, dass die Reihe nicht absolut konvergiert, da die a,, mit % abfallen.
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2.1.2 Definition. Fourier-Koeffizient

Sei f(x) Riemann-integrierbar auf [a,b] mit b — a = L, dann ist der n-te Fourier-
Koeffizient definiert durch

~ b o -
an=fn)= 1 [ @ Fraa,

2.1.3 Bemerkung.

Fiir eine Funktion, die nur auf einem Intervall definiert ist, definiert die Fourier-Reihe
eine periodische Funktion. Die Funktion ,lebt“ dann auf dem Kreis, man kann also
schreiben f(x) = F(e"). Wie geht das? Wenn f darstellbar ist als Fourier-Reihe, f(z) =

o0

27\' n . . . ..
oo O, (elfx) , so kann man die Substitution 0 = %’rac vornehmen und erhélt

flx)y=f (L9> = i an (ew)n =F(?), 0¢el-m, ]

2 <
n=—oo

Siehe Abbildung 17 fiir ein Beispiel.

\\N\MM HHMI.,HHWII

Abbildung 17: Eine Funktion auf dem Kreis; eine Sinusfunktion wére in dieser Darstel-
lung lediglich eine Ellipse, welche gegen das Nullniveau geneigt ist.

2.1.4 Theorem.
Sei f integrierbar am Kreis mit f(n) = 0 Vn € Z. Dann gilt f(fy) = 0 < f stetig im
Punkt 6.

Beweis. Wihle 0.B.d.A. 6p = 0 und nimm an, dass f(0) > 0, f reell. Definiere P.(0) :=
€ + cos . Wahle nun d, ¢, > 0 entsprechend der folgenden Kriterien (Stetigkeit von f
im Punkt 6y = 0, vgl. Abbildung 18):
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Abbildung 18: Veranschaulichung des Beweises zu Theorem 2.1.4.

1. 4 so, dass f(0) > 3£(0) fiir |0] <&

2. €50, dass |P(0)| <1—§ fiir |0] >0

3. nso, dass |[P.(0)| > 14 § fiir [0] <7
Da nach Voraussetzung f(n) = 0 Vn, gilt I f(0)P(0)"d§ = 0. Betrachte zuerst den
Fall 0| > o:

<or swp |f(0)] <16) ==
oc|—m,m] 2

JRECLIORT
10]>6

Fiir |0] zwischen n und ¢ ist das Integral sicher positiv, da f stetig und f(6) > 0 in einer
Umgebung von 0:

/ F(6)P.(6)"d6 > 0.
n<[0]|<s

Fiir |6] kleiner als 7 gilt dann

/|9Sn F(6)P.(6)"d6 > f(20) /em (1 + ;)nde o e,

Damit folgt, dass

f(O)P.(6)"ds "= 0.
Dies ist allerdings ein Widerspruch zur Annahme, dass f(0) > 0 und somit kann nur
£(0) = 0 gelten. O
2.1.5 Korollar.

Wenn f stetig ist am Kreis und f(n) = 0 Vn € Z, dann ist f = 0.
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2.1.6 Korollar.

Ist f stetig am Kreis und konvergieren die Fourier-Koeflizienten absolut, ist also die Sum-
me > 0% _  |an| beschrinkt, a, = f(n), dann konvergieren die Partialsummen Sy (f)(6)
gleichméBig gegen f(#). Dies ist dquivalent zur Formulierung f(0) = 3.°° ___ a,e™ Vv €
[_777 7T] :

Beweis. Definiere g(6) := >.°°___ a,e™ mit a,, = f(n). Die Partialsummen der Fourier-
Reihe von f konvergieren gleichméfig gegen g, denn

N . s —(N+1)
|SN(f)(9) a g(e)‘ = Z anelna - Z an Z Clneme + Z an
n=—N n=—oo n=N-+1 o

< Z ]an|NiO>OO Vo € [—m,m].
[n|>N

— Z aneme

[n|>N

Oder anders formuliert:
Je>0: VYn> N eN:[S,(f)(0) —g0) <e VOE€[-m,m].

Da der gleichméfige Limes stetiger Funktionen wieder stetig ist, ist g stetig. Definiere nun
h(0) := f(6) —g(0). Die Funktion & ist stetig, da sie eine Verkettung stetiger Funktionen
ist. Die Fourierkoeffizienten von f und ¢ sind die selben, also gilt h(n) = f(n) — g(n) =
0 Vn € Z. Nach 2.1.4 folgt dann h(f) = 0 und damit f(0) = g(@). O
2.1.7 Korollar.

Sei f(0) € C2(|—m,7]) (zweimal stetig differenzierbar). Dann gilt | f(n)| < c# und damit
Sn(f)(0) = f(0) (denn die Fourier-Koeffizienten konvergieren dann absolut).

Bewets. Integriere zweimal partiell:

on f(n / f(0)e~"%dp

1
_ = 71110 - —inf
= SO [ e
=0
1 ! —inf " 1 T " —inf
=0

Also gilt fiir den Betrag der Fourier-Koeffizienten
N 1 ™ 1
< 1" —
F0) < 5o [ 1770100 = e

Nach Theorem 2.1.6 konvergieren die Partialsummen dann gegen die Funktion, da die
Fourier-Koeffizienten absolut konvergieren. Bemerke, dass dies z.B. bei der Sdgezahn-
funktion nicht der Fall ist, diese ist nicht zweimal stetig differenzierbar und die Fourier-
Koeffizienten fallen nur ab wie % O
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2.1.8 Bemerkung.

Bildet man die Fourier-Koeffizienten von der Ableitung einer Funktion, so erhilt man
durch partielle Integration

1 T —in J " —in| o £
) = %/_ﬂf(e)e 040 — %/_ﬂf(@)e 940 — inf(n).

2.1.9 Definition. Faltung
Seien f, g 2m-periodische Funktionen auf R. Die Faltung von f mit g ist definiert durch

(f*9)(x 27r/ fly
2.1.10 Satz.

Seien f,g und h 2w-periodische, integrierbare Funktionen auf R. Dann gilt

(@) (fxg)xh=fx(gxh)

(b) fxg(x)=gxf(z)

(c) fx(g+h)=[fxg+fxh
) [

(d) fx*g ist stetig

() fxg(n) = f(n)g(n)

Beweis. Fiir (b): Substituiere im Integral y = z — z und nutze die Periodizitét der
Funktionen:

frgle 2 / £y dy—;r/mi:g(z)f(a:—z)dz

= /_Wg(Z)f(x—ddz—g*f( ).

Beweis fiir (e):

| o [ syt - pememayas
T —in 1 T —in(r—
/ fy)e y%/ gl —y)e ™ dady
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2.2 Integralkerne

Die Partialsumme einer Fourier-Reihe ist darstellbar als Faltung mit einer neuen Funk-

tion:
; 1 [/ ) )
SvN@ = X ane = 3 L [T ey
’ nz<:N n|z<:N 2m /*”
— i " in(z—y) 3, i T _ ot
=5 [ﬂf(y) |n|z<:N€ Ydy = o Lﬂ fly)Dn(z —y)dy = f * Dy (x)

Dabei heifit Dy (z) := 3, <n '@ Dirichlet-Kern.

2.2.1 Definition. Familie guter Kerne

Es sei { K, (7)}52; eine Familie von Integralkernen auf dem Kreis. { K, ()} heifit Familie
guter Kerne, wenn

(a) Vn>1: & [T Ky(z)de =1
(b) IM >0: Vn>1:5- [T |Ky(2)|de < M
(c) V6 >0: 5 Js<lz|<r [ En(2)|dz — 0 fiir n — oo.

2.2.2 Beispiel.

Betrachte eine Funktion, die [g(z)dz = 1 und g(z) > 0 erfillt. Definiere K, (x) :=
ng(nz). Dann ist [ K, (x)dz = nfg(nx)@ = [g(x)dz = 1.

2.2.3 Theorem.

Sei {K,(z)} Familie guter Kerne, f integrierbare Funktion auf dem Kreis. Dann gilt
f* Ky(z) = f(x) fiir n — oo Va mit f(x) stetig. Wenn f stetig auf dem Kreis ist die
Konvergenz sogar gleichmafig.

Beweis. f stetig in x bedeutet Ve > 035 > 0: |f(z —y) — f(z)| < € V]y| < 6. Unter
Ausnutzung der Tatsache, dass [ Kp(z)dz =1 und f * g = g * f schreibt man

foKonla) = f@) = 5 [ Kalw)(Fle — ) — F))dy

= % .
_ 2i Kn(y)(f(x —y) — f(z))dy
T Jlyl<s
1
+ 5o /Klygr K (y)(f(x —y) — f(2))dy.

Nun lésst sich der Betrag dieses Ausdrucks abschétzen mithilfe der Stetigkeitsforderung

61



an f:

1

o Kale) — f@I < 5o [ K@ =) - Ty

1
fom [ K2 sw 17y
T Jo<|y|<m

z€[—m,m]

< Me+ F(n) mit F(n)"=30.

2.2.4 Definition. Fejér-Kerne

Der Fejér-Kern ist definiert durch
1N
N k=1

Als Cesaro-Mittel bezeichnet man

1
oN : NZ:: f* Fn(x).

2.2.5 Beispiel.

Betrachte die Folge a,, = (—1)" = (—1,1,—1,1,...), deren Partialsumme lautet Sy =
>on<n @n = (=1,0,—1,0,...). Bildet man das Cesaro-Mittel davon erhélt man oy =
(-1,0,—%,0,—1,0,...) = 0.

2.2.6 Lemma.
Die diskrete Darstellung des Fejér-Kerns ist gegeben durch

1 sin (N 5”’)
(@) = vz ey
N sin® (%)
und Fy ist eine Familie guter Kerne.

Beweis. Die diskrete Darstellung erhilt man durch Anwendung der Summenformel der
geometrischen Reihe und wird hier nicht niher ausgefithrt (Ubungen). Die drei Eigen-
schaften der guten Kerne zeigt man folgendermafen:

(a) Yn>1: 4 [T Fy(z)de = 5ig Sily 7, Di(2)dz = 1.

(b) Da die Fy stets positiv sind, ist |Fy(z)| = Fy(x) und damit die obere Grenze
durch 1 gegeben.
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(c) Wahle 6 > 0 beliebig aber fest.

sin? (M) 4
————=dx

1 1 2
_ Fy(z)dz = 7/ :
2 /(sslaclgr vindr= oy o<laj<n sin” (5)
1 1
< — 7(21.%
= N Jo<pol<n sin® (5)
1 N—oo
= —M —=0.
N

2.2.7 Bemerkung.

Die Konsequenz aus 2.2.6 ist, dass {oy} eine Familie guter Kerne ist, also oy (f)(z) —
f(x) gleichméBig, wenn f stetig auf dem Kreis ist.

2.2.8 Theorem.

Stetige Funktionen am Kreis kénnen gleichméfig approximiert werden durch trigonome-
trische Polynome.

Beweis. f ist stetig, daraus folgt direkt, dass on(f)(z) = (f * Fn)(z) — f(z) gleichmé-
Big. Dabei ist on (f)(%) = X< cn (e*)™ trigonometrisches Polynom, dessen Koeffizi-

A

enten ¢, nicht notwendigerweise gleich den Fourier-Koeffizienten a,, = f(n) der Funktion
sein miissen. O

2.3 Wiederholung: Hilbertraum und Skalarprodukt
2.3.1 Definition. Skalarprodukt

Ein Skalarprodukt (inneres Produkt) auf einem komplexen Vektorraum H (welcher dann
Pra-Hilbertraum heifit) ist eine Abbildung (-,-) : H x H — C fiir die V¢, 1, x € H und
a € C folgendes gilt:

(a) (¢, ¢) >0, (¢,¢) =0 < ¢ =0 (pos. Definitheit)
(b) (¢, x +¢) = (¢, x) + (&, ¥)

(e) ¢

(d) (¢,¢) = (¥, ¢) (Hermitezitit)

2.3.2 Bemerkung.

¢, ah) = a (¢, ) (Linearitat in 2. Komponente)

Aus der Definition des Skalarprodukts folgt, dass

(@ +x,0) = (¢, 9) + (. ¥) und (g, ) = (¢, ).

Wegen der Linearitdt in der zweiten Komponente und der Antilinearitdt in der ersten
Komponente nennt man solche Abbildungen Sesquilinearformen.
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2.3.3 Definition. Orthogonalitat

Zwei Vektoren ¢,¢ € H heiflen orthogonal, falls (¢,¢) = 0. Eine Folge (¢;)72; heifit
Orthonormalfolge (ONF), falls (¢}, ¢1) = d;1. Fiir jedes ¢ € H und beliebiges n € N gilt
beziiglich einer beliebigen Orthonormalfolge (¢;), dass

b= (50 dj b =D (95,9) b

j=1 j=1

=t =bi

Dabei ist 1, orthogonal zu v:-, denn (1, ¢;-) = 0
2.3.4 Satz. Pythagoras

Der Satz von Pythagoras lautet in der allgemeinen Form (verwende die Orthogonalitit
von 1, und ¥:-)

1912 = (Y + ¥, ¥n +95) = 1all® + v |* = ZI% )+ Nl )12

2.3.5 Korollar.

Sei (¢;) ONF. Dann gilt Vi),¢ € H und n € N, dass
[01* > 3251 | (s, ) |2 nd [ (@, 9) | < lI8ll[l¥]
(Bessel-Ungleichung) (Schwarz-Ungleichung)

Beweis. Die Bessel-Ungleichung folgt direkt aus dem Satz von Pythagoras. Die Schwarz-
Unglelchung erhédlt man aus dem Satz des Pythagoras als Spezialfall fiir n = 1: Sei
o1 = |I¢H und ¢ # 0, dann ist

W1 2 Kuin’@ = o @

und es folgt direkt die Schwarz-Ungleichung. O

CXOTN

2.3.6 Korollar.

Sei (-, -) ein Skalarprodukt auf einem komplexen Vektorraum . Dann definiert ||¢| :=
V/(1,1) eine Norm auf H und das Skalaprodukt ist stetig beziiglich dieser Norm.

Beweis. Die ersten beiden Eigenschaften der Norm (pos. Definitheit und Homogenitét)
sind sofort bewiesen und werden daher ausgelassen. Die Dreiecks-Ungleichung folgt aus
der Schwarz-Ungleichung und aus Re(z) < |z| Vz € C:

16+ 0| = (¢ + 1, ¢ + )
= [|81* + l]* + 2 Re (¢, )
< (llo]l + l[w])?-
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Fiir den Beweis der Stetigkeit definiere konvergente Folgen ¢, — ¢ und v, — % in ‘H. Da
in metrischen Rdumen Folgenstetigkeit identisch zur Stetigkeit ist, folgt die Stetigkeit
aus

i | (9, ) = (6 0) | < lim (| (6 = &) |+ | (6, n = ) ]
< Jim_ (Ién = olllnll + Il1gn — )

n—oo
O
2.3.7 Definition. Hilbertraum
Ein Hilbertraum ist ein vollstandiger, normierter Vektorraum, dessen Norm |- || = 1/(:, ")

durch das Skalarprodukt gegeben ist. Erinnerung: Vollstdndig heifit, dass jede Cauchy-
Folge gegen ein Element des Raumes konvergiert.

2.4 L’-Konvergenz von Fourier-Reihen

Fiir zwei Riemann-integrierbare Funktionen f und g ist das innere Produkt gegeben
durch

o) =5 [ Ttz

(R, (-,-)) bildet einen Pri-Hilbertraum mit Norm | f|* = % 02” |f(2)|?dz. (L2, (-,"))
bildet einen Hilbertraum.

2.4.1 Theorem.
Sei f Riemann-integrierbar am Kreis. Dann gilt

27
1Sn — fII? = ;ﬁ/o 1Sy (£)(2) — f(z)2dz =500.

Beweis. Fiir alle ganzen Zahlen n sei e,(f) = €. Somit ist die Famile {e,}ncz or-
thogonal, also (e, €m) = Opm. Sei nun f integrierbar auf dem Kreis und seien a,, die
Fourier-Koeffizienten von f; diese lassen sich iiber

1

2
—inf —
o o f(0)edl = a,

<f7 €n> =

darstellen. Insbesondere gilt

Sn(f) = Z an e,

In|<N

Dann folgt aus der Orthogonalitétseigenschaft der Familie {e,},cz und der Darstellung
der an, dass f — 37|, |<n @nen orthogonal zu allen e, mit |n| < N ist. Daher muss

f_ Z anen L Z bnen Vb, € C

In|<N In|<N

gelten. Daraus folgt nun zweierlei:
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Abbildung 19: Die Differenz von f und Sy(f) steht senkrecht auf allen Basisvektoren
€m, aus denen sich Sy (f) zusammensetzt.

1. Wendet man den allgemeinen Satz von Pythagoras (Satz 2.3.4) auf
f=f- Z Gnén + Z Gnén
In|l<N In|<N
an (wéhle also b, = ay,), so ergibt sich
2
+

2

E an€n

In|<N

HfH2 = l|f_ Z an€n

[n|<N

Wegen Orthogonalitat gilt aber auch

2

= Z |an|2

In|<N

E an€n

In|<N

und damit folgt schliellich

AP = 11f = Sn(HIP+ D lanl®

In|<N

2. Ferner folgt das Lemma 2.4.2, welches wir hier bereits als gegeben annehmen.

Nun zeigt man also ||Sy(f) — f|| = 0 fir N — oo unter Verwendung von Lemma 2.4.2
und Theorem 2.2.8 (Approximation stetiger Funktionen am Kreis). Falls f aber nur
integrierbar ist, so kann man f nicht durch trigonometrische Polynome approximieren;
vielmehr verwenden wir, dass wenn f auf dem Kreis integrierbar und durch B beschriankt
ist, eine Folge (fx);2; stetiger Funktionen auf dem Kreis existiert, sodass

sup |fk(x)| < B VkeN
z€[0,27]

und

m k—o
|7 1@ - su@las =0
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Waihle also nun eine stetige Funktion g auf dem Kreis, welche den Einschréankungen

sup |g(0)| < sup |f(0)] =B
0€[0,27] 0€[0,27]

und )
| 110 - g0 < &
geniligt. Dann erhalt man

1 2
11 =9l = 5= [ 170) = g(0)a0
1 2T

= 1£(0) — g(O)] [£(6) — 9(6)|df

27 Jo

22 [ 15 - soya0

< Ce?

<

fiir eine Konstante C'. Nun lésst sich g aber wegen Theorem 2.2.8 durch ein trigonome-
trisches Polynom p approximieren, sodass ||g — p|| < € fiir ein vorgegebenes € > 0. Dann
gilt aber auch mit einer Konstanten C’ die Abschéitzung ||f — p|| < C’e. Daraus folgt
dann mit Lemma 2.4.2, dass die Partialsummen der Fourier-Reihe von f im Sinne der
Behauptung gegen f konvergieren. O

2.4.2 Lemma. Bestmogliche Approximation

Sei f integrierbar am Kreis mit Fourier-Koeffizienten a,,, dann gilt ||f — Sy| < ||f —
Yin|<n Cnenl| Vep mit [n| < N. Es gilt Gleichheit genau dann, wenn ¢, = a,, V|n| < N.

Beweis. Verwende die Orthogonalitidt von Sy(f) — f und ey, mit |m| < N:
f- Z Cnen = f— SN+ Z bpe, mitb, :=a, —c,

[n|<N [n|<N
2

f_ Z Cn€n :<f_SN+ Z bTLe'I‘L7f_SN+ Z bnen>

In|<N In|<N In|<N
:<f_SN7f_SN>+< Z bnen, Z bn€n>

[n|<N [n|<N

2
= [If = SnII* +|| >_ buen
[n|<N

Da der hintere Term grofer oder gleich Null ist, folgt sofort die zu zeigende Ungleichung:

f_ Z Cn€n

In|<N

2
If = Sn|* <
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2.4.3 Theorem. Parseval’s ldentitat

Es sei f Riemann-integrierbar auf [0, 27], dann gilt

2w
o | @ = 3 ol

Beweis. Durch Einfiigen einer Null und durch Grenzwertbildung N — oo erhilt man:

1

2

[ 5@ P =171 = If - S () + Sx()IP
=Sy Sy

—0 _>Zn°°:_oo lan|?

Denn:

<; amem,zn:anen> = {amem, anen) = %%@(em,en) =Y |an|*.

m,n n
:5nm

O
2.4.4 Theorem. Riemann-Lebesgue-Lemma
Sei f integrierbar am Kreis. Dann gilt
. N 27 N 27 N
lan| = |f(n)] =30 < f(z) sin(nx)dz =30 A f(z) cos(nx)dr =3 0.
0 0
2.4.5 Lemma.
Seien F, G integrierbar am Kreis, F(x) ~ Y, ane, und G(x) ~ >, bpey,, dann gilt
1 2T - 0 o
o )y F(z)G(x)dz = n;oo anby,.
Beweis. Ubung. 0

2.4.6 Beispiel. Anwendung

Sei T' eine Kurve mit Lange I, A die eingeschlossene Flache. Wir méchten nun be-
stimmen, wann A maximal wird. Sei dazu v(t),t € [a,b], die Parametrisierung von
r, 1= ff |7/ (t)|dt. Die Bogenldngenparametrisierung lautet dann ~v(s),s € [0,!] mit
1Y (s)| = 1, s = v(s) = (x(s),y(s)), wobei |¥(s)|> = 2/(5)® +3/(s)? = 1. Mittels Green’s
Theorem erhélt man fiir die eingeschlossene Fléche

A://Ald(x,y)Z;/Fwdy—ydx:;/F<_xy>-dm.
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Das bedeutet also man kann schreiben A = 1 fol(m(s)y’(s)—y(s)x’(s))ds. Die Behauptung
ist nun, dass

l2
AL o Gleichheit, wenn I' ein Kreis ist.
7r
Um die Behauptung zu zeigen, wihle 0.B.d.A. | = 27 und stelle die Komponenten der
Parametrisierung als Fourier-Reihen dar: z(s) = >0 ane™, y(s) = >0 bpe™

Dies ist moglich, da z(0) = z(27) und y(0) = y(27) und dle Kurve als zweimal stetlg
differenzierbar angenommen wird. Jetzt bleibt also zu zeigen, dass A < 7. Die Ableitun-
gen der Komponenten der Parametrisierung lauten z'(s) = >.0° _ina,e™* y/'(s) =
S o inb,e™. Zeige fiir spiteren Gebrauch folgende Gleichung mittels Parseval’s
Identitéat (2.4.3)

2T >
L= o [T@ P (925 = 3 nd(aaf? + b,

n=—oo

Da x(s) und y(s) reell sind, kann man Lemma 2.4.5 anwenden und erhélt fir die Fliche

2m
= ;/O (z(s)y'(s) — y(s)a’ dS—WZ 1(@rbn — anbn).

Da |z| = |z| kann man mittels Dreiecksungleichung und binomischer Formel weiter
abschatzen:
[e.e] o o0 oo
Z in(@nbn — anby)| < Z [n|2|an|[bn| < Z [n[(|an]? + [ba]).
n=-—o0o n=-—o00 n=-—00

Setze dies nun in den Ausdruck fiir die Fléche ein, ersetze mittels des ersten hergeleiteten
Ausdrucks und erhalte

[e.e]

A<a Y Inl(anl® + [0al*) <7 Y2 03 (lanf® + [ba]?) =

n=—oo n=—oo

Fiir Gleichheit muss n = 1,0, —1 sein und deswegen auch z(s) = ag+aie®*+a_1e7%, y(s) =
bo + bie® +b_1e7%. Da z und y beide reell sind, fordert man a1 = a1, b_1 = by sowie
ag, by € R. Bestimme nun a7 und by, setze dazu ein und fiithre die Summen aus:

1=2(la1’ +[b1*) A Alaa]|br] =1

Also gilt |a1| = |b1| = 1, d.h. a1 = L™, by = Je'P. Setzt man dies in  und y ein ergibt

sich

N[ =

x(s) = ap +cos(a+s), y(s) =apLsin(a+s).

Bei Gleichheit ist die Kurve also tatsachlich ein Kreis.
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2.5 Fourier-Transformation

2.5.1 Definition. kontinuierliche Fourier-Transformierte

Essei f : R — R beschrankt, |f(x)] < cﬁ. Die kontinuierliche Fourier-Transformierte
ist definiert durch

f(k) = /_O:O f(.’l})e_mﬂ'kwdgj = lim /_]]\; f(x)e_i27rkmd1,‘,

N—oo

Diese ist auch beschrinkt, denn |f(k)| < 20 1f(2)]de < oo,

2.5.2 Definition. Schwartz-Raum

Wir definieren den Schwartz-Raum als

S(R) :z{f:R—)R

sup |z|'|f ¥ (2)| < 00 VI keN } :
z€eR

S bezeichnet also die Menge aller Funktionen, fiir die alle Ableitungen existieren und
die schneller abfallen als jedes Polynom. Z.B. ist e e S , aber e 17l ¢ S

2.5.3 Satz.
Sei f € S. Dann gilt

(b) f(a)e~2mah(k) = f(k + h)
(c) Fox)(k) =47 (%)

Beweis. Fiir (c): Substituiere y = dz und erhalte

—

FGaith) = [ o) as = 5 [ ppenivay = 57 (7).

Fiir (d): Integriere partiell und nutze aus, dass die Randterme verschwinden, da f hin-
reichend schnell abféllt:

F@)(k) = /_ O; Fl@)e 24y — 2k /_ O; F@)e 2™y — ok f(k).

2.5.4 Theorem.
Sei f(z) = e ™, dann ist f(z) = f().
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Beweis. Definiere eine holomorphe Funktion f(z) = e~ Lege nun einen Rechteck-

Weg ' durch die komplexe Ebene (vgl. Abbildung 20). Da f holomorph innerhalb des
Rechtecks ist, folgt

R

R )
0= f(z)dz = / R / e @R qg 4 [ 4 L.
I'r —-R

-R

Dabei verschwinden die Integrale I; und Iy im Grenziibergang R — oc:

-R+tik < ik R+ik
Iy
-R 0 > R

Abbildung 20: Ein Rechteck in der komplexen Ebene.

k )
I < / e~ (RH0? | g < o TR B,
0

Analog |I5| — 0. Da % e ™ dz = 1 folgt

oo —mx? —i2wkx mwk?
0= —/ e e e dx
—o0
677rk:2 — /OO efrrzgefz?rrkxdx.
—0o
Also ist f(z) = f(x). O

2.5.5 Definition. Familie guter Kerne (auf R)

Es sei { K5(z)} eine Familie von Integralkernen auf R. { K5(z)} heifit Familie guter Kerne,
wenn

(a) V6 >0: [% Ks(x)de =1

(b) M >0: V6 >0: [%_|Ks(x)|de < M

(c) Vp>0: 5, [Ks(z)|dz — 0 fir § — 0.
2.5.6 Theorem.

22
Definiere Ks(x) := 51%6_”7, {K5(z)} ist Familie guter Kerne.
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Beweis. Die ersten beiden Eigenschaften sind leicht zu zeigen, fiir die dritte wéihle n > 0
beliebig, aber fest. Substituiere y = 51%

1 o2
51/2/|> e”édx:/ eﬂrygdy(ﬂ;O.
z|>n y

25
U
2.5.7 Definition. Faltung (auf R)
Seien f,g € S(R). Die Faltung ist dann definiert als
frg) = [ fwlge - ydy.
2.5.8 Satz.
Seien f,g € S(R). Dann gilt
(a) frg=gxf
(b) fxg€S(R)
(c) Fxg(k) = F(k)a(k)
Beweis. Fiir (¢): Durch die Substitution z = x — y erhélt man
Frow = [~ [ f@ge— et dyda
_ / / e—iQﬂykf(y)g(x _ y)e—iZTr(:c—y)kdydx
— / f(y 6—227ryk:/ g(z)e—i%rzkdzdy
= f(k)g(k)
O

2.5.9 Korollar.
Sei f € S(R). Dann konvergiert f * Ks(z) — f(x) gleichméBig fir § — 0.
Beweis. Da f € S(R) gilt fiir ein € > 0, IR : |f(x)| < € fir |z] > R. f ist auf dem

Intervall [—R, R] gleichméfig stetig, wenn 3In > 0:|f(z —y) — f(x)| < e fir |y| <n. Da
K eine Familie guter Kerne ist, kann man schreiben
oo

feKsla) — f@) = [ K@ —y) ~ )y,

—00
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Schétze nun den Betrag ab:

\f*Ka(w)—f(w)IS/ |Ks(y)(f(z —y) — f(z))|dy + ” [Ks(y)(f(z —y) — f(z))|dy

ly|<n y|>n

<o IKstdye [ sl
ly|=n

=1 —0 fiir 6—0

2.5.10 Satz.
Seien f,g € S(R), dann gilt

/ fla dx—/o:o Fw)gly)dy.

Beweis. Definiere F(x,y) = f(z)g(y)e” ™. Wenn nun F iiber x und y integriert wird,
kann nach Fubini die Integrationsreihenfolge vertauscht werden:

/]R2 F(z,y)d(z,y) = /jo </OO F(m,y)dy) dz = /O:o </O:o F(x,y)dx) dy.

=/ f@iz =7 F®9g(y)dy

2.5.11 Theorem.
Sei f € S(R), dann ist die Umkehrung der Fourier-Transformation gegeben durch

— / f(k)eﬂﬁxkdk

Beweis. Definiere Gg(z) := e ™, die Fourier-Transformierte von Gy ist Gg(k) =

2 A
%67”%, denn definiert man f(z) = ¢ ™" und verwendet, dass f(z) = f(z) und

—

F(@2)(k) = § 7 (%) erhalt man
A = 1 ./ k 1 K2
Gs(k) = f(Vox)(k) = — <):_’T—Kl<:
s(k) = fF(Vox)(k) \G) "5 5 (k).
Zeige zuerst, dass f(0) = [0, f(k)dk gilt. Verwende Satz 2.5.10 und schreibe

/ F(2)Cs(x dx—/ Fk)Gs(k dk‘“O/ Pl

Es gilt aber ebenso

| t@ts@aa= [ f@)Ks(aida = £« K5(0) =3 1 (0)
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nach Korollar 2.5.9. Also gilt insgesamt f(0) = 7o f(k)dk. Definiere nun eine Funktion

F(y) := f(x 4+ y) und schreibe
= / F(k)dk = / f(k)e?mkd.

Beim letzten Gleichheitszeichen wurde verwendet, dass
[e’e) i o .
= [ Fpetmiay = [ pa s yle iy
—0oQ —00

_ ez?wzk / f(:L’ + y)e—z%r(w—i-y)kdy — ez?ka / f(z)e—z%rzkdz
—00 —o0

_ f(k)ez?mck:‘

2.5.12 Bemerkung.

Eine andere Schreibweise fiir die Fourier-Transformation ist f (k) =F(f)(k) = [ f (z)e2mokdy,
Die Riicktransformation wird dann als F~1(g)(z) = F*(g)(z) = [ g(k)e?™kdk ge-
schrieben. Dabei gilt auf S(R) (auch auf L?(R)), dass F*F = Id und FF* = Id.

2.5.13 Theorem. Plancherel/Parseval
Sei f € S(R). Dann gilt

112 = 1112 & / 2)[2dz = / Z \F(R) 2

Beweis. Definiere f_(z) := f(—=x), wie weiter oben schon bewiesen gilt auflerdem ¢(0) =
S0, G(k)dk. Schreibe dann

/_OO de—/ f(x = fx*f_(0)
= f*f (k)dk F(k)F=(k)dk

— —00

-/ °; F)

denn es ist

= /OO f(—x)e_ﬂmkd:n = /OO meﬂ”kdx = /OO f(z)e2mokdy = f(k:)
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2.6 Anwendungsbeispiele von Fourier-Transformationen

2.6.1 Beispiel. Warmeleitungsgleichung auf R

Die Wérmeleitungsgleichung hat im Reellen in einer Dimension folgende Form:

0 0?
au(az t) = wu(m,t}.

Dabei bezeichnet u(x,t) die Temperatur am Ort x zur Zeit t. Die Anfangstemperatur
ist vorgegeben durch u(z,0) = f(z). Wendet man nun eine Fourier-Transformation auf
beide Seiten an, nimmt die Gleichung folgende Form an:

0

aa(k,t) = —4r?k20(k, t)

Fine Separation der Variablen fithrt auf

0 R
o7 log (k. 1) = 472 = a(k,t) = A(k)e 4R

wobei (k,0) = A(k) = f(k). Also lautet die Lésung im k-Raum a(k,t) = f(k)e 47 ¥t
Im z-Raum erhélt man u(z,t) = f * Hy(x) wobei

Hy(x) = /oo e R gi2mh g —
—0o0

der Warmeleitungskern (Heat Kernel) ist. Die Losung ist dann

= u(x,t) =

\/ﬂ/ = f* Hy(x).

Da H; eine Familie guter Kerne ist, gilt f * Hy(z) — f(z) fir t — oc.
2.6.2 Theorem. Poisson’sche Summenformel

Sei f € S(R). Dann gilt %0 f(z+n) = YX°° __ f(n)e ™ fiir den Spezialfall z = 0

erhalt man - -
Yo fmy =Y fn)

n=—oo n=—oo

Beweis. Definiere Fy(x) := Y22 f(z+n), Fo(z) := X% f(n)e*™™* Man bemerkt
zunéchst, dass Fo(x 4+ 1) = Fy(x), also F» periodisch mit Periode 1 ist. Weiterhin ist F
stetig, denn die Reihe konvergiert absolut, da die Fourier-Koeffizienten schnell genug ab-
fallen (f € S(R)). Die Fourier-Transformierte f(n) liefert also die Fourier-Koeffizienten

der Reihenentwicklung von F,. Fj ist ebenfalls periodisch mit Periode 1, denn

Fizx+1)= fo+n+1 Z flx+m) = Fi(x).

n=—0oo m=—00
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Da f € S(R) ist auch F; stetig. Nun bleibt also zu zeigen, dass F; und F; dieselben
Fourier-Koeffizienten haben, denn dann sind sie identisch auf [0, 1]. Substituiere dazu
y =z +n im Integral:

1 , 1 o '
Fl(m) :A F1($)6*12ﬂmxdx:A Z f(x_i_n)e*z%rmxdx

n=—oo

& 1 o & n+1 o o
_ —14TTMNX _ —12Tmy rimmn
= Z /0 fx+n)e dex = Z /n f(y)e e dy

n=-—00 n=-—00 -1

N

= [ sy = fom).

2.6.3 Theorem.
Sei ¢ € S(R) mit [*°_[i(x)]*dz = 1. Dann gilt

/O:O 22 (x)2da /_O:o A k2| (k) 2dk > i.

Die Ungleichung gilt auch fir x — (x — z¢) und k — (k — ko).

Beweis. Aus der Normierungsbedingung erhilt man mittels partieller Integration

= /O; [ (@)*de = - /O; %lw(wnzdfc = /O:o (¥ (@)¢(z) + P(2)¥/ (2))da.

Bildet man den Betrag dieses Ausdrucks und wendet die Dreiecksungleichung sowie die
Cauchy-Schwarz-Ungleichung an, erhélt man

v<2 [~ plw@iveie <2 ([ ptwmea) ([ wera) "

—0o0

/
_ (f_‘”oo 47r2k2|1[1(k)\2dk) v

2.6.4 Theorem.

Betrachte ein Problem aus der mathematischen Physik: Ein Elektron befinde sich im
Coulomb-Potential eines Kerns, V(z) = —%. Seine Hamiltonfunktion ist H(p,q) =
%pz —V(q). Die Konstanten seien folgendermafien gewéhlt: i = e = 2m = 1. Wir mo6ch-
ten nun zeigen, dass das Elektron nicht in den Kern féllt, dass also seine Energie eine
untere Grenze besitzt, Fy = —%Z 2. Dabei betrachten wir das Elektron als Wellenfunkti-
on, deren Betrag als Wahrscheinlichkeitsdichte verstanden werden kann. Mathematisch

formuliert wollen wir zeigen, dass

inf { 4] = 1| (¢] - A+ VI9)} > 2.
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Beweis. Betrachte zuerst den Potentialterm:

wive) == [ Zi@pPar=- [ 2

] ol <R ||

v@Par- [ L)t

2>R | 7|
Da 1 normiert ist, lésst sich der Term mit |x| > R abschétzen
Z .. Z / .. Z
—(x)|*de < = z)|*dr = —=,
Lo l@Par < 5 [P = 3

denn |z| > R & é

Ungleichung, welche besagt, dass || fgll1 < || f|pllgllq mit % + % = 1. Schétze also ab und

< %. Fir den Term mit |z| < R verwenden wir die Holder-

setze g = 3,p = %:

Z .z o
/Ing!wI Vi)l d”@_/]R ¢ (2)["d

s ol loi<r

Z
|z

()13

3/2

(L)) )
=7 (47T /ImISR |x|13/2‘x|2dx> 2/3 (/RS W(m)lﬁdx> 1/3

- 20 (3) ([ ptoear)

_ (8;)2/3 ZR (/Rs \w(x)ﬁdx>l/3.

Verwende Lemma 2.6.5 um den gesamten Term abzuschétzen:

l@|<R

8 A

2/3
Wl -a+VI) 2 Vo3~ (F) ZRIVIE- 7

1o (8T\%3 s Z
> == i
2 16”¢H6 ( 3 ) ZR|vls I

1 8\ /3 y Z
- (16—(3) ZR) I3 - =

=0

.. 1 3 2/3 1 . © 1.
Wiéhle nun R = 15 (§> 7, denn R war ja beliebig, und erhalte

2/3
W= A+ V]g) > —16 (8;) 72,
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2.6.5 Lemma. Sobolev-Ungleichung
Sei 1 € CZ(R?) (der Index 0 bedeutet ,kompakter Triger*), dann gilt

(W] — AY) = (VY| V) = V|3 > c|[v[3-

Beweis. Zuerst stellt sich die Frage, fiir welche p die Ungleichung [|[V¢[|3 > [|¢]|2 gelten
kann. Definiere dazu 1) (x) := ¢ (Az). Bilde die Norm von Vy:

d(Az)

[ 9@ Pde =3 [ 1ve0a)PSSE =2t [ 9.
R3 R3 R3

Fiir die p-Norm von ), erhélt man

a(@)Pda (X IQG1 7) /:A‘?’%kug.
(. )= (L

Stelle nun die Ungleichung fiir ¢ auf:

_6
IVeAll3 = lally & ATHIVOIE = A7 [l 5.

Damit diese fiir beliebige A erfillt ist, missen die Exponenten iibereinstimmen, also
muss p = 6 gelten. Zuerst zeigen wir, dass [|¢[[3/2 < [|[VY[l1 = [gs [V (2 )|dx Verwende
den Hauptsatz der Integralrechnung, um zu schreiben ¢ (x,y, z) = f_oo Jar Y(z1,y, z)dr;
und schéitze den Betrag dieses Ausdrucks mithilfe der Dreiecksungleichung ab:

W’(f’f Y,z ‘ $1ay> dxl S/ |vw(l‘1,y,2)‘d.’1}‘1.

Statt « kann man nun auch y oder z wahlen und so insgesamt schreiben

w2 < (7 v v ain ) ([ 9 )

(/O:o V(. y, Zl)’d21> v )

Diesen Ausdruck integrieren wir nun iiber den gesamten Raum, zuerst iiber z. Dabei
kann der Ausdruck mit x; vor das Integral gezogen werden, da er konstant in x ist:

I U e Y A e
(/OO |Vi(z,y, zl)]dzl>1/2 dx

([ ot an) ([ st o)
</—O:o /_O:o Vi (z,y, Zl)|d21dﬂz) i .
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Dabei wurde die Cauchy-Schwarz-Ungleichung verwendet, welche besagt, dass

[ T@as < ([ 1s@par) " ([ gwpear)

Gehe analog fiir ¥ vor und erhalte

/ / (z,y, 2) > 2dzdy < </ Vib( y»zl)|d$dydz1>1/2 </ /
(/OO /m|v¢($ayl,z)dxdyl>1/2.

Integriert man nun noch tiber z ergibt sich

/R3 [(x,y, 2) [ PdP < (/RS |V¢(£ﬂ,y,z)\d3x)3/2

(/11@ [Y(z,y, z)!3/2d3x)2/3 B /RB Vo(z,y, 2)|d

[¥ll3/2 < (V1.

Mit ¢ = |u(z)[* schreibt man

</Rg W(x)!?’/2dx>2/3 < /}R3 Ve () |da
( s |U(a:)|6dx>2/3 . /R3 Vlu() |z

=4AgmmPWMMMx

1/2
V(z1,y, Z)dl“ldy)

§4<R3\u( 6da:> (/ IV |u(z ||2d:1:> "

Also gilt insgesamt

(/]R3 |U(x)|6dx> 1/6 <4 (/Rd ]Vu(x)\ng;) 1/2

lull§ < 16]|Vull3.

Also ist die Konstante aus der obigen Abschitzung ¢ = 16.
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