3 Fouriertransformation auf 8

Motivation:

Die Schrodingergleichung ohne Potential lautet

.0 1

wobei ¢: R, x R — C die sogenannte Wellenfunktion und A, = ijl 66—;? =
V2 der Laplaceoperator ist.

Aufgrund der Linearitét der Gleichung kann sind wir bei der Warmeleitungs-
gleichung Linearkombinationen von Losungen wieder Losungen. Wieder kann
man durch Ternnung der Variable oder durch blofes Hinschauen die ebenen
Wellen als Lésungen erkennen:

. L2
or(t, ) = okt
16st die Schrodingergleichung und zumindest formal ist auch
o~ o~ . L2
Y(t, @) = / dk (k) on(t, x) = / dk (k) ke Tt

R4 R4

eine Losung der Schrodingergleichung. Es ist

(0, z) = / dk (k) ke .
Rd
Es stellen sich die gleichen Fragen wie bei der formalen Fourierreihe. Welche

Anfangsdaten kann man in dieser Form schreiben und in welchen Sinne 16st
die so gewonnene Funktion tatsdchlich die Schrédingergleichung?

3.1 Definition (Fouriertransformation):
Sei f € LY(R?), dann heifit die Funktion

Iy 1 —ikx
k) = @D) = G [ o pa)e™
R4
die Fouriertransformierte von f und

f0) = )0 =

—_— z f(x)el*
g [ e s @

Rd

die Fourierriicktransformierte.
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3.2 Lemma (Integrale mit Parameter):
Sei I' C R ein offenes Intervall und f: R4 x ' = C so, dass f(x,7) € L*(RY)
fir jedes feste v € T'. Setze I(vy fRd x,7y)dz.

(1) Falls die Abbildung ~v — f(a:, 7) fiir fast alle x € RY stetig ist und es eine
Funktion g € L'(R?) gibt mit sup.cp | f(z,7)| < g(x) fir fast alle x € RY,
dann ist auch I(v) stetig.

(ii) Falls die Abbildung v — f(x,7) fir alle v € RY stetig differenzierbar ist
und es eime Funktion g € L'(R?) gibt mit sup,cp |0 f(x, )| < g(x) fir
fast alle x € R, dann ist auch I(7y) stetig differenzierbar und es gilt

7 dv/fxﬁydx_/ f@

3.3 Satz (Lemma von Riemann-Lebesgue):
Sei f € Ll(Rd) dann ist f € Coo(R?) und f € Cso(RY).

Hier ist Cy {f € C(RY) | limy, o0 f(z) = 0 falls lim, o0 |7,| = oo}

Beweis: f € C(RY) folgt sofort aus Lemma 3.2. Den Abfall bei co beweisen
wir spater. ]

Wir untersuchen die Fouriertransformation zundchst auf moglichst schonen
Funktionen. Da wir nun {iber ein unbeschrianktes Gebiet integrieren, verlan-

gen wir von “schénen Funktionen” nicht nur Glattheit sondern auch schnellen
Abfall.

3.4 Definition:
Ein Multiindex o € N{ ist ein d-tupel o = (ay,...,aq) mit a; € Ny, und

d
laf = Zj:l Q.
Fiir x € R? bezeichne
olel

ai Qd -
0x{" ... xy

% =z xs? . xy? und 0 =

3.5 Definition:
Der C-Vektorraum der Schwartzschen Funktionen 8(R?) C C*°(R?) ist die
Menge derjenigen f € C*(R?), mit

1 £1l,5 = sup [2°0 f(z)] < oo
z€R4

fiir alle a, 8 € N¢.
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Bemerkung: Die Funktionen in 8 fallen also schneller als jedes inverse Polynom
ab und gleiches gilt fiir all ihre partiellen Ableitungen. Fiir f € 8 ist 2*0°f € 8
fiir alle a, 8 € N und §(R%) C L}(R?).

Wir definieren auf 8§ die folgende Metrik:

- 1f = 9llag
ds(f,g) =) 27" sup = :
;% jal+181=n \ 1+ If = 9llos
3.6 Satz:

ds: 8 x 8§ — Ry ist eine Metrik auf 8 und der metrische Raum (8,ds) ist
vollstandig.

Beweis: Positivitat, ds(f,g) > 0, und Symmetrie ds(f,g) = ds(g, f) sind of-
fensichtlich. Definitheit ebenfalls, denn ds(f,g) = 0 impliziert ||f — 9”0,0 =

If = 9ll = 0, also f = g.
Die Dreiecksungleichung ds(f,g) < ds(f,h) + ds(h,g) gilt, da || - |5 jeweils

die Dreiecksgleichung erfiillt und h(z) = ¢ fiir z > 0 monoton wachsend ist
und h(zx +y) < h(z) + h(y) erfiillt.

Zur Vollstandigkeit: Sei (f,,) eine Cauchyfolge in 8 beziiglich ds. Dann ist
(fm) auch Cauchyfolge beziiglich aller ||-[, 5. Also konvergiert x5 f,(x) —
Jo5(x) € Cp(R?) gleichméifig, da Cy(R?) vollstindig ist beziiglich der |-|| -
Norm.

Es bleibt zu zeigen, dass g := goo € C*°(R?) ist und dass 29%g = g, 5. Denn

m—0o0

dann ist g € § und dg(fn,9) — O.

Sei nun der Einfachheit halber (f,,) C 8(R). Wir zeigen g € C*(R) und 9,9 =
go,1. Hohere Ableitungen und hohere Dimensionen gehen analog.

Da f,, € 8, gilt

fmmzmm+/hwmw. (+)

Nun gilt f,, — g und f), — go1 gleichméfig und deshalb ergibt der Limes

m — 00 in (%)
x

(@) =90 + [ dygos(y).
0
Damit ist ¢ € C*(R) und ¢’ = go O
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Bemerkung: Réume mit einer auf diese Weise aus einer abzidhlberen Familie
von Halbnormen konstruierten Metrik nennt man Fréchet- Riume.

3.7 Lemma:
F und F' sind stetige lineare Abbildungen von $(R?) nach $(R?) und fiir
beliebige o, 3 € N& gilt

(k)2 o F7) (k) = (F 05 (~i)” F)(R)

also insbesondere, dass

~

f (k) = iVif (k) und V., f (k) = ik f (k)

Beweis: Wir betrachten &, =1 geht analog. Die Linearitit von F ist klar.
Fir f € 8 gilt

(R OPTHE) = 27T1)d 5 [ dr o )

a|-Tache part. Int. ]. s
|or-fache part. nt /dxelkxaa(—ix)ﬁf(x)

Damit gilt insbesondere

1573 = s [(1°075 )| < 15 [ o020 f(@)] <
keRd

1
(2m)d/2

also ]? € §8. Es bleibt die Stetigkeit zu zeigen. Da auf metrischen Raumen
Folgenstetigkeit die Stetigkeit einer Abbildung impliziert, geniigt es, die Fol-
genstetigkeit von F: & — 8§ nachzuweisen.

40



Dazu wahle n € N so grof, dass fRd WiIQ)" < oo ist. Dann gilt

A 1 . (1 +a2)"

1Flos < Gy | A2 1)l s
< 1w ((1+x2)”|8°‘x5f(a:)|)/dx;
~ (27T)d/2 Ip T y (1—}-1’2)”/
<

C
(27T)d/2 Z ||f||d,Ba
(a,B)el

wobei I C NdxN¢? eine endliche Menge ist. Sei f,, — fin 8, also ds(fm, f) — 0.
Dann gilt || f, — fll, s — 0 fiir alle o, 3 € N¢ und mit der gerade gezeigten

Ungleichung auch Hfm — f/\Ha’g — 0 fiir alle «, 8 € N¢, also dg(fm, f) — 0.
]

3.8 Satz:
F: 8 — 8 ist eine stetige Bijektion und die stetige Inverse ist durch F~! gege-
ben.

Beweis: Wir zeigen, dass T 1Ff = f fiir f € 8 gilt. Der Beweis fir FF 1 f = f
geht analog.

Da J:8 — 8, F1: 8 — § stetig sind, reicht es F'F = idg auf einer dichten
Teilmenge zu zeigen.

Bemerkung: Seien f,g: M — N stetige Abbildungen zwischen metrischen
Réumen. Sei D C M dicht. Falls f(z) = g(z) fir x € D dann folgt schon
f(z) = g(x) fiir z € M, denn sei x € M und (x,) C D mit z, — x, dann
ist f(x) = f(hmn—mo xn) = lim;, 0 f(xn> = limy, 00 g(xn) = g<limn—>oo C(]n) =
9(@).

3.9 Lemma:
Die glatten Funktionen mit kompaktem Triger, bezeichnet mit C5°(RY) liegen
dicht in §(RY).

Beweis: Fiir z € R? sei

Gla) = {e falls |z| <1

0 sonst
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Man iiberzeuge sich, dass G € C3°(R?). Sei nun G,,(z) = G(£) dann ist
G,f € CF fiir f € 8 und man rechnet direkt nach, dass fiir alle «, 3 € N? gilt
limyy o0 [|Gin f = fll, 3 = 0. Damit gilt ds(Gnf, f) — 0. ]

Also reicht es aus, F'Ff = f fiir alle f € C5° zu zeigen. Sei also f € C§°
gegeben, dann gibt es ein [ > 0 so dass suppf C W, := [—[,1]¢ und wir
kénnen f auch als glatte 2[-periodische Funktion auffassen. Gemaf Kapitel 1
konvergiert die Fourierreihe von f auf W; gleichmafig:

O 1 sz
f(.’ll') = Z Cn el ) Cp = (2[)‘1 / dx f(x) e T ,

’I’LEZd [_l7l]d

Substituieren wir k = nm/l ergibt sich alternativ

flay=">_ &*f

kefzd

mit

1 T f(z)e kT — L T flr)e kT — (270%
fo=gm [ des@et = o [ e (k)

(=t Re

Es gilt also .
_ (Ff) (k) e rmyd
fa) =3 (2m)ir2 <7> '
ke zd

Da R? die disjunkte Vereinigung von an den Punkten k € %Zd zentrierten
Wiirfeln der Seitenldnge 7/l ist, ist die rechte Seite nichts anderes als eine
Riemann-Summe fiir das Integral iiber die Funktion (Ff)(k) e /(27)%2. Da
geméfs Lemma 3.7 (Ff)(k) € 8 gilt, konvergieren die Riemann-Summen fiir
[ — oo gegen das Integral, also

f) = tm % @)
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3.10 Satz:
Fiir f, g € 8(R?) gilt

und insbesondere

T / de | (2)]? = / Ak 1F = (17 2o

Beweis:
[ Tt = g [ e [ ke swg
:/dk ((Qi)g/dxe““‘”g(x)) f(k)
= [ akgmsm. -

Fiir die zweite Gleichung stellen wir zunéchst fest, dass

(T (k) =

S O]
<2W>3R[d 7o)

— [ T = D)

Setzt man g(z) = (F~'f)(x) = (Ff)(z) in (%), erhilt man (*x).

3.11 Beispiel:
Sei
f(w) = 7/
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mit o > 0. Es gilt offensichtlich f € §(R) und man findet

1 2 2y _ipp (8) O 2
k _ d z%/(20°) ikz \&) / d y?—iyk20
(k) —\/%/ Te e NG ye
R R

b e K2y
NG

2.2
ekU/Q

)

dy e WHike/VD?

g

—

dz e =ge /2, (6)

B

|

N

Fiir (a) haben wir y*> = 2%/(20?) substituiert, fiir (b) den Exponenten im
Integranden quadratisch ergéinzt und in (c) wieder z = y + iko/v/2 substitu-
iert, allerdings ohne den Integrationsweg anzupassen, da e eine holomorphe
Funktion ist. Wir werden das genaue Argument gleich noch geben.

An diesem Beispiel sieht man schon eine wichtige Eigenschaft der Fouriertrans-
formation, die wir spater noch allgemeiner verstehen wollen. Die “Breite” der
Funktion f (genauer die Varianz der Verteilung |f(x)[?) ist 0® und die von f

gleich 1/02. Je schmiiler die Funktion f, desto breiter die Funktion f.

Einschub zu Gaufischen Integralen. Wir wollen nun noch den letzten
Schritt in der Rechnung (6) begriinden und betrachten dazu das allgemeine
Gaussche Integral der Form

/e—(w/‘-h@)2 da

R
fir a, 8 € C mit Re(a?) > 0. Im Detail lautet der letzte Schritt in (6) dann

R | aR+p | R
lim [ dze @ = im — / dze ™ ¥ fim — / dze™™ = ﬁ,

R—o0 R—oo (¢ R—oo (¢ o
—-R —aR+p —R

wobei nur die Anderung des Integrationsweges in () noch zu rechtfertigen
ist. Das wollen wir kurz skizzieren. Offensichtlich ist e** eine auf ganz C
holomorphe Funktion. Sei v := Re a # «, dann ist

YR aR+p —aR+8 R
/ dze ™ + / dze ™ + / dze ™ + / dze ™ = 0,
R YR aR+B —aR+8
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da es sich um ein geschlossenes Wegintegral handelt. Dabei nehmen wir jeweils
die Geradenstiicke welche die Endpunkte verbinden als Integrationswege. (Man
zeichne sich das auf!). O.B.d.A. nehmen wir an, dass § reell ist, da wir uns die
endliche Verschiebung des “unendlich langen” Integrationsweg immer in reeller
Richtung vorstellen kénnen. (Bild!)

Wir zeigen, dass

aR+p —aR+p8
. _ 2 . _ .2
lim dze ™™ = lim dze™® =0,
R—o0 R—o0
YR —YR
was
—aR+p YR
_2 _.2
/ dze ™ = / dze™ *
aR+p —YR

und somit () impliziert Mit z = z + iy und ¢ = tan arg « findet man

aR+pB aR+3 aR+p
_ 52 _2 2 .2
/ dze ™| < / dz ‘e = / dze ™ eY
YR YR YR
YR+ YR+

2y

_ _,YZR2 d y2 < _,YQR? / d y2
e / ye’ <e Y —5’YR n ﬁe
0 0

_~2R2

_ eV R <66272R2+25’YR,3+52 _ 1) szo 0
VR + 3

da 6% < 1 aus Re(a?) > 0 folgt. Wir sehen hier, dass fiir Re(a?) = 0 und

8 = 0 der letzte Ausdruck immer noch verschwindet, also in diesem Fall als
uneigentliches Integral

Y

R

lim [ dze (" = VT : (7)
R—o0 o

-R
gilt.
Um spéter verweisen zu konnen, fassen wir noch einmal zusammen. Fir o, 8 €

C mit Re(a?) > 0 gilt
/ da o7 — VT (8)

(0%
R
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Fiir a € C mit Re(a > 0) folgt mit der Rechnung (6), dass

flz) = e 0?2 ¢ $(RY) = f(k:) _ #e—lﬁ/(m) . (9)

Zuriick zur Schrédingergleichung: Falls ¢(t = 0) = v € 8§(R?), dann gilt,
dass ,
b(t, ) = (F e T FYy)(x) € S(RY)

tatsiichlich eine Lésung der freien Schrédingergleichung ist, da mit ¢ (k) €
§(R?) auch

(k) € S(RY)

und

Zusammengefasst, fiir 1)y € S(RY), 16st
2
W(t,x) = (F e T FYy) (2) € C(R, x RY)

die Schrédingergleichung 0,0 (¢, ©) = —3A,1)(t, )

0u(t, ) = () (e T 1Ty 1)
— 5Bt a) = 5(F e ) o)
Also ist ¥(t, x) eine klassische Losung der Schrodingergleichung,.
Es gilt noch mehr: Wir kénnen (¢, x) als 8-wertige Funktion
Y: R, = 8(RY)

und die Schrédingergleichung als gewohnliche Differentialgleichung fiir ¢ (t) €
S auffassen:

. d 1
() = 5 ()
wobei —3A: 8 = 8, f(z) — —1A,f(z).
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3.12 Satz:

Sei vy € 8(R?). Die eindeutige globale Losung 1(t,x) der freien Schridinger-
gleichung erfillt ¢ € C®(R,, 8(R?)) und lost iy (t) = —3A¢(t) als Gleichung
in & und ist fiirt # 0 durch

wit) = — [ aye" 5 uuly) 0

gegeben. Es ist [o, dz |[¢(t,z)]* = [pa dz|v(0, )%

.2
Beweis: (3’_1e"k7t3’w0)(x) ist die eindeutige Losung der Schrodingergleichung
2
mit ¥(0,2) = o(x), da e~ =ley(k) offensichtlich die eindeutige Losung der
gewohnlichen Differentialgleichung 0,0 (t, k) = k*(t, k) ist.
F,F ! und Multiplikationen mit einer Funktion f(k) mit |f(k)| = 1 sind Iso-
metrien beziiglich ||-|| ..

Um nun zu zeigen, dass (F-le 'T!Fg)(z) € C(R,, S(RY)) gilt, geniigt es
aufgrund der Stetigkeit zu zeigen, dass

151y € C%(R,, S(RY)

Zur Stetigkeit findet man fiir |||,

(it — e_igto)%(k)H — Tim sup (75 — e 0) g (k)|

0,0  t=t0 pcrd

lim
t—to

: k?
< lim sup [t — to||§¢o(k)| =0

t=t0 pcRd

und betrachte die iibrigen |-, 5 analog.

Um die Formel (%) zu beweisen, rechnet man einfach nach, dass sie die Schro-
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dingergleichung erfiillt. Eine formale Herleitung ist:
1 /eikseik;t /eikyw()(y) dy dk
(2m)

/wo (/ —ik- 1kz Y) dk) dy
i(z—y)? it (k—Z=Y)2
= W/%(?/)e 2 /e 2T AR dy

[
-~

(Fle 5 F o) (2) =

ol

Gauk-Integral: =((2m)( %))

1 ie=y)? y)
B (2mt)3/ Yoly) dy

]

Bemerkung: Man sieht an (x) sofort, dass die Losung der freien Schrodinger-
gleichung fiir hinreichend grofe Zeiten ,zerfliefen”. Denn geméfs

sup [¢(t,2)| < d/wo

z€R4 2

—WOHL2

nimmt das Maximum von |¢(¢, )| wie t°2 ab.

3.13 Definition:

Sei C2%)(R?) der Raum der glatten polynomial beschrénkten Funktionen, das
heiftt g € O falls g € C*(R?) und es fiir alle a € N¢ ein n(a) € N und
C, < oo gibt, so dass

pol

n(a)

[0g(2)] < Cafa)™™ = Ca(l+2%) 2

3.14 Lemma:
Sei f € 8(R?) und g € ngl(Rd) Dann ist gf € 8(R?) und die Abbildung
My: 8 = 8, f— gf ist stetig.

3.15 Definition:
Sei g € C(RY). Dann ist g(—iV): § — 8§ die durch

(9(=iV)f)(x) = (T g(k)T f)(x)

definierte stetige lineare Abbildung. Man nennt g(—iV) einen Pseudodifferen-
tialoperator.

48



Bemerkung: Es gilt g(k) = k* = g(—iV) = (—i)l*92. Fiir Polynome sind die
zugehorigen Pseudodifferentialoperatoren also wieder gewohnliche Differential-
operatoren.

Bemerkung: Wenn |g(k)| = 1, dann gilt fiir alle f € §

lg(=iV) fll 2 = (|7 9(R)TF | 12 = 1£1] 2

3.16 Beispiel (Translation):
Fiir a € R? sei T, (k) = €'“*. dann gilt fiir ¢ € §(R?)
1 N
/e_lk“e‘m@b(k‘) dk

To(—1V)Y)(x) = y
V) =

Man kann also den Operator der Funktionen um einen konstanten Vektor a
verschiebt als Pseudodifferentaloperator schreiben.

3.17 Beispiel (freier Propagator):
32
Sei Py(t, k) = ez, dann heift
Py(t, —iV) = 22

der freie Propagator, da wir gezeigt haben, dass ¢(t,x) = (Pf(t, —iV))(2)
die freie Schrédingergleichung 16st.

Man beachte die Gruppeneigenschaften von Py(t, —iV). Es gilt
Pi(ty, —1V)Py(t1, —1V) = P(t; + t2, —iV)

fiir alle t1,t5 € R, da

. k2 . k2 >
el%tzel%h — el%(tl-i-tQ)

3.18 Beispiel (Wirmeleitungsgleichung):
Wir kénnen nun direkt auch die Losung der Warmeleitungsgleichung

0 1
a (t,l‘) = éAacf@?x)

fir f(-,x) € §(RY) hinschreiben.

Fouriertransformation liefert

- 2

07 k) = (. h),
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das heifst ,
Flt, k) = e 51 (0, k).

Sei also W (t, k) = e_gt, dann 16st

ftw) = 83 f(0,2) = W(t, ~iV) £(0.2)
die Warmeleitungsgleichung fiir ¢ > 0.

Der Warmeleitungspropagator glattet Funktionen, da die hohen Frequenzen im
Fourierraum dampft (abschneidet). Der Schrodingerpropagator tut das nicht!

3.19 Definition:
Seien f, g € 8§(R?), dann heift

(f ) /fx—

die Faltung von f und g.

3.20 Satz:
Fiir f,g,h € 8(RY) gilt

(1) frxg=g*fund fx(gxh)=(fxg)xh
(i1) Die Abbildung g — f*g von 8 nach 8 ist stetig.
(111) Es gilt

[+g=(2m)%]g
und entsprechend E = (2m)~ %f Insbesondere st fir f,g € 8
: 1A I
9=V f=Fgf)=—=g*f
(2m)>

Beweis: (i) (fxg)(@) = [ f(z —y)g(y)dy = [ f(=)g(x — =) dz = (g% f)(x)
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(iii)

(Fra)k) = (zﬁl)dm/dg;e—ik.x /dyf(ﬂf—y)g(y)

In (a) haben wir Fubini verwendet (Man mache sich nochmal klar, wie
das Argument genau geht!) und in (b) # = z 4 y substituiert. Die zwei-
te Aussage in (iii) bekommt man, indem man zunéchst die zur ersten
analoge Aussage fiir T~ zeigt, nimlich dass F~'f x g = (2m)%2 fg gilt
(folgt genau wie oben!), in diese dann f und § fiir f und g einsetzt und
schlieflich F anwendet.

(i) Mit (iii) gilt fxg = (2m)¥2F~1f F g, die Faltung mit f entspricht also der
Hintereinanderausfithrung von Fouriertransformation, Multiplikation mit
f und Riicktransformation, also der Komposition stetiger Abbildungen,
welche dann auch stetig ist. Damit gilt auch (ii).

[]

3.21 Beispiel:
2
Fiir W (t, —iV)f(z) = (F e =t Ff)(z) liefert Satz 3.20, dass

W (t, =iV) f(z) = (Kn(t) * f)(z)
wobei K}, (t) der Warmeleitungskern (heat kernel®) heifst und durch

1 1 22

Ky(t,z) = @i <9”1 e’%k%) () = We’ 2

gegeben ist.
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