5 Fouriertransformation auf L2

5.1 Definition:
Ein beschrénkter linearer Operator T ist eine Abbildung von einem normierten
Raum (V4, [|-||;) in einen normierten Raum (V5, ||-||,) fiir die gilt

3C' < oo so dass ||Tv|l, < Clv|l, VveW.

5.2 Satz:
Sei T eine lineare Abbildung zwischen normierten Rdumen Vi, Vo. Dann sind
aquivalent

(1) T ist stetig bei Null
(11) T ist tberall stetig
(111) T ist beschrankt

Beweis: (i) = (ii). Sei v, — v € Vi, dann ist

hm |Tv, — Twl|, = hm T (v, — )|, =

also Tv,, — Tv in V5.

(14) = (4i1) Wenn T nicht bechrdnkt wére, dann gébe es eine Folge (vn)nen

mit [|v,|| = 1 fur all n, aber ||T'v,||, — co. Dann ist w,, = TR eine Nullfolge
in Vi, aber | Tw,|, = H IIYQTH =1 4 0 Widerspruch.
(i13) = (i) Sei ||v,||; = 0, dann gilt || Tv,|l, < C'||v,|l; = 0 O

Bemerkung: Auf unendlich dimensionalen Vektorrdumen sind lineare Opera-
toren nicht notwendigerweise beschréankt, also stetig.

5.3 Beispiel:
lo={(x1,22,...) |z, € Cund Im € N: z, =0 Vn > m}
mit der Norm [|z][, = >"7°, |z,]. Dann ist
T:ly— by, v — Tx = (21,219,323, ...)
linear, aber nicht beschrankt, da

HenHeo =1, aber ||Te,|| =n — o0
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5.4 Proposition:

Die Menge L(Vi, Va) der beschrinkten linearen Operatoren von einem normier-
ten Raum (Vi,||-||;) in einen normierten Raum (Va,||-||,) ist mit der Norm
(Operatornorm,)

1Tl v = sup [Tl
veVL,|jv||=1

selbst ein normierter Raum.
Falls (Va,||||,) vollstindig ist, dann ist auch L£(Vy, Va) vollstindig.
Beweis: L(V7, V) ist offensichtlich ein Vektorraum und die Normeigenschaften

(Definitheit, Homogenitét und Dreiecksungleichung) von || - || ¢(v;,v5) folgen alle
aus den Normeigenschaften von || - ||, (Ubungsaufgabe!).

Um die Vollsténdigkeit von £(V;, V3) zu zeigen, stellt man zunéchst fest, dass
falls (T,,)nen in L£(V4, V3) eine Cauchyfolge ist, dann auch (7,v),en in Vs, fiir
jedes v € V. Wenn V; vollsténdig ist, konvergiert diese Cauchyfolge und wir
bezeichnen den Limes mit 7'f. Es bleibt zu zeigen, dass T' € £(V;, V3) und,
dass T,, — T in L(V7, V). Sei dazu € > 0 und wéahle ny € N mit

\Tn —Thll <e Vn,m>mng.
Sei v € V4, ||v]|1 < 1. Wéhle mg = mg(e,v) > mg mit
| Tomov — T2 < €.
Es folgt fiir alle n > ng, dass ||1,, — T'|| < 2¢, denn
| Tov —To|| < ||Twv — Tl + | Timev — T0|| < || T — T || + € < 2¢.
Daher gilt ||T']| < oo (sogar ||T'|| < liminf ||7,||) und |7, — T'|| — 0. O

5.5 Satz (Fortsetzungssatz):

Sei Dy C Vi ein dichter Teilraum eines normierten Raumes (Vi,|-||,) und
sei (Va,||]ly) ein wvollstindiger normierter Raum und T': Dy — V3 linear und
beschrankt.

Dann besitzt T' eine eindeutige lineare beschrinkte Fortsetzung T:Vi = Vs,
und es gilt | T coa,ve) = 1T lleo1ve)-
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Beweis: Sei v € Vi, dann gibt es nach Voraussetzung eine Folge (v,,) in Dy mit
||lvn, — v]]1 = 0. Da (v,) konvergiert, ist die Folge insbesondere Cauchy, d.h.
zu jedem £ > 0 gibt es ein N so, dass ||v, — vp|j1 < € fiir n,m > N. Dann
ist |Tv, — Tomll2 = [|T(vn — vm)|l2 < (|7 [[on — vmll1 < ||T|| €, und somit ist
(T'v,) eine Cauchyfolge in V5. Da V5, vollstiandig ist, konvergiert Tv,, — w fiir
ein w € V;. Dabei héngt g nicht von der Wahl der Folge (v,,) ab, denn sei (v],)
eine andere Folge in Dy mit ||v/, — v||; — 0, dann konvergiert auch die Folge
vy, VY, U2, Vh, . .. gegen v und mit obigem Argument Tvy, T}, Tve, TV, . . . gegen
w € V. Da aber jede Teilfolge einer konvergenten Folge gegen den gleichen
Grenzwert konvergiert, gilt w = lim7Tv, = w = lim7Tv],. Damit konnen wir
Tv := w definieren. Die Linearitit von 7T ist klar aus der Konstruktion. Die
Beschranktheit folgt aus

|Tolls = lim | Tv,l; < lmsup || foalls = |7 [|o]}s -
n— o0

n—o0

Damit ist T beschrankt, infolgedessen stetig und somit die eindeutige Fortset-
zung von T (die Eindeutigkeit ist klar, da zwei stetige Abbildungen die auf
einer dichten Teilmenge tibereinstimmen, iiberall iibereinstimmen). [l

5.6 Satz:
Die Fouriertransformation F: 8 — L* (und analog fiir 1) lift sich eindeutig
zu einem linearen beschrinkten Operator F € L(L*(R?)) mit 1FN o (r2may =1
fortsetzen.

Auflerdem gilt fiir f € L?, dass

1Ffll e = 1l e und F71F = FF~ = idye

Beweis: Wir haben in Satz 3.10 gezeigt, dass fiir f € 8 gilt [|Ff|[;2 = |12
Also ist F: L? D 8§ — L? beschrinkt mit Norm 1 und l#ft sich gemif Satz 5.5
fortsetzten.

Da F7'F, 35! und id;> stetige Abbildungen auf L? sind, welche gemif§
Satz 3.8 auf der dichten Teilmenge § {ibereinstimmen, miissen sie auf ganz
L? {ibereinstimmen.

Da [[F]| = 1 gilt [|Ff] < [[f]l (Allgemein gilt: [[Avlly, < [|A[lq, v, [0]ly;)-
Andererseits ist || f|| = [|F1Ff]| < Hffr_l” |Ffll, also ist || f|| = ||Ff]| O
——

=1
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5.7 Definition:
Ein linear beschrankter Operator U € L(H;, Hy) zwischen Hilbertraumen H;,
Hy heifst unitdr, falls U surjektiv ist und (U¢, Uth) g, = (¢, 1), fiir alle 1, ¢ €

Bemerkung: Wegen der Polarisationsidentitét ist U genau dann unitér, wenn
U surjektiv ist und [[U[4, = [[9]l4, fiir alle ¢ € 3, gilt.

5.8 Korollar:
Die Fouriertransformation ist eine unitire Operation auf L?(R?).

5.9 Lemma (Lemma von Riemann-Lebesgue, vgl. Satz 3.3):
Sei f € LY(RY), dann ist Ff € Coo(RY).

Beweis: Satz 5.5 liefert sogar, dass F: (L'(R?), ||| ;1) — (Cao(RY)
beschrinkte Abbildung ist:

(L%, - |loo) ist vollstindig, 8 liegt dicht in L' und F: L' D 8 — Cu ist
beschrankt, denn

s [Illoc) eine

1 : 1
151 = sup [0 < sup - | e = g 1

5.1 Exkurs: ,Heisenbergsche Unscharferelation”

Fiir f € L*(R) mit ||f]|,. = 1 ist | f(z)]* eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Der
Erwartungswert der Verteilung ist

Bl = [alf@)dr = a

R

Wegen || f||2 = 1 definiert auch |f(k)|? eine Wahrscheinlichkeitsdichte (,Im-
pulsverteilung®) und wie zuvor setzen wir

ELf] = / KIF () dk = .

R
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Fiir beide Verteilungen kann man auch die Varianzen betrachten,
Buf = [(@ = aPlfia) s
Buf = [ (k=021 ak,

welche jeweils ein Mak fiir die Breite der Verteilung liefern.

5.10 Satz:
Fiir jedes f € 8(R) mit || f||,= = 1 und beliebige a,b € R gilt
~ 1
Buh) (&) > T

Beweis: Mit partieller Integration gilt fiir f € 8

[ s = [ @i = [ a0

- _ / dzf'(z)z f(z) — / da f(z)xf'(x)
_ _9Re / TS () < 2 / dalef (@)]|f ()]

Also gilt mit Cauchy-Schwarz

2
1A < 202 f 12 11 e

Nun ist aber || f||* = || f]> = 1 und || /|| = || /|| = [[k]] und somit
L= FIPIFIP < 4llafI [F]? = 480 f Ao f
Fiir a,b # 0 wende man das Argument auf die Funktion
Fz)=e¢ ™ f(x —a) € 8§
an, da A, f = AgF und Ayf = ApE. O

Man kann den Zusammenhang zwischen der Breite einer Funktion und ihrer
Fouriertransformierten noch direkter sehen:
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Fiir o > 0 ist die Skalentransformation s, : L?(R?) — L*(R?) durch

(50 f)(x) == 0~ "2f(2)

definiert. Die Abbildung s, verbreitert (o > 1) bzw. staucht (¢ < 1) Funktio-
nen um den Faktor o.

Es gilt
Jsell = [ der s = [ sl =171,

also ist s, : L* — L? eine Isometrie. Da offensichtlich s, = s/, gilt, ist s,
sogar unitar.

Fiir die Fouriertransformierte gilt

1

- (27T1)d/2 / dye "2 f(y) = Sl/of(k)-

Also: Skaliert man f mit dem Faktor o, so wird f um den Faktor 1/0 skaliert.

5.2 Unitare Gruppen und ihre Erzeuger

Die Fouriertransformation ist also eine unitére Operation auf dem Hilbertraum
L?(R%). Da offensichtlich auch die Multiplikation mit der Funktion e~ F°/2 gine
unitire Operation auf L?(R{) ist, ist auch der freie Propagator, vgl. Beispiel
Beispiel 3.17,

Pi(t) : L*(RY) — L*(RY), ¢ = Pi(t)o = F ' ™2 5y
fiir jedes t € R ein unitdrer Operator. Weiterhin gilt
Pf(t) Pf(S) — 9571 efith/Q gjgjfl efik23/2 F— gjfl efikQ(H*s)/Z F — Pf(t + S)

fiir alle ¢, s € R. Deshalb nennt man P(-) : R — £(L*(R%)) auch eine unitéire
Gruppe.

Wir wissen bereits, dass FP;(t)io fiir ¢y € 8 und somit insbesondere auch
fiir ¢y € L? die freie Schrodingergleichung im Distributionssinne 16st. Aller-
dings kénnen und miissen wir einen stirkeren Losungsbegriff in L? formulieren.
Stéarkerer Losungsbegriff meint hier, dass die Losungen als Funktion der Zeit
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Regularitat beziiglich einer stiarkeren Topologie als der schwach* Topologie
aufweisen.

Dazu iiberlegt man sich zunichst, dass fiir jedes 1)y € L? die Abbildung
R — L?: t > P(t)y

stetig ist. Man sagt auch, dass die Funktion P : R — L(L?) stark stetig ist.
Man sieht das wie folgt. Sei vy € L*(R?), dann ist

[(Pr(t) — Pr(t)) do || e = (e_iku/z _ e_ikm/z) Do ‘ B
| e e <1 _ efikQ(t*ft)/2> 22;0 ‘

Also gilt mit dominierter Konvergenz, dass

L2

2

t—ts

im [(P(2) = Pr(.)) v I = limg [ db[u()? (2= 772 — @#772) — o,
R4

da der Integrand punktweise gegen Null geht und durch 4|¢y(k)|? € LY(RY)
beschrankt ist.

Wir niitzen die Gelegenheit und fiihren die wichtigsten Konvergenzbegriffe
(=Topologien) auf dem Raum der beschriankten Operatoren auf einem Hilbert-
raum ein.

5.11 Definition:
Sei (Th)nen C L(FH) eine Folge beschrankter Operatoren auf einem Hilber-
traum H und 7' € L(H).

e T, konvergiert in der Norm (oder uniform) gegen T, falls
Tim [T, = Tl = 0.

Man schreibt dann lim 7, =T

n—oo

e 1), konvergiert stark gegen T, falls
lim |[(T,, — T)¥||sc =0
n—oo

fiir alle ¢ € H. Man schreibt dann s- lim 7,, = T.

n—oo
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e T}, konvergiert schwach gegen T, falls

lim <§07 (Tn - T)¢>IJ—C =0

n—o0

fiir alle ¢, ¢ € H. Man schreibt dann w- lim 7, =T

n—oo

Bemerkung: Man vergewissere sich (Ubungsaufgabe!), dass offensichtlich

Im7,=T = slmT7T,=7T = wlm7T,=T

n—oo n—oo n—oo
gilt. Dass die Umkehrschliisse falsch sind, sieht man am besten an geeigne-
ten Gegenbeispielen. Man iiberlegt sich leicht (Ubungsaufgabe: man schreibt
das Skalarprodukt fiir die Fouriertransformierten hin und verwendet Riemann-
Lebesgue), dass die Folge der Translationen T'(n), n € N auf L%*(R), also
(T'(n)y)(x) = (x — n), schwach gegen den Operator T'(oc0) = 0 konvergiert.
Andererseits ist

Tim [[(T(n) — (o)) = lim [T(m)e] = 0] 0
und damit konvergiert 7'(n) nicht stark gegen T'(c0). Da aber die Grenzwerte
von schwach, stark und uniform konvergenten Folgen eindeutig sind (warum?)
kann 7'(n) auch nicht gegen einen anderen Operator stark konvergieren, da ja
sonst T'(n) auch schwach gegen diesen anderen Operator konvergieren miifite,

im Widerspruch zur Eindeutigkeit des Limes. Also haben wir mit den Trans-
lationen ein Beispiel einer schwach aber nicht stark konvergenten Folge.

Ein Beispiel einer stark aber nicht uniform konvergenten Folge kennen wir
bereits, ndmlich den freien Propagator. Wir haben oben gezeigt, dass P(t)
stark stetig ist, also beispielsweise s-lim,, o, P;(1/n) = P;(0) = 1. Nun iiberlegt
man sich wieder als Ubungsaufgabe (am besten in Fourierdarstellung), dass
Pr(1/n) nicht uniform gegen die Identitat konvergieren kann.

In dieser Terminologie ist der freie Propagator Pr(t) also eine stark stetige
unitéare Gruppe.

5.12 Definition:
Eine Familie U(t), t € R, von unitdren Operatoren U(t) € L(H) heifst stark
stetige, unitare einparametrige Gruppe, falls gilt:

L. U() : R — L(H) ist stark stetig.
2. U(t+s) =U(t)U(s) fiir alle t, s € R und U(0) = 1.
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Wir werden im folgenden oft einfach nur unitéare Gruppe sagen.

Bemerkung: Fine unitdare Gruppe ist genau dann stark stetig, wenn sie schwach
stetig ist, denn

iy 1(U() = ) = 2101 = 21lim Re(w, U (1)0).

Das Konzept der unitdren Gruppe als Losungsoperator der freien Schrodinger-
gleichung wollen wir im folgenden verallgemeinern, da die Unitaritat ja genau
die Konsistenz der physikalischen Interpretation von |4 (t, z)|* als Wahrschein-
lichkeitsdichte sicherstellt. Dazu miissen wir uns aber nochmal genau iiberle-
gen, in welchem Sinne 1(t) = P;(t)Yy die Schrodingergleichung 16st. Die Frage
ist, fiir welche 1y € L*(R?) kann man die Schrédingergleichung als Differenzi-
algleichung in dem vollstindigen normierten Raum L? verstehen, genauer, fiir
welche 1y € L2(RY) ist die Abbildung

()R — L?, te(t) = Pr(t)o

differenzierbar. Da P;(t) nicht mal uniform stetig ist, macht es natiirlich keinen
Sinn, auf uniforme Differenzierbarkeit von P : R — £(L?) zu hoffen.

Nun, offensichtlich kénnen wir die freie Schrodingergleichung

d
i

9(6) = 3 A, 0(0)

genau dann als Gleichung fiir Funktionen in L?(R?) verstehen, wenn —%Aw P(t) €
L2(R?) gilt.

5.13 Definition:
Der mte Sobolevraum H™(RY) C §'(RY), m € Z, ist die Menge derjenigen
f € 8'(R?), fiir die f eine messbare Funktion ist und

(1+K2)™? F(k) € L*(RY).

Es ist klar, dass H™(R?) C L*(RY) falls m > 0.

Fiir uns wird der zweite Sobolevraum H? von entscheidender Bedeutung sein,
da er genau diejenigen Funktionen in L? enthilt, deren schwache Ableitungen
zweiter Ordnung wieder in L? liegen.

66



5.14 Definition:
Fiir ¢ € H*(R?) sei

1 k2

Hy = —1A, heift der freie Hamiltonoperator und D(Hy) := H*(R?) C L*(RY)
heifst der Definitionsbereich (oder die Domdine) von Hy. Da D(Hy) dicht in
L*(R%) liegt, aber Hj nicht beschriinkt ist (Ubungsaufgabe!) und somit auch
nicht zu einem beschriinkten Operator auf ganz L?(RY) fortgesetzt werden
kann, nennt man H, einen dicht definierten unbeschréankten linearen Operator.

Man beachte, dass D(Hj) tatsichlich der sogenannte maximale Definitionsbe-
reich ist, also der grofte Teilraum D C L2 fiir den gilt HyD C L*(RY).

Weiterhin sieht man leicht, dass D(H,) unter der freien Zeitentwicklung inva-

riant ist: Sei vy € D(Hy), also k2o (k) € LA(RY), dann gilt
20t k) = K22t do(k) € L2RY) = (t) € D(Ho) .

Fassen wir also zusammen: Fiir ¢y € L? ist () = P(t)1 eine schwache
Losung der Schrodingergleichung und stetig als Funktion von t. Falls vy €
D(Hy), dann ist ¥(-) : R — L2(RY) stetig differenzierbar (Ubungsaufgabe!),
d.h. fiir jedes t € R gibt es ein Element ¢/(t) € L*(R?) so, dass

h P

— /(1)

lim
h—0

Weiterhin erfiillt ¢(¢) die Schrédingergleichung im L2-Sinne, also

d

(('(t) =) 19(t) = How(t). (10)

Im folgenden schreiben wir deshalb e 0! := P(¢) fiir den freien Propagator
und nennen Hy den Erzeuger der unitiren Gruppe e Hot,

Das Beispiel H, veranlasst uns zu folgender Definition.

5.15 Definition:
Ein dicht definierter linearer Operator H mit Definitionsbereich D(H) C H

heifst Erzeuger einer stark stetigen, unitéren, einparametrigen Gruppe U (t),
falls

67



1. D(H)={Y e H: t— U(t)y ist differenzierbar}
2. 12 U(t)y = HU(t) 4, fiir alle ¢ € D(H).
Man schreibt dann auch U(t) = e .

Es wird also im allgemeinen darum gehen, solche Operatoren zu identifizieren,
die Erzeuger unitdrer Gruppen sind. Im Falle der Schrodingergleichung mit
Potential haben wir

H=Hy+V,

wobei das Potential V' ein Multiplikationsoperator
Vi LXRY D D(V) — LARY),  (x) = V(z)y(z)

auf D(V) C L*(RY) auffassen. Fiir die allgemeine Losungstheorie der Schro-
dingergleichung wird also die Frage im Mittelpunkt stehen, H mit einem ge-
eigneten Definitionsbereich D(H) auszustatten, so dass H auf D(H) definiert
ein Erzeuger ist.

Bevor wir uns dieser Frage zumindest fiir ein paar sehr einfache Beispiele zu-
wenden, noch einige simple aber wichtige Schluftfolgerungen aus der Definiti-
on 5.15.

5.16 Proposition:
Sei H Erzeuger von U(t), dann gelten

1. D(H) ist invariant unter U(t), d.h. U(t) D(H) = D(H) fiir alle t € R.
2. H kommutiert (=vertauscht) mit U(t): sei ¢ € D(H), dann gilt

[U(t), H] ¢ :==U{)H— HU(t) 1 = 0.

3. H ist symmetrisch, d.h. fir alle ¢, p € D(H) gilt

4. U(t) ist eindeutig bestimmt.

5. H ist eindeutig bestimmd.
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Beweis: (i) folgt sofort ausDefinition 5.15 (i) und der Gruppeneigenschaft von
U(t). Zu (ii) findet man fiir ¢ € D(H)

d
U HS = U0 S U6 =i S U6 U ], = HU® .
Die Symmetrie folgt aus der Unitaritéit von U(t): fir ¢, ¢ € D(H) gilt
d
0 = T e = S0 U0

- < IHU( ), Ut)p) + (U(t)y, —iHU(t)p)
= (Ut)Hy, U(t)p) —KU(t)y, U(t)Hep)
= i((HY, o) — (¥, Hp)).

Um die Eindeutigkeit von U(t) zu zeigen, nehmen wir an, dass U (t) ebenfalls
von H erzeugt wird. Fiir ¢» € D(H) gilt || (U(0) — U(0))¢[ = 0 und

L wo-Te)el = 22 (Wi - Re 00, TF0y0)
= —2Re((-iHU(t), U(1)) + (U0, —iHU(t)v))

= —2Re(i(HU (1), U(t)) — (U (1)), HU (1))
= 0,

wobei wir fiir die letzte Gleichung die Symmetrie von H ausgeniitzt haben. Da-
mit stimmen U(t) und U(t) auf D(H) iiberein. Da D(H) nach Voraussetzung
dicht in H liegt und da U(t) und U() als unitire Operatoren insbesondere
beschriinkt sind, gilt U (t) = U(t).

Die Eindeutigkeit von H ist wiederum offensichtlich: D(H) ist durch Definiti-
on 5.15 (i) eindeutig bestimmt und die Wirkung von H auf Vektoren in D(H)
ist durch Definition 5.15 (ii) eindeutig bestimmt. O

Wir haben bereits gesehen, dass Hy = —3A, mit D(Hy) = H*(R?) Erzeuger
einer unitdren Gruppe ist, welche uns die Losungen der freien Schrodinger-
gleichung in L*(R?) mittels ¢(t) = e H0l)(0) verschafft. Ein weiteres, sehr
simples aber besonders instruktives Beispiel ist folgendes.

5.17 Beispiel:
Wir betrachten den Hilbertraum L?*(R) und auf diesem die unitéire Gruppe der
Translationen. Fiir ¢ € L*(R) sei

(T)Y)(2) = v(z —1).
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Es handelt sich bei T'(t) tatsdchlich um eine unitére (offensichtlich), einpara-
metrige (auch offensichtlich), stark stetige (leicht zu sehen, Ubungsaufgabe!)
Gruppe (ebenfalls offensichtlich). Aus Beispiel 3.16 wissen wir bereits, dass fiir
f eS8 (R)

T(t)f =etdf=F ey

gilt. Der Erzeuger der unitiren Gruppe T'(t) auf L? muss also —i% sein, wobei
wir allerdings noch den (eindeutigen!) Definitionsbereich bestimmen miissen.

Zeigen Sie als Ubungsaufgabe, dass —i% mit dem naheliegenden Definitions-

bereich D(—i) = H'(R) tatsichlich Erzeuger von T'(t) ist.

Soweit ist alles ganz einfach. Die Festlegung des Definitionsbereichs scheint
nicht mehr als eine mathematische Spitzfindigkeit zu sein. Dass dem nicht so
ist, sehen wir, wenn wir die Translationen auf L*([0, 1]) betrachten. Wir kénnen
die Frage auf zweierlei Weise prézisieren. Wie kann man auf L?([0,1]) Trans-
lationen als unitdre Gruppe definieren und wie sieht dann der Erzeuger aus 7
Oder, was sind geeignete Definitionsbereiche auf welchen —i-& ein Erzeuger ist

dzx
und wie sehen die erzeugten Gruppen aus ?

Es ist einfacher zunéchst mit den Gruppen zu beginnen. Es ist klar, dass Trans-
lationen auf L?([0, 1]) nur unitér sein kénnen wenn die “Masse” die an einem
der Réander bei 0 oder 1 rausgeschoben wird, an anderer Stelle, ndmlich am
anderen Rand, wieder in das Intervall zuriicklauft. Dabei muss die Amplitude
des auslaufenden Teils der Wellenfunktion gleich der Amplitude des einlaufen-
den Teils sein, um die L*([0, 1])-Norm insgesamt zu erhalten. Die Phase beim
Ubergang von 0 zu 1 bzw. von 1 zu 0 kann sich aber dndern. Sagen wir z.B.,
dass alles was nach rechts bei der 1 rauslauft bei 0 wieder reinkommt, aber
mit dem Phasenfaktor e multipliziert. Man erhélt also eine einparametrige
Familie von Translationsgruppen Ty(t), 6 € [0,2n), auf L*([0,1]), welche fiir
0 <t <1 durch

_ Y1) falls z —t € [0, 1]
(To(t)Y)(z) = { Gz =t 1) falls 2 —t <0

gegeben sind, und fiir alle anderen ¢ € R eindeutig durch die Gruppeneigen-
schaft festgelegt werden.

Fiir 0 # 0" gilt offenbar Ty(t) # Ty (t), trotzdem wiirde man erwarten, dass
alle Gruppen Ty(t), 6 € [0,27) wieder durch —i-L erzeugt werden. Wie kann
das sein, wenn doch der Erzeuger geméafs Proposition 5.16 die Gruppe ein-
deutig festlegt ? Ganz einfach, die Definitionsbereiche unterscheiden sich. Der

Ableitungsoperator —i% mit Definitionsbereich

Dy = {w € H'([0,1]) : *v(0) = ¥(1)}
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erzeugt die Gruppe Ty(t). Hierin ist H*(]0, 1]) ein lokaler Sobolevraum, welcher
durch

H'([0,1]) = {v € L*([0,1]) : v € H'(R) fiir alle p € C5°([0,1]) }

definiert ist. Die punktweise Randbedingung in der Definition von Dy macht
Sinn, da die Funktionen in H'(R) stetig sind, siehe Satz 5.19 unten.

Wir sehen also, dass der Definitionsbereich des Operators die Eigenschaften
der erzeugten Gruppe mafgeblich beeinflusst. Aufserdem wird aus dem Beispiel
klar, dass der Definitionsbereich weder zu grof noch zu klein gewahlt werden
darf. Der Operator —i-L mit dem zu grofen Definitionsbereich H'([0,1]) er-
zeugt keine unitire Gruppe, da keine der Gruppen Ty(t) den Raum H'([0,1])
invariant 1aft. Denn Funktionen in H'([0,1]), welche die zu 6 passenden Rand-
bedingungen nicht erfiillen, werden unter der “Translation” Tj unstetig, konnen

also nicht mehr in H'([0, 1]) liegen.

Wiéhlt man hingegen den Definitionsbereich zu klein, beispielsweise

Do = {¥ € H'((0,1]) : $(0) = (1) =0} .

dann ist der zu kleine Definitionsbereich wieder unter keiner der Gruppen
invariant. Insbesondere ist Dy C Dy fiir alle 6, und Dy legt auch nicht eindeutig
eine Doméne fest, auf welcher —i% Erzeuger ist.

Abschliefsend untersuchen wir noch die Symmetrie von —i%. Man stellt fest,
dass fiir alle 1, p € H'([0,1]) mit partieller Integration gilt:
1
= [arvtay(~if o) (1)
dx

0

. d
<¢» _1£@>L2([0,1])

= (0(060) = w(Ve(0) + [ do (=i v(@) e
= (0000 —v)eD) + {— iz o)

Also ist —i% auf H'([0,1]) nicht symmetrisch, was wiederum zeigt, dass —i%

auf H'([0,1]) kein Erzeuger sein kann. Andererseits siecht man sofort, dass
—i% auf Dy symmetrisch ist, da fiir ¢, ¢ € Dy die Randterme von der par-
tiellen Integration wegfallen. Allerdings ist —i% auch auf Dy symmetrisch,
aber trotzdem kein Erzeuger. Insbesondere ist also Symmetrie eines Opera-
tors zwar nach Proposition 5.16 eine notwendige, aber eben keine hinreichende

Bedingung dafiir, dass er Erzeuger einer unitiren Gruppe ist.
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5.18 Beispiel:

ir haben ja bereits gezeigt, dass Hy = —3A, auf L*(R) mit D(Hy) = H*(R)
Erzeuger ist und die freie Schrodingerdynamik erzeugt. Man kann sich nun
fragen, ob und welche unitiren Gruppen H, auf L?([0,00)) erzeugt. Es ist
klar, dass Unitaritit also Erhaltung der L?-Norm es notwendig macht, dass
die Wellenfunktion bei Null reflektiert wird, dass also bei Null keine Mas-
se verloren geht. Dabei gibt es allerdings verschiedene Mdglichkeiten: geht
man zur bekannten Situation L?(R) zuriick, stellt man fest, dass Anfangs-
wellenfunktionen ¢y € L*(R) welche symmetrisch zur Null sind, also entwe-
der ¢(z) = ¢(—x) oder ¢¥(z) = —(—=) erfiillen, diese Symmetrie unter der
Zeitentwicklung beibehalten Das iiberlegt man sich wie folgt als Ubungsauf-
gabe: Es gilt ¥(x) = ¢¥(—x) (bzw. ¥(z) = —¢(—x)), genau dann wenn die
Fouriertransformierte  die gleiche Symmetrie hat, also (k) = ¢(—k) (bzw.
zZ(k;) = —zZ(—k)) gilt. Multiplikation mit der spiegelsymmetrischen Funkti-
on e /2 erhilt die Symmetrie. Damit bleibt aber auch die L?([0, o0))-Norm
solcher symmetrischen Wellenfunktionen unter der Zeitentwicklung erhalten
und wir haben Kandidaten fiir Definitionsbereiche gefunden, welche H, auf
L?([0,00)) zum Erzeuger machen. Punktsymmetrie in L*(R) liefert

Doy (Ho) = { € H([0,50)) : ¥(0) =0} (12)

sogenannte Dirichlet-Randbedingungen. Die zugehorige Gruppe Up(t) bekommt
man durch Anwendung des freien Propagators FP(t) auf die punktsymmetri-

sche Fortsetzung einer Funktion in L?([0, o0)) und anschlieRendes Abschneiden.

Dabei ist Dp wegen der Erhaltung der Punktsymmetrie ebenfalls unter Up(t)

erhalten und tatsichlich der grosste Teilraum von H?([0,00)) welcher diese

Eigenschaft hat.

Analog liefert Spiegelsymmetrie in L?(R)
D (Ho) = {v € H2([0,00)) : /(0) = 0}, (13)

sogenannte Neumann-Randbedingungen. (Beachte, dass ¥ € H?*(R) geméif
Satz 77 differenzierbar ist, genauer einen differenzierbaren Vertreter besitzt,
und somit die Randbedingung ¢/'(0) = 0 Sinn macht.) Die zugehorige Gruppe
Ux(t) bekommt man durch Anwendung des freien Propagators FP;(t) auf die
spiegelsymmetrische Fortsetzung einer Funktion in L?([0,00)) und anschlie-
flendes Abschneiden. Dabei ist Dy wegen der Erhaltung der Spiegelsymme-
trie ebenfalls unter Uy(¢) erhalten und tatséchlich der grosste Teilraum von
H?([0,00)) welcher diese Eigenschaft hat.
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Dp(Hy) bzw. Dn(Hp) sind also unter Up(t) bzw. Ux(t) invariant und es folgt
aus der Konstruktion, dass die Bedingung (ii) aus Definition 5.15 erfiillt ist.
Man iiberlegt sich auch leicht, dass Up(t)y) bzw. Ux(t)y genau dann differen-
zierbar sind, wenn ¢ € Dp(Hy) bzw. ¢ € Dn(Hy) gilt, also auch Bedingung
(i) aus Definition 5.15 erfiillt ist. Damit haben wir zwei Definitionsbereiche
gefunden, namlich Dp(Hy) und Dy (Hy), auf welchen Hy jeweils Erzeuger ist
und zwei verschiedene unitiare Gruppen erzeugt.

Man kann zwischen den beiden Grenzfillen interpolieren: Uberlegen Sie sich
als Ubungsaufgabe, dass Hy auf L*(]0,00)) fiir a € R mit

D, = { € H2([0,00)) : ¥/(0) + aw(0) = 0},
Erzeuger ist und geben Sie die erzeugten Gruppen an.

An dieser Stelle wollen wir noch das Lemma von Sobolev vorstellen, welches
Aussagen iiber die Glattheit von Funktionen in Sobolevraumen erlaubt.

5.19 Satz:
Sei f € H"(RY) und ¢ <m — &, dann gilt f € C*(RY).

Beweis: Nach Voraussetzung ist (1 + k2)™2f(k) € L2(R%) und somit fiir o €
N? mit |af < ¢

/ ke fh) < / dk (14 K22 | F(k)|

Rd Rd
= [k [F R R
R4 6}:2 6;2
Schwarz Ungl. ~
< I1£(R) (14 K22 [[(1+ K22 < oo

Man beachte, dass (1 + k?)~™)/2 ¢ L*(R{) genau dann wenn (1 + k2)~™) ¢
L'(R{) was wiederum der Fall ist, wenn 2(¢ — m) < —d also { < m — £. Da-

mit ist *f(k) € L'(R%) und somit nach dem Lemma von Riemann-Lebesgue

(FH ke f)(x) = (—1) 02 f(x) stetig.

Wir haben also, dass schwache Ableitungen von f bis zur Ordnung ¢ stetige
Funktionen sind. Daraus folgt aber durch Integration, dass f fast iiberall gleich
einer Funktion in C*(R?) sein muss. O
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