6 Die Fouriertransformation auf endlichen
abelschen Gruppen

Sei A eine endliche abelsche Gruppe. A verallgemeinert R? (Fouriertransfor-
mation) bzw. T¢ (der d-dimensionale Torus) (Fourierreihe). Natiirlich sind R?
und T? nicht endlich, aber das folgende 14t sich mit etwas mehr technischem
Aufwand direkt auf lokalkompakte Abelsche Gruppen verallgemeinern. Oder
man denkt an eine “Diskretisierung” von T? durch N Gitterpunkte in jeder
Richtung, also an (Z/N)<. Letztere ist immer dann relevant, wenn man peri-
odische Funktionen numerisch behandeln mochte.

Die endliche Gruppe A heifst zyklisch, falls sie von einem Element 7 € A
erzeugt wird, also A = {e,7,72,7%,..., 7%} mit N = |A|. Insbesondere ist
Z/N ={0,1,2,..., N — 1} mit e = 0 und der Verkniipfung + zyklisch.

6.1 Satz:
Jede endliche abelsche Gruppe A ist isomorph zu einem Produkt Ay X A X
<o« X Ay zyklischer Gruppen.

Der Einheitskreis T = {z € C | |z| = 1} bildet mit der Multiplikation komple-
xer Zahlen als Gruppenverkniipfung eine abelsche Gruppe. Ein Gruppenhomo-
morphismus y: A — T, das heift x(a)x(b) = x(ab) Ya,b € A heikt Charakter
von A.

Mit A bezeichnet man die Menge aller Charaktere von A.

6.2 Lemma:

Das punktweise Produkt Ax A — A: (x,n) — xn mit xn(a) = x(a)n(a) macht
A selbst zu einer abelschen Gruppe. Man nennt A die duale Gruppe oder das
Pontryagin-Dual von A.

Beweis: Fiir a,b € A gilt

xn(ab) = x(ab)n(ab) = x(a)x(b)n(a)n(b) = x(a)n(a)x(d)n(b) = xn(a)xn(b)

Also yn € A. A ist eine Gruppe, dae: A = T,a — 1 € A und mit obiger
Rechnung ist auch x~' € A falls xy € A, wobei x'(a) = (x(a))™ ' = x(a) O

6.3 Lemma:
Sei A zyklisch, |A| = N und T € A Generator, also A = {e,T, 2, ... ,TN_l}

und ™ = e.
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Die Charaktere von A sind

firn=0,1,...,N — 1.

A ist also wieder zyklisch mit Generator n, und |A| = N.

Beweis: Sein € A. Dann gilt

N-mal

Also existiert ein n € {0,..., N — 1} mit n(7) = ¢”N". Fiir m € Z folgt dann
n(r™") =n(r)" =e"

Also ist jeder Charakter von der Form 7, fir einn € {0,1,..., N — 1}. Wegen
Nn # N fir n # m folgt die Behauptung. m

Als zyklische Gruppe der Ordnung N sind A und A also isomorph, aber nicht

in kanonischer Weise. Aber A und A sind kanonisch isomorph:

6.4 Satz: R
Sei A endliche abelsche Gmppi. Dann ist die Abbildung A — A, welche a € A

auf die Punktauswertung d, cA abbildet, also
u: A—T,x — da(x) = x(a)

ein (kanonischer) Isomorphismus.

Beweis: Wegen

dab(x) = x(ab) = x(a)x(b) = da(x)d(X)

ist a — 6, ein Gruppenhomomorphismus.

Sei a € A. Wir zeigen: x(a) = 1 fiir alle y € A impliziert, dass a = e sein muss
und somit a — 9, injektiv ist. Wegen Lemma 6.3 gilt die Aussage fiir zyklische

A. Mit Satz 6.1 geniigt es zu zeigen, dass mit A und B auch A x B — AxB
injektiv ist. Sei also (ao, by) € A x B mit n(ag, by) =1 fiir alle n € A x B. Fiir

X € A ist x(a,b) := x(a) Charakter von A x B und somit x(ag) = 1. Nach
Annahme folgt ayg = e und analog by = e.
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Surjektivitat folgt aus |A| A = LA\ fiir zykhsche Gruppen und mit Satz 6.1

fiir alle endlichen, da AxB isomorph zu Ax B ist: zu X € A % B setze X1 € A
und s € B durch

Xl(a) = X(CL, 6) ) XQ(b) = X(ea b) )

dann gilt fiir alle (a,b) € A x B

x(a,b) = x((a,€) - (e, b)) = x(a, e)x(e,b) = x1(a)x2(b).
O

Sei nun (?(A) der Raum aller Abbildungen von A nach C. Dann sind die
Charaktere y: A — T C C offensichtlich Elemente von ¢?*(A).

6.5 Lemma:
Seien x,n € A, dann gilt

e = |A]  falls x =1
P A) 0 sonst

Die Funktionen (L> C (*(A) bilden also eine Orthonormalbasis von
xGA\

A
2(A).

Beweis: Sei zunéchst n = y, dann ist

) =Y X@n(a) = [x(@f = 4]

a€A a€A -1

Falls x # 71, dann ist o = xy'n # 1 und somit

) =Y Xlan(a) = x(a)n(a) =) ala)

acA a€A acA

Sei nun b € A mit a(b) # 1. Dann ist

(x.ma) =) al@a®) =) alab) =) ale)=) ala) = {x.n)

acA acA ceA acA

Also muss (x,n) = 0 gelten. O
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6.6 Definition: R R
Fiir f € ¢*(A) ist die Fouriertransformierte f € KQ(A) gegeben durch

p 1

aeA

Bemerkung: Fiir die Fouriertransformation F: L?(RY) — L*(R?) ist A = A
R? und die Charaktere sind y(z) = e** fiir k € R? und z € R%

Fiir die Fourierreihenbildung
1 .
F: LA(T) — (*(Z): »—>cn:—/ r)e” "™ dx
(T) (Z): f = |/ (z)

ist A=T und A 2 Z und die Charaktere sind x,(z) = ™ fiir n € Z und
x € T wobei wir [—7, 7| mit T identifizieren.

6.7 Satz:
Die Abbildung F: (2(A) — (2(A), f s f ist ein isometrischer Isomorphismus,
also unitdr.

Angewandt auf die Gruppe A liefert die Konstruktion eine Abbildung

F: 2(A) = 2A)

und zweimalige Anwendung von F liefert f(8,) = f(a™t).

Beweis: F unitar, da die <L> eine Orthonormalbasis bilden.
VA xeA

f6) = % 300 f () |A|ZX a)> x()f

’A‘ XGA\ XEA beA

— FO7) (Bar )z = S0
———

:50,,17
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Also ist F71: 62(121\) — (2(A), f — f(a) = f(8,-1) die Inverse zu F: (2(A) —
?(A)
Auch das Konzept der Faltung ldft sich in natiirlicher Weise auf abelsche

Gruppen verallgemeinern.

6.8 Definition:
Fiir f,g € (*(A) sei

frgla)=—=">_ f(b)g(b™"a)
Al e
die Faltung von f und g.
6.9 Satz:
Fiir f,g € (*(A) gilt
fr9=1g

Insbesondere folgt daraus sofort, dass * assoziativ, distributiv und kommutativ

ist, also (fxg)xh=fx(g*xh), fx(g+h)=frxg+frxhund fxg=gxf.

Bewers:
Frg)=—=> (f*9) Z > fla)g(a™"b)x(b)

Vv |A beA beA acA

T 3 faglened = ¢ (3 fla 2_9(Ox(©

| | a,ceA ‘ ’ acA ceA

= f(0d(x)

fiir alle x € A O
Bemerkung: Zur Illustration wollen wir nun noch die abstrakte Fouriertrans—
formation auf der endlichen abelschen Gruppe A = {e,7,7% 73 N1

zur Fouriertransformation einer “diskretisierten” Funktion auf einem Interlvall
f :10,¢] — C zuriickiibersetzen. Wir diskretisieren also das Intervall [0, ]

durch ) / ,
T € {0,N72N77(N_1)N}7

also e = 0 und 7 = ¢//N. Dann koénnen wir die Charaktere ausdriicken durch

;mn

21 27rz

(1) = N = T =1, (),
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wobel z = m% ist. Die Fouriertransformierte der Funktion
f{0,£2L (N-1) L} »C

1st nun

o= fn) = S Ta(@) fl2) = £ 30 f(a).

Die Riicktransformierte (also die Fourierreihe von f) ist

da x7!' = ¢ — x und somit
Sp-1(n) = nu(a7) =e 2™ |

Bemerkung: Implementiert man die diskrete Fouriertransformation numerisch,
so lakt sich der Aufwand mit Hilfe eines einfachen Tricks reduzieren, was dann
auf die sogenannte “schnelle Fouriertransformation” (FFT) fithrt: zur Illustra-
tion betrachte die DFT auf 2N Punkten, dann ist

2N—1
f) = A STe T p) = A e R fan)
x m=0
i . (2k+1)
—TI'isz — 7 n
= Ar2_ e N St gy e v flwan)
k=0 k=
N-1 -1
—2mikn efwﬂ —omikn u
= 7 e’ Nf(xi)"‘\/ﬁv e TN f(ay)
k=0 k=0
fg(n) +e N Au(n) falls n < N
B fo(n — N) + N fuln — N) fallsn >N

Hier bezeichnen zi = wxgp bzw. z} = x9r41 die Punkte mit geraden bzw.
ungeraden Indices und f; bzw. f,, die Einschrankung von f auf die Punkte mit
geraden bzw. ungeraden Indices.

Anstelle einer DFT fiir f auf 2N Punkten kann man also zwei DFTs auf jeweils
N Punkten machen. Da bei einer direkten Berechnung der DFT auf N Punkten
ca. N? Multiplikationen notwendig sind, liefert dieser Trick eine Reduktion von
4N? auf 2N? Multiplikationen. Iteriert man das Verfahren fiir N = 27, so liRt
sich die Komplexitit des Problems von N? auf Nlog N reduzieren.
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