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1. (4 Punkte) Sei exp : C→ C die komplexe Exponentialfunktion.

a) Zeigen Sie, dass für alle x, y ∈ R gilt, dass

ex+iy = ex(cos y + i sin y)

ist und damit: Für z, w ∈ C ist ez = ew, genau dann wenn es ein k ∈ Z gibt mit
w = z + 2πik.

b) Sei a ∈ R. Zeigen Sie, dass exp jeden Steifen

Sa := {z ∈ C; a ≤ Im(z) < a+ 2π}
bijektiv auf C∗ := C \ {0} abbildet. Warum ist die Umkehrung exp−1 : C∗ → Sa

nicht stetig?
c) Sei ln : B1(1)→ C der komplexe Logarithmus aus der Vorlesung. Zeigen Sie, dass ln

ein Rechtsinverses von exp ist, d.h.: exp ◦ ln(z) = z, für alle z ∈ B1.
d) Sei g : B1(1) → C ein weiteres stetiges Rechtsinverses von exp. Zeigen Sie, dass ein

k ∈ Z existiert mit: g(z) = ln z + 2ikπ für alle z ∈ B1(1).

2. (4 Punkte) Seien cosh, sinh : C→∞ die komplexen hyperbolischen Funktionen,

cosh z =
1

2

(
ez + e−z

)
, sinh z =

1

2

(
ez − e−z

)
.

a) Bestimmen sie die Taylorreihen von cosh und sinh im Nullpunkt und zeigen Sie

cosh z = Tcosh,0(z), sinh = Tsinh,0(z)

für alle z ∈ C.
b) Zeigen Sie für alle z ∈ C :

cosh′(z) = sinh(z), sinh′(z) = cosh(z).

3. (4 Punkte) Zeigen Sie die folgenden Funktionalgleichungen für alle w, z ∈ C:

a)
cos(z + w) = cos(z) cos(w)− sin(z) sin(w)

sin(z + w) = sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w)

b)
cosh(z + w) = cosh(z) cosh(w) + sinh(z) sinh(w)

sinh(z + w) = sinh(z) cosh(w) + cosh(z) sinh(w).



4. (4 Punkte) (Identitätssatz für reell-analytische Funktionen). Sei I ⊂ R ein offenes Inter-
vall, x0 ∈ I und seien f, g : I → R reell-analytisch mit f (n) (x0) = g(n) (x0), für alle n ∈ N0.
Zeigen Sie, dass dann f = g ist. (Hinweis: Betrachten Sie c := sup {x ∈ I; f | [x0, x] = g| [x0, x]}.)
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