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Aufgabe 41 (10 Punkte)

a) Bestimmen Sie das Volumen des Ellipsoids
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 ∈ R
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 , a, b, c ∈ R
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b) Berechnen Sie das Volumen einer Kugelschale mit Innenradius R und Dicke d, d.h.
berechnen Sie |K| =

∫
K
dV für

K :=
{
~x ∈ R

3
∣∣R ≤ |~x| ≤ R + d

}
.

Bestimmen Sie auch lim
d→0

|K|
d

und interpretieren Sie das Ergebnis.

Aufgabe 42 (Zylinderkoordinaten) (10 Punkte)

a) Berechnen Sie das Volumenelement dV in Zylinderkoordinaten (r, ϕ, z), definiert
durch

~x =



x

y

z


 =



r cosϕ
r sinϕ

z


 , (x, y, z : kartesisch) .

b) Bestimmen Sie das Volumen von K =
{
~x ∈ R

3
∣∣ x2 + y2 ≤ z, 0 ≤ z ≤ 4

}
, und zeich-

nen Sie K.

Aufgabe 43 ( 10 Punkte)
Berechnen Sie das Volumen der folgenden Teilmenge von R

3




~x ∈ R
3

∣∣∣∣∣ ~x =



(1 + r sin u) cos v
(1 + r sin u) sin v

r cosu


 , 0 ≤ r ≤ 1

2
, 0 ≤ u < 2π , 0 ≤ v < 2π




 .

Was für ein Objekt wird durch diese Parametrisierung beschrieben?

Aufgabe 44 (parabolische Zylinderkoordinaten) (10 Punkte)
Sei ~x : R3 → R

3 definiert durch

~x(q1, q2, q3) =




q1q2
1

2
(q22 − q21)

q3


 =



x
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z


 , (x, y, z : kartesisch) .

a) Zeigen Sie, dass ~x für alle q1, q2, q3 mit q21 + q22 6= 0 lokal invertierbar ist – dort also
krummlinige Koordinaten definiert werden.

b) Wie lautet das Volumenelement dV = dx dy dz in diesen Koordinaten?
c) Sei K̃ = {~q ∈ R

3 | 0 ≤ qj ≤ 1 , j = 1, 2, 3} und K = ~x(K̃). Zeichnen Sie K und
berechnen Sie das Volumen |K|.


