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1. a) (2 Punkte) Sei K C R? ein Kreiskegel mit einer Grundscheibe vom Radius r > 0
und einer Hohe h > 0. Berechnen Sie mit Cavalieris Prinzip das Volumen von K.

b) (2 Punkte) Sei f : [a,b] — [0,00) : x — f(z) eine stetige Funktion und K C R?
der Rotationskorper, der entsteht, wenn man den Graphen von f um die z-Achse
rotiert. Zeigen Sie, dass fiir das Borel-Lebesguesche Mafl von K gilt:

A = w/: F2(z) da

2. (4 Punkte) Der Schwerpunkt S = (s1, s, 53) € R? eines (kompakten) Korpers K C R? ist

definiert durch
0
S$j=—— [ zjdx
TONMK) Ji

(7 =1,2,3), wo A(K) das Volumen von K bezeichnet. Berechnen Sie den Schwerpunkt
der Halbkugel BT = {z € B® | z3 > 0}.

3. Sei (X, A, ) ein Mafiraum und f : X — R eine messbare Funktion. f heifit wesentlich
beschrdankt, wenn es ein ¢ > 0 gibt, so dass N = {x € X : |f(z)| > ¢} eine Nullmenge
ist. Man notiert dann mit £>°(u) die Menge aller wesentlich beschrinkten, messbaren
Funktionen auf X und definiert schlieBlich || - || : £2°(1) — [0, 00) durch

[flloo := inf{e >0 u({z € X :[f(x)] > c}) = 0}

das essentielle Supremum von f.

a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass £>(u) ein R-Vektorraum ist und || - || auf L>(u) =
L°(u) /N (1) eine Norm definiert (wo A () den Unterraum der messbaren Funktio-
nen bezeichnet, die u-fast-iiberall gleich Null sind).

b) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass (L™(u), || - ||«) sogar ein Banachraum ist. (Hinweis: Fiir
eine Cauchyfolge (f,)nen in £L2(u) betrachten Sie nur x € X, wo |f.(2)| < ||fnlloo
und | f(x) — fin(2)| < || fn — finlloo filr alle m,n € N ist.)

Aufgabe 4 ist fiir die Erginzungsvorlesung zu bearbeiten.

4. (4 Punkte) Sei I — Mat,(R) : t = A(t) stetig differenzierbar und @ : I — GL,(R) eine
Losungskurve von & = A(t)® auf Mat,(R). Zeigen Sie, dass A : [ — R : t +— det(P(t))
dann Losung von & = spur(A(t))x auf R ist. (Hinweis: Zeigen Sie fiir ® = (¢1,...,¢n),

dass (det @) = 2?21 det(p1, -, 95, n)))-
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