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Aufgabe 1: Satz iiber implizite Funktionen (a und b je ein x)

a) Sei F(z,y) := 2* + y* — 1. Fiir hinreichend kleine x lésst sich die Gleichung F(x,y) = 0 durch
positive y = y(z) auflosen. Zeige ohne explizite Auflésung, dass y/(z) = —x/y ist.

b) Sei F(x,y,2) := z* + 2z cosy + sin 2. Zeige, dass fiir hinreichend kleine z,y, z die Gleichung
F(z,y,z) = 0 nach z aufgelost werden kann und berechne fiir die Losungsfunktion z(x,y) die
partiellen Ableitungen 0z/0z und 0z/0y.

Aufgabe 2: Divergenz in Kugelkoordinaten (Ein x,*)
Sei X = (0,00) x (—7,7) x (0,7) C R® und sei f: X — R? definiert durch

f(r,p,0) = (rcosesind, rsinpsing, rcos) =: (z(r,p,0),y(r,¢,0), z(r, ¢, 0)).
Sei weiter Y = f(X) und

g:Y =X, (2,y,2) = g(x,y,2) = (r(z,y,2), 0(2,y, 2),0(x,y, 2))
die Inverse von f, d.h. fog:Y — Y ist die Identitét.

a) Bestimme jeweils die Jacobi-Matrix von f und g.
b) Bestimme analog zur Vorlesung die Divergenz in Kugelkoordinaten, d.h. schreibe fiir ein belie-
biges stetig differenzierbares Vektorfeld
/Ux (x7 y? Z)
viRP =R (2,y,2) = | v (2, y,2)
v, (z,y, 2)
die Abbildung (divv) o f : R® — R als Funktion der partiellen Ableitung von v o f.

c) Bestimme nun die Matrix fiir den Basiswechsel auf die den Koordinaten angepasste Basis
(€r, ey, €9), welche durch Normierung der Basis (gradr, grad ¢, grad 6) entsteht.

d) Stelle schlieBllich das Vektorfeld vo f beziiglich der durch die Kugelkoordinaten definierten Basis
(€, €y, €9) dar, also in der Form

(vof)=(of)et (voflpes+(voflyes
und schreibe (divv) o f als Funktion der partiellen Ableitung von (vo f),, (vo f), und (vo f)e.
Hinweis: Verwende Beispiel 2.44 aus dem Skript.

Aufgabe 3: Kommutator und gemeinsame Diagonalisierbarkeit (Ein x,*)
Seien A, B € M(n,R) diagonalisierbar. Zeige die Aquivalenz der folgenden zwei Aussagen
a) AB = BA

b) A, B sind simultan diagonalisierbar, d.h. es ldsst sich eine gemeinsame Basis aus Eigenvektoren
finden.



Aufgabe 4: Globale Extrema (Ein x)

Finde globale Extrema von f(z,y) = (z — 1)> + (y — 1)? auf der Menge A = {(z,y) € R? |
22 + y? < 4}. Gehe dabei zuerst mittels Lagrange-Multiplikatoren (Maximieren/Minimieren unter
Nebenbedingungen) vor und argumentiere danach geometrisch.

Aufgabe 5: Banach’scher Fixpunktsatz (Ein x)
Seien xg € R und r > 0. Betrachte fiir stetig differenzierbares f : R — R die Funktion
¢ By(1g) =R, x> p(z)=1— f]j((iz)
Es gelte weiterhin
sap |1 @1 ‘ flwo) | 7.
2€ By (z0) f'(zo) 2 f'(x0) 2

Zeige, dass ¢ auf B,(z() genau einen Fixpunkt besitzt. Hinweis: Verwende den Banach’schen Fix-
punktsatz.



