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1 Eindimensionale Differentialrechnung

Wir beginnen mit reelwertigen Funktionen einer Variable, f : R — R.

1.1 Differenzierbarkeit und Ableitungsregeln

1.1 Erinnerung. Das Tangentenproblem
Wann hat eine Funktion f : R — R eine eindeutig

bestimmte Tangente im Punkt 2y und welche Steigung
hat diese?

Approximation durch Differenzenquotienten: f(zo+h)
A h) —
Steigung der Sekante = A—f = fl@o+ ]i f(zo) : f (o)
x

Fiir h — 0 erhélt man den Differentialquotienten:

df .. f(zo+h)— f(wo)
P h

= Steigung der Tangente . / To 7o + h :x

1.2 Definition. Differenzierbarkeit in einem Punkt

Sei I C R ein Intervall. Eine Funktion f : I — R heiit im Punkt zy € I differenzierbar, wenn der

renmert F@)~ f@o) | Flenth) - fl)
, . x)— flzo) .. xo + — J(xo
- *
existiert. Dann heifit f/(x¢) die Ableitung von f an der Stelle zy. Man schreibt dafiir auch
d df df
@f(;ro) oder @(iﬁo) oder a(m) .
f(@)—f (o)

1.3 Bemerkung. In (x) ist gemeint, dass die Funktion z — == == von I'\ {zo} nach R einen Grenzwert

bei xg im Sinne von der Definition aus dem vorigen Semester hat.

Es sei erinnert, dass dies genau dann der Fall ist, wenn der Limes

i £ln) = £(w0)

n—oo Tp — xo
fir jede Folge (xy,) in I\ {xo} mit lim,,_,o z,, = z existiert.

1.4 Satz. Lineare Approximierbarkeit

Eine Funktion f: I — R ist in 2y € I genau dann differenzierbar, wenn gilt

() fl@) =  f(wo) + a-(x—z0) + @zl —20)
) ) )
konstant linear Rest

fiir ein @ € R und eine Funktion ¢,, : {h € R|h+ 20 € [} — R mit

lim P2 _
h—0 h

Der ,Restterm* ¢z, geht fiir  — o also schneller als linear gegen Null. Es gilt dann a = f/(x0).
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Beweis. Ist f in x( differenzierbar, so gilt

f(@) — f(0)

r — X0

Fiir oz, (h) := f(xo+ h) — f(zo) — h - f'(x0) gilt somit

— f'(z0) fiir x — zo0.

lim f(z) = f(=0)

T—T0 Tr — X0

lim (Pmo(h> — lim ‘Pl‘o(x - xO) _ (
h—0 h T—T0 T — X0

) = I'(@o) =0.

Also gilt (*) mit a = f'(xo).
Ist umgkehrt f in zg linear approximierbar, so gilt

J@ = f@o) _ yem@—m0)
xr — X T —Zo

d.h. f ist differenzierbar bei x¢ mit f’(x¢) = a. O

1.5 Definition. Differenzierbare Funktionen

Eine Funktion f : I — R heiflt differenzierbar, falls sie in jedem Punkt x¢ € I differenzierbar ist.

1.6 Satz. Differenzierbare Funktionen sind stetig

Ist f: I — R differenzierbar in xg, so ist f stetig in xg.

Beweis. Aus der linearen Approximierbarkeit folgt

lim f(z) = lim (f(zo) + a(z — z0) + ¥ (z — 20)) = f(20).

T—To T—T0
Also ist f stetig in zg. O
1.7 Beispiele. (a) Die konstante Funktion f(z) = ¢ hat iiberall die Ableitung 0, da

f(x) = f(=o) 0

lim = lim =0.
T—T0 T — X T—=x0 T — X
(b) Die Identitét f(x) = x hat {iberall die Ableitung 1, da
lim L@ @) Ty
T—00 T — X z—00 T — X T—00

(c) Die Funktion f(x) = 22 hat die Ableitung

/ : z? — x(Q) :
f'(xg) = lim = lim (x + x9) = 2.
T—To0 X — i) T—T0

1.8 Satz. Ableitung der Exponentialfunktion

Die Exponentialfunktion exp : R — R hat in jedem Punkt x € R die Ableitung exp(z).

Beweis. Wir zeigen zunichst (e*)’|,—o = lim,_,o % = limg_0 eJCT_l =1 = ¢” und folgern danach (%)’ = e®
aus dem Exponentialgesetz.
Sei z,, eine Nullfolge. Dann gilt

e —1 Un 1 1

Ln ln(yn + 1) y% ln(yn + ]_) ln((yn —+ 1)1/yn),

mit y, = e* — 1, sodass ¥y, auch eine Nullfolge ist. Nehmen wir zuerst an, dass y,, > 0 ist. Dann finden wir
natiirliche Zahlen k,,, sodass k, < 1/y, <k, + 1. und

1 kn 1/ 1 kn+1
1 < (y,+1)"¥r <14+ — .
<'+m+1) <+ 1) —<'+m>




1.1 Differenzierbarkeit und Ableitungsregeln

Da (1 + é)kn — e folgt
ol ! S
Tn, In((y, +1)Y¥n)  Ine
wobei wir die Stetigkeit des Logarithmus verwendet haben. Bei nicht positiven Folgen zerlegen wir diese in
positiven und negativen Anteil und machen obiges Argument fuer die separaten Folgen.

Also ist

ex—l_

lim 1
z—0 T
und fiir g € R gilt damit
T _ %o eT—To _ 1
lim — = €™ lim =e"0.
T—=To0 T — X T—=To X — X
O
1.9 Beispiel. Die Betragsfunktion
Die Betragsfunktion abs: x +— |z| ist fiir 2 # 0 differenzierbar
-1 fir <0
() —
abs(x)—{ 1 fir z>0.
Im Punkt x = 0 ist sie nicht differenzierbar, da
-0 -0
limM =1 und limM = —1.
z—=0 1 —0 z—=0 1 —0
x>0 <0

Um zusammengesetzte Funktionen bequem differenzieren zu koénnen, benétigen wir noch die bekannten
Ableitungsregeln.

1.10 Satz. Ableitungsregeln

Seien f,g: I — R differenzierbar (in zp). Dann gilt:

(a) Fiir a,b € Rist af + bg : I — R differenzierbar (in xg) und es gilt

(af +bg) = af +bg . Linearitét der Ableitung
(b) f- g ist differenzierbar (in zy) und es gilt

(f-9)=Fg+f-d. Produktregel
(c¢) Dort wo g(x) # 0 ist, gilt

(j)’ _fl9-1d

g 9

Quotientenregel

Beweis. (a) Das folgt aus den Regeln fiir Grenzwerte.

(b) Da f insbesondere auch stetig ist, folgt die Behauptung, indem man in

f(flf)g(x)m—_i(fvo)f(xo) _ f(x)g(ﬂf) - 9(zo) n g(wo)f(ﬂf) - f(xo)
0 x — xg T — xg
den Limes x — x( bildet.
(¢) Zunéchst ist (é)l = ‘g—g/, da analog zu (b)
1 1
9@ 9@ 1 g(®) —9(x) 2mae —g'(20)
v—w  gwolgle) (w—m)  g%o)

gilt. Mit der Produktregel folgt dann sofort

(L) = us(B) - t0.
g g g g
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1.11 Satz. Kettenregel

Seien f: I — R und g : J — R differenzierbar mit g(J) C I. Dann ist auch fog:J — R differenzierbar
und es gilt

(fog)(@) =(fog)(@)-d(x) (=7 (9)d())
Beweis. Da f differenziewrbar ist gilt

Flg(a +h)) = f(g(x)) = f'(g(2))(g(x + h) = g(2)) + ¢L(g(z + h) — g(2)),

¢ (s)

== = 0. Auf Grund der Differenzierbarkeit von g gilt weiters

g(x +h) —g(x) = g'(x)h + ©5(h).

sodass lim,_,q

Damit sehen

flg(xz+n)) = fg(x)) = f'(g(x))g'(x)h + Resty,
wobei limy,_,g Resty /h = 0, was die Behauptung zeigt. O
1.12 Satz. Die Ableitung der Umkehrfunktion

Es sei f : I — J stetig und bijektiv, I, J C R Intervalle. Es sei f differenzierbar in 2o € I mit f’(x¢) # 0.
Dann ist die Inverse f~! : J — I differenzierbar in yo := f(zo) € J mit

1y B 1 B 1
U0 w0) = 56y = Pt

Beweis. (a) Graphisch: Eine Spiegelung an der Diagonalen invertiert die Steigung.

(b) Analytisch: Es gilt mit den Vorausetzungen, dass f~! : J — I ebenfalls stetig ist. Fiir jede Folge
(yn) in J mit y, — yo,Yn # Yo, gilt daher =, := f~(y,) € I, x,, # w0 und z,, — f~(yo) = zo. Da f
in xg differenzierbar ist, folgt

Ty — T 1

R A (7 e et (70 N _
A = e = @) (o)

(c) Wenn wir einmal wissen dass f~! differenzierbar ist, dann kann man den Wert der Ableitung leicht
folgendermaflen ausrechnen. Einerseits gilt

d:vf_l o f(z) = P L,
andererseits mittels Kettenregel
1= 5o fa) = (@) @),
also, mit y = f(z) unf z = f~(y),
Y 1
R TR

Nun konnen wir die uns bisher bekannten Funktionen differenzieren:

1.13 Beispiele. (a) Fiir f,(z) := 2™, n € Ny, gilt
fo(x)=0 und f/(z)=na™"! fir n €N.

Beweis: Ubung: Fiir Polynome p(z) = Z?:o ajx’ gilt also

n n—1
p(z) = Zajjxj_l = Zaj+1(j + 1)’ .
j=1 §=0



1.1 Differenzierbarkeit und Ableitungsregeln

(b) Die Logarithmusfunktion In : (0,00) — R hat mit Satz 1.12 die Ableitung

oy 11
In'(y) = exp/(In(y))  exp(In(y)) vy

(c) Die Ableitung von Sinus und Kosinus.

Wir wissen bereits, dass lim; 0 *2* = 1, und aus

_ 2z z\2 _ 22
0<1—cosx=2sin §§2(§) =5

folgt
lim ST .
x—0 x

Mit Hilfe der Additionstheoreme folgt dann

. sin(z + h) —sinx . sinzcosh -+ cosxzsinh — sinx
sin’(z) = lim = lim
h—0 h h—0 h
. sin h . cosh—1
= lim (cos:v —i—smx7> =CoszT
h—0 h
und
, cos(z + h) — cosx . coszcosh —sinxsinh — cosx
cos'(z) = lim = lim
h—0 h h—0 h
. . sinh cosh—1 .
= hm(—smx +COS$7):—SIH.%'.
h—0
(d) Fiir arcsin : (—=1,1) — (=%, %) ergibt sich
arcsin’(y) = ! = L = ! = !
sin’(arcsiny)  cos(arcsiny) /1 — sin?(arcsin y) 1—y2’

da cosx > 0 fiir z € (—g

5)-
(e) Fiir arccos: (—1,1) — (0,7 1

. . . e / _
) zeigen Sie in den Ubungen, dass arccos’(y) = T

(f) Ebenfalls in den Ubungen wird tan’z = —5— = 1 + tan? z mit Hilfe der Quotientenregel gezeigt.

cos? x

(g) SchlieBlich gilt fiir arctan : R — (=%, %)

1
14+y%°

1
tan’(arctan y)

arctan’ y = = (1 + tan®(arctany)) ' = (1 +¢y*) ! =

Wie Sie aus der Schule wissen, liefern die Nullstellen der Ableitung Kandidaten fiir lokale Extrema.

1.14 Definition. Lokale Extrema
Sei I C R ein offenes Intervall. Wir sagen, dass f: I — R bei zp € I ein

- lokales Maximum hat, falls

30 > 0 Vo € Bs(zo) NI : f(x) < f(zo)

- lokales Minimum hat, falls
30 > 0 Vz € Bs(zo) NI : f(x) > f(zo)

1.15 Satz. Notwendiges Kriterium fiir lokales Extremum
Sei I ein offenes Intervall. Hat f : I — R bei g € I ein lokales Extremum (Maximum oder Minimum) und
ist f bei x differenzierbar, so ist f’(zg) = 0.
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Beweis. Sei xg lokales Maximum, dann gilt

f'(zo) = lim <0
T—x0 T — X ;;gg T — X
und
eoTo X — X
xr<xo
also f’(x¢) = 0. Fiir ein Minimum verfahre man analog. O

1.2 Der Mittelwertsatz

1.16 Satz. Satz von Rolle
Sei f : [a,b] — R stetig und in (a,b) differenzierbar und f(a) = f(b). Dann existiert ein z¢ € (a,b) mit
f/(l’o) = O.

Beweis. Ist f(x) = f(a) fiir alle z € (a,b), so ist f/(z) = 0 fiir alle x € (a,b). Andernfalls ist sup f > f(a)
oder inf f < f(a). Deshalb nimmt f sein Maximum (oder Minimum) in einem Punkt zg € (a,b) an, wo nach
Satz 1.15 f'(x¢) = 0 gilt. O

1.17 Satz. Mittelwertsatz
Ist f :[a,b] — R stetig und in (a,b) differenzierbar, so gibt es (mindestens) ein z¢ € (a,b) mit

: _ [ = f(a)
fao) = b—a
Steigung der Tangentebei zp = Steigung der Sekante durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)).

Beweis. Satz von Rolle “gekippt”: Betrachte die Funktion
h:la,b) = R, h(z):= f(z)— (z —a)

Es ist g in (a, b) differenzierbar, in [a, b] stetig und es gilt h(a) = f(a) = h(b). Also liefert der Satz von Rolle
die Existenz eines z¢ € (a,b) mit

0 = h'(z0) = f'(x0) — f(b()) : i:(a)
O
1.18 Korollar. Sei f : (a,b) — R. Dann gilt
[ ist differenzierbar mit f’(z) = 0 fiir alle z € (a,b) <= [ ist konstant.
Beweis. Ubung. O

1.19 Bemerkung. Dieses Korollar scheint offensichtlich, spielt aber eine wichtige Rolle, da es die Eindeu-
tigkeit von Losungen von Differentialgleichungen liefert: haben zwei Funktionen die gleiche Ableitung, also
f'(xz) = ¢’(x) und stimmen sie fiir ein zg iiberein, also f(x¢) = g(z0), so muss schon f(z) = g(z) fiir alle x
gelten.

Beweis. Nach dem Korollar impliziert f'(z) — ¢'(x) = 0, dass f(z) — g(x) konstant ist. Die Konstante kann
aber wegen f(xo) = g(xo) nur Null sein. O

1.20 Korollar. Sei f : [a,b] — R stetig und differenzierbar auf (a,b). Dann gilt:

(a) Es ist f genau dann monoton wachsend (bzw. fallend), wenn fiir alle = € (a,b) gilt, dass f'(z) > 0
(bzw. f'(z) <0).
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(b) Ist f'(x) >0 (bzw. f'(x) < 0) fiir alle z € (a,b), so ist f streng monoton wachsend (bzw. fallend).

Beweis. (a) ,=* liest man aus dem Differenzquotienten ab.
»,<=“ Fiir a < x < y < b existiert nach dem Mittelwertsatz ein € € (x,y) mit f(y)— f(z) = f'(§) (y—=z).
Ist f'(§) = 0 so folgt f(y) = f(x), ist f'(§) < 0 so folgt f(y) < f(x).
(b) Wie (a) ,,<=*, nur mit strikter Ungleichung.
O

1.21 Bemerkung. Es gibt aber streng monotone Funktionen deren Ableitung in einem Punkt verschwindet,
z.B. x — 3.

1.22 Satz. Verallgemeinerter Mittelwertsatz

Seien f,g : [a,b] — R stetig und in (a,b) differenzierbar. Sei weiterhin ¢’(x) # 0 fiir alle € (a,b). Dann
gibt es ein xg € (a,b) mit

f) = (@) _ f(ao)

9(b) —gla)  g'(z0)

(Fiir g(z) = « ist das der obige Mittelwertsatz.)

Beweis. Zunichst ein Hinweis: Man kann nicht einfach die Aussagen des Mittelwertsatzes

f) = fa) = (b—a)f'(z0), g(b) — g(a) = (b—a)f'(do)

durcheinander teilen, da ja im Allgemeinen zg # Zg gilt. Allerdings kann man den Beweis des Mittelwert-
satzes eins zu eins auf die allgemeinere Situation iibertragen: Wegen ¢'(z) # 0 ist mit dem Mittelwertsatz

g(b) —g(a) = (b —a)g'(x0) #0.

Wir koénnen also

TR _ f() = fla)
hia) = £(2) ~ (a) — gla) T =
betrachten. Wieder ist h in (a,b) differenzierbar und h(a) = f(a) = h(b). Also gibt es nach Rolle ein
xo € (a,b) mit
f() — f(a

0= h'(x0) = f'(z0) — p

1.3 Der Satz von Taylor und Taylorreihen

1.23 Definition. Ableitungen héherer Ordnung

Ist f: I — R differenzierbar, so ist f’ : I — R wieder eine Funktion. Falls f’ ebenfalls differenzierbar ist, so
nennt man f” := (f') =: f? die zweite Ableitung von f. Entsprechend definiert man die n-te Ableitung

£,

FOrD = (FMY fir n> 1.

f(n) ﬁ_ d”f:<d> f.

T et dan dz

Man schreibt auch

1.24 Satz. Leibniz-Regel
Sind f: I - Rund g : I — R je n-mal differenzierbar, so ist auch das Produkt fg der Funktionen n-mal

differenzierbar und es gilt
n _
Goa™=%" <k> 09 4nk)
k=0

wobei f(0) .= f ist.
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Beweis. durch Induktion: n=0 (f- g)(o) =f-g= 22:0 (2)f(k)g(o_k)
n=n+1

n d n d g n n— . n n— n—
(- g)+) = (u(f.g)mzmz(k)f(k)g( k)zz<k><f(k+1)g( ) 1 gt

k=0 k=0

- G ) e
S () Qe e
-1 n n
= < 3— ) (0) n+1) + <n—1|— 1>f(1)g(n) ot <n;§ 1>f(n)g(1)

n 4+
i 1> f(n+1)f(n+1)g(0)

n+1 n
_ Z(k) 09 (418
k=0

1.25 Definition. Stetig differenzierbare Funktionen

Eine Funktion f : I — R heifit stetig differenzierbar, falls f differenzierbar ist und f’: I — R stetig ist.
Eine Funktion f : I — R heit n-mal stetig differenzierbar, falls fn-mal differenzierbar ist und f(
I — R stetig ist. Die Funktionen f®), k =0,...,n — 1 sind dann offenbar auch stetig, da sie differenzierbar
sind.

Mit C™(I) bezeichnet man den Raum der n-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf 1.

Wir kommen nun zu einem der wichtigsten Sétze der Analysis, dem Satz von Taylor. Wir haben in Satz 1.4
gesehen, dass Differenzierbarkeit dquivalent zu linearer Approximierbarkeit ist. Der Satz von Taylor sagt
nun, dass sich Funktionen in C™*1(I) durch Polynome vom Grade n lokal bis auf Fehler der Ordnung
(z — 20)"*! approximieren lassen.

1.26 Satz. Satz von Taylor

Sei f € C"TY(I) und x¢ € I. Dann laBt sich f(x) fiir # € I wie folgt niherungsweise durch ein Polynom
(das Taylorpolynom vom Grad n bei zg) in (x — x¢) darstellen:

/ f(n) (1'0) n
flx) = f(zo) + fl(xo)(x—20) + ... + T(l‘—xo) + Ry (x,x0)
(k)
= Zf k('wo)(x—x)k + Ry (x,x0)
k=0 ’
Taylorpolynom ;gm Grad n beizg
Das Restglied hat die Form
o f(nJrl) (5) n+1
R (z,20) = m($—$0) )

wobei & = &(x) zwischen xg und z liegt, also £ = z¢g + 6(z — xp) mit 0 < 6 < 1.

1.27 Bemerkung. (a) Fiir n = 1 ist sowohl die Annahme, f € C2, als auch die Aussage, Ry = C(x—x¢)?,
starker als in Satz 1.4. Dort haben wir lediglich f differenzierbar angenommen und vom Restglied
wissen wir dann nur, dass

R
lim 72((13,.%0)
T—=To T — X

=0.

(b) Die Form des sog. Lagrangeschen Restglieds merkt man sich wie folgt: R, (x) sieht so aus, wie das
(n+ 1)-te Glied aussehen wiirde, nur wird f (+1) an der Stelle € statt bei 2y ausgewertet. Dabei hingt
¢ nun von z ab und wir kennen £(x) im Allgemeinen nicht.

Sobald wir integrieren kénnen, werden wir noch eine andere Form des Restglieds kennenlernen.
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Beweis. des Satzes von Taylor: Fiir festes © € I seien

_ =~ fU() : B O
F(t) := f(:r)—jz_; i (x—t) und G(t) := RCERVIE
Nun ist
n o pG+) o G) (n+1)
(o) = S = - (f - - T e >> - Ly
Jj=0 ' ’ ’
und "

Setzen wir nun t = xg bzw. z, so liefert der verallgemeinerte Mittelwertsatz, Satz 1.22, ein £ zwischen xg

und x mit
F(z) = F(zo) _ F'(§)

G(z) = G(zo)  G'(§)

= 1)

Da
F(z)=G(z) =0, folgt F(xo) = G(x) f"(€),

also die Behauptung. O

Ist eine Funktion f beliebig oft differenzierbar, man schreibt dann f € C°°(I), so heifit die Reihe

O 4(n)(y
ST
n=0 :

die Taylorreihe von f an der Stelle xg.
Es stellt sich die Frage, ob die Taylorreihe konvergiert, und wenn ja, ob ihre Summe dann gleich f(z) ist.

Letzteres gilt offenbar genau dann, wenn das Restglied R, (x) fiir n — oo gegen Null geht.

1.28 Satz. Hinreichendes Kriterium fiir lokales Extremum
Sei I ein offenes Intervall und f € C?(I).

(a) Hat f bei 29 € I ein lokales Maximum (bzw. Minimum), so gilt notwendigerweise

fi(x0) =0 und  f"(x0) <0 (bzw. f"(x0) >0).
(b) Gilt bei zg € I
fi(x0) =0 wund  f"(z0) <0 (bzw. f"(x0) >0),
so hat f bei zp ein lokales Maximum (bzw. Minimum).
Beweis. Das folgt sofort aus der Taylorentwicklung um den Punkt zq (Ubungsaufgabe). O

1.29 Satz. Regel von de I’Hospital

Es seien f, g : (a,b) — R differenzierbar, wobei —oo < a < b < oo und ¢'(x) # 0 fiir alle 2 € (a,b). Weiter
gelte

lim f(z) = lim g(x) =0

r—ra T—ra

oder
lim g(z) = +o0.

r—a

Dann gilt

lim M = lim I'()
2 g@)  #e g (o)

falls der rechtsstehende Grenzwert exisiert. Die analogen Aussagen gelten fiir z — b.
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Beweis. Wir betrachten den Fall a € R und lim,_,, f(z) = lim,;_,, g(z) = 0, kénnen also mittels der Setzung
f(a) = g(a) = 0 die Funktionen f und g stetig auf das Intervall [a,b) fortsetzen. Der verallgemeinerte
Mittelwertsatz liefert dann fiir z € (a,b)

fl@) _ f@)—fla) _ f(z0)

() = 7@ — g(a) = 7 (20) firein a<xzg<x.

Daraus folgt die Behauptung dann fiir x — a. Fiir die anderen Félle siche W. Walter, Analysis I, Satz
10.11. O

Eine der wichtigsten Eigenschaften der Analysis ist Konvexitéit (Konkavitit).

1.30 Definition. Eine Funktion f: A — R heifit konvex, A C R" falls Vx,y € A und ¢ € [0, 1] gilt, dass

fltz+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —1t)f(y).

Gilt stets < falls z # y und t € (0,1), so heifit f strikt konvex. Es gilt weiters f (strikt ) konkav <& —f
strikt konvexz.

1.31 Satz. Seien I C R ein offenes Intervall und f : I — R zweimal differenzierbar. Dann gilt: f ist konvex
genau dann wenn f”(z) > 0 Vx € I.

Beweis. Es geniigt zu zeigen: f konvex < f’ ist monoton wachsed.

=: Wir zeigen dass fiir beliebiges y € I, die Funktion x — %ﬁ(y) eine monoton wachsende Funktion ist

in I'\ {y}. Wir zeitgen dies zuerst fiir > y. Also wir nehmen 5 > 21, und beide > y. Dann gibt es ¢ € [0, 1]
sodass x1 = (1 — t)y + txs und aufgraund der Konvexitét

fl@1) = f(1 =)y +tza) < (1 =) f(y) + tf(x2),

und somit

fle) = fly) _ t(f(x2) = f(y) _ flz2) = f(y)
ri—y T tw2—vy) T -y

Gilt nun z; < 3 < y, dann haben wirmit zo = (1 — t)x; + ty, dass

fla2) = fy) < (A=) (f(2z1) = f(y)-

Daxzg—y=(1—1t)(z1 —y) <0, gilt
fz2) — f(y) > A —)(f(z1) — f(y)) _ flz1) = fly)

Ty —y (1—=0)(x1—v) Ty —y

Sei nun f differenzierbar, sodass der Differenzenquotient existiert, dann gilt fiir z; < xo , dass

F(z1) = lim+ f(@) = f(z1) < f(z2) — f(21) _ f(@1) = f(x2) (1.1)
z—a] L —I T2 — I1 T1 — X2
< Jim L@ @) ey (1.2)

o Tz r— 122

<=: Sei nun umgekehrt f’(x) monoton wachsend, und = < y. Wihle z = (1 — t)x + ty. Dann gilt mit dem
Mittelwertasatz und der Monotonie der Ableitung, dass

f(A =tz +ty) = flx) _ f(z) = fl@) _ fly) = f(z) _ fly) = f(O =Dz +ty)

t(y — z) z—x T y—z (1=t)(y — =)

I

f(A =tz +ty) < (1 —t)f(z) +1f(y)

impliziert. O
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1.3 Der Satz von Taylor und Taylorreihen

Damit kénnen wir auch folgern, dass jedes lokale Minimum einer konvexen Funktion automatisch auch
ein globales Minimum ist. Also, falls eine konvexe Funktion fifferenzierbar ist, so ist jeder kritische Punkt
automatisch ein globales Minimum.

1.32 Satz. Sei f: I — R konvex, dann gilt
(a) Jedes lokale Minimum von f ist ein globales Minimum.

(b) Ist f strikt konvex so gibt es hochstens eine Stelle eines Globalen Minimums.

(c) Ist f differenzierbar, und f’(zg) = 0, so ist zp Stelle eines globalen Minimums.

Beweis.  (a) Sei xq Stelle eines lokalen Minimums, als es gibt ¢, sodass f(z) > f(z) fiir alle z € Ug(x).
Sei y € I beliegig. Dann gibt es t € [0,1], sodass z = (1 — t)xg + ty € Us(x0), und f(zo) < f(z) <
(1 =t)f(x0) + tf(y), und somit auch f(zg) < f(y).
(b) Sei x # y zwei Stellen globaler Minima, dann gilt

FGe+ ) < 5@ + 55 0) = @)

somit haetten wir Widerspruch.
(c) Ubung.
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2 Mehrdimensionale Differenzierbarkeit

2.1 Definition. Wegzusammenhang

Sei X = R"™. Eine Teilmenge Y C
X heifit wegzusammenhingend,
wenn es zu je zwei Punkten yg,y1 €
Y einen Weg von gy nach y; in Y
gibt, d.h. eine stetige Abbildung « :
[0,1] = Y mit a(0) = yo und a(1) =
Y1-

«

0 t 1

2.2 Satz. Seien X und Y Teilmengen von R”, bzw R™, und sei f : X — Y stetig. Dann gilt: Ist A C X
wegzusammenhingend, so ist auch f(A4) C Y wegzusammenh#ngend.

Beweis. Seien yo,y1 € f(A) beliebig und xg,x; € A so, dass f(xg) = yo und f(z1) = y;. Dann gibt es
nach Annahme einen stetigen Weg « : [0,1] — A mit a(0) = zp und (1) = z;. Dann ist auch f = foa«
stetig und damit ein Weg von (f o «)(0) = f(xz0) = yo nach (f o a)(1l) = f(x1) = y1. Also ist f(A)

wegzusammenhéngend. O

2.3 Definition. Gebiet

Sei X = R™. Eine nichtleere Teilmenge U C X heifit Gebiet in X, falls U offen und wegzusammenhéngend
ist.

Im Folgenden wird meist aus rein praktischen Griinden vorausgesetzt, dass Funktionen auf Gebieten definiert
sind.

2.4 Bemerkung. Die Gebiete in R sind genau die offenen Intervalle (a,b) C R mit a < b, a € {—oc0} UR
und b € RU {o0}. Beweis. Ubungsaufgabe.
2.5 Definition. Partielle Ableitung

Sei n > 1 und G C R™ ein Gebiet. Fiir x € G und j € {1,...,n} heiBt eine Funktion f : G — R im Punkt
z in die j-te Koordinatenrichtung partiell differenzierbar, wenn der Grenzwert

o fathe) - ()
h—0 h

existiert, wobei e; den j-ten kanonischen Basisvektor des R™ bezeichnet. Wir schreiben dann

LN { 1) I AC0)
b (@) = Dyf(a) = 0,1 (x) 1= Jim L2

und nennen diese Zahl die j-te partielle Ableitung von f in z . Die drei angegebenen Schreibweisen sind
alle gebrauchlich und wir werden sie auch alle verwenden.

2.6 Bemerkung. Zur Erinnerung: Dass der limj_,( existiert bedeutet, dass fiir alle Nullfolgen (hg)ren in
R\ {0} mit hy derart, dass x + hyre; € G ist, der Grenzwert

lim f(z + hgej) — f(x)
k—o0 hk

existiert und damit auch fiir all diese Folgen gleich ist.

13



2 Mehrdimensionale Differenzierbarkeit

2.7 Bemerkung. Man fiihrt also in dieser Definition die Differenzierbarkeit einer Funktion mehrerer
Verinderlicher auf die Situation einer reellen Veranderlichen zuriick. Setzt man g(z;) = f(x1,22,...,2j,...,Zp)
fiir festes x; falls i # j, so ist (fg%(x) = ¢ (z;).

2.8 Beispiel. Euklidische Norm
Betrachte die Radiusfunktion

r:R" —[0,00), x> r(z)=|zl2=1/2? +... +22.

Dann ist r fiir alle x € R™\{0} und j € {1,...,n} partiell in die j-te Richtung differenzierbar und es gilt

1 21, T
ojr(z) = 3 J =

Vot ta lal

2.9 Definition. Partielle und stetige partielle Differenzierbarkeit
Sei G C R"™ ein Gebiet und f eine reelle Funktion auf G, also f : G — R.

(a) Fiir x € G heifit f in = partiell differenzierbar, wenn f in alle n Richtungen partiell differenzierbar
ist. Man nennt dann den Vektor

grad f(z) = Vf(x) = (01f(2), ..., nf(x)) € R”

den Gradienten von fin x.
(b) Es heifit f partiell differenzierbar in G, falls f in allen Punkten in G partiell differenzierbar ist.

(c) Es heifit f stetig partiell differenzierbar in G, falls f partiell differenzierbar in G ist und die
partiellen Ableitungen 0;f : G — R, j =1,...,n, stetig sind.

2.10 Bemerkung. Man beachte, dass die partielle Differenzierbarkeit einer Funktion f : G — R in einem
Punkt = € G im Allgemeinen nicht, wie im Fall n = 1, die Stetigkeit von f in z nach sich zieht. Betrachte
z.B. die Funktion f : R? — R,

0 wenn zy =20

1 wenn xy # 0.

f(z,y) :{

Dann ist f nédmlich in (z,y) = (0,0) partiell differenzierbar mit gradf(0,0) = (0,0), aber offenbar nicht
stetig. Wir werden jedoch sehen, dass jede Funktion f die in einem Gebiet stetig partiell differenzierbar ist,
dort auch stetig ist.

2.11 Bemerkung. Rechenregeln fiir partielle Ableitungen
Da der Begriff der partiellen Differenzierbarkeit einer Funktion f : G — R, G C R ein Gebiet, auf den
der Differenzierbarkeit einer Funktion in einer Verénderlichen zuriickgefithrt werden kann, gelten auch die
bekannten Rechenregeln:
(a) Linearitét: Sind f,g : G — R partiell differenzierbar und A € R, dann sind auch f + ¢ : G — R und
Af : G — R partiell differenzierbar und es gilt fiir j € {1,...,n}

0i(f+9) = 0;f +0;g
95 (A f) AO;f .

Insbesondere ist also
CY@G):={f: G — R | f stetig partiell differenzierbar }

ein reeller Vektorraum.
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(b) Produktregel: Sind f,g : G — R partiell differenzierbar, so auch ihr Produkt fg : G — R und ihr
Quotient f/g: G — R (falls g # 0 auf G).

Fiir j € {1,...,n} gilt dann
9;(f9) = (9;f)g+ f(9;9)
8j(i) (95f)g — f(99)

g g2

(c) Kettenregel: Ist f : G — R partiell differenzierbar und h : R — R differenzierbar, so ist auch
h o f : G — R partiell differenzierbar und es gilt

Oj(ho f)=(h'of)0;f.

2.12 Beispiel. Ist f : R" \ {0} — R eine rotationssymmetrische Funktion, d.h. f(z) = f(y) falls
lz|| = |ly||, so gibt es eine Funktion A : (0,00) — R, so dass f(x) = h(]|z||) fiir alle z € R™\ {0}. Wihle z.B.
h(r) = f(r,0,0,...,0). Es ist also f = hor mit r(z) = ||z|| wie zuvor. Ist nun f partiell differenzierbar, so
ist auch h differenzierbar (h'(r) = 01 f(r,0,...,0)) und es gilt fiir j € {1,...,n}

0if(@) = 9j(hor)(x)= (W or)(z)djr(x)
= (| H)” i

also gradf(z) = h'(||z|]) & Tl

2.13 Definition. Vektorwertige Funktionen

Seien m,n > 1, G C R™ ein Gebiet und f : G — R™ eine vektorwertige Funktion, also f = (f1,..., fm)
mit f; : G — R fiir ¢ = 1,...,m. Wir sagen, dass, f (stetig) partiell differenzierbar ist, falls jede
Komponente f; (stetig) partiell differenzierbar ist.

2.14 Definition. Vektorfeld
Sei G C R™. Eine Abbildung f : G — R" heifit ein Vektorfeld auf G.

2.15 Beispiel. Gradient als Vektorfeld
Sei G C R™ ein Gebiet und f : G — R partiell differenzierbar. Dann ist gradf : G — R" ein Vektorfeld.

2.16 Definition. Divergenz und Laplace
Sei G C R" ein Gebiet.
(a) Fiir ein partiell differenzierbares Vektorfeld f : G — R™ heifit die Funktion

divf:G — R

x — divf(z Z gfj
Lj

die Divergenz von f.

(b) Sei f: G — R partiell differenzierbar und sei auch gradf : G — R™ partiell differenzierbar, so heif}t
die Funktion

Af:G —- R

n_ a9
v o Af(e) = div(gradf)@) = 3 01

Laplace von f.
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2 Mehrdimensionale Differenzierbarkeit

2.17 Beispiel. (a) Die Identitét id : G — R"™, x +— x, ist ein partiell differenzierbares Vektorfeld auf G.
Thre Divergenz ist

(b) Die Abbildung f : R"\ {0} —» R", z % = grad r ist ein partiell differenzierbares Vektorfeld auf
R™\ {0}. Die Divergenz ist

0 [ xj = 1 3
divf(z) = — <9> = S |
;é; Oj \llzl /) = \ll=l el

1 |z n—1

2l flf® el

Also ist Ar = div(gradr) = =1,

r

2.18 Definition. Richtungsableitung

Sei G C R™ ein Gebiet und f : G — R™ eine Funktion. Unter der Richtungsableitung von f im Punkt x € G
in Richtung v € R™, mit ||v|| = 1, versteht man den Differenitalquotienten

flz + ) = f(z)
h )

d
) g D’U — — —_0) = 1
0uF(x) = Dof(x) =~ f(a + hv)lco = Jim
falls dieser existiert. Fiir v = e; ist 0, f also gleich der j-ten partiellen Ableitung 0;f .

2.19 Satz. Richtungsableitung und Gradient

Sei G C R™ ein Gebiet und f : G — R stetig differenzierbar. Dann gilt fiir jedes x € G und jeden Vektor
v e R" mit |v|| =1,

Oy f(x) = (Vf(x),v)
wobei V f = gradf.

Proof. Der Beweis wir einfach aus der verallgemeinerten Kettenregel folgen. Wir skizzieren hier einen Beweis
fir n = 2: Mit v = (v1,v2) und = = (1, x2) gilt

f(z+ hv) — f(x) = f(x1 + hvr, xa + hve) — f(x1, 9 + hva) + f(z1, 22 + hve) — f(x1,22)
= 81f<$1,$2 + hvg)h’l)l + cpl(fwl) + 82f($1,1‘2)h?)2 + g@(hvg). (2.1)

Mit der Stetigkeit der partiellen Ableitung und der Definition von Differenzierbarkeit von Funktionen von
einer Variablen folgt, dass
L et o)~ f()
h—0 h

=Vf(z)- v

O

2.20 Bemerkung. (a) Ist Vf(z) # 0, so ist der Winkel 6 zwischen den Vektoren v und V f(z) definiert
und es gilt

O f(x) = (Vf(x),0) = [[Vf (@) ||v]| cos b

Die Richtungsableitung ist also maximal, falls v und V f(x) die gleiche Richtung haben. Der Vektor
Vf(x)/||Vf] gibt also die Richtung des stirksten Anstiegs von f an.
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2.21 Bemerkung. Betrachten wir nun den Spezialfall, A C R?, und f : A — R stetig differenzierbar. Dann
ist der Graph von f die Fliache

{(z,y, f(z,9)) : (z,y) € A}.
Die Tangentialebene an den Graphen im Punkt (Z,y, f(Z,y)) ist gegen durch:

2= f(Z,9) + f(2,9) (@ —2) + f,(2,9)(y — 1),

und die Tangente an den Graphen in Richtung v = (v1,v2), ||v]| = 1, ist gegeben durch:

x 71
ly: d’(t) = Y +t V2
f(jvg) Vf(i',ﬂ)v

Die Steigung der Tangente in Richtung oder dquivalent dazu die Steigung des Graphen in Richtung v im
Punkt (z,9, f(z,7)) lautet

6fv('f7g) - Vf(.f,ﬂ) " .

Sucht man eine Tangente an den Graphen mit einer vorgegebenen Steigung k, so miissen v; und vy so gesucht
werden, dass

vitvi=1 Vf(@g) v=k
gilt. Zwei interessante Spezialfille sind die Tangenten in Richtung des steilsten Anstieges und die waagrechte

Tangente.

2.22 Definition. Die r-mal stetig partiell differenzierbaren Funktionen C"(G)

Sei G C R" ein Gebiet und r € N. Eine Funktion f : G — R heifit r-mal stetig partiell differenzierbar,
wenn fiir alle j = (ji,...,7,) mit j1,...,j, € {1,...,n} gilt:

o f ist stetig partiell differenzierbar
e 0; f ist stetig partiell differenzierbar
e 0j,(0;, f) ist stetig partiell differenzierbar.

® 0;_,---0; f ist stetig partiell differenzierbar, also 9;, - -- 0, f ist stetig.

Jr—1

Wiederholte Anwendung von 2.11 (a) liefert, dass
C"(G):={f : G — R| f ist r-mal stetig partiell differenzierbar }

ein reeller Vektorraum ist.

2.23 Notation. Ist f r-mal stetig partiell differenzierbar, so schreibt man auch

af

3.TjT e al‘jl

(x) = 8j, -~ 9j f(x)
fir jedes j = (j1,...,Jr) € {1,...,n}".

2.24 Satz. von Schwarz

Sei G C R" ein Gebiet, f : G — R zweimal stetig partiell differenzierbar und 1 < ¢, 5 < n. Dann vertauschen
die partiellen Ableitungen, d.h. fiir alle x € G gilt
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2 Mehrdimensionale Differenzierbarkeit

Beweis. Wir beschrinken uns im Beweis auf den Fall R2. Fiir (h, k) € R? sei

Wir werden zeigen dass
. A(h, k)
1 o W 7 O
(ks (00) ik Jfuy(2,9)

und
A(h, k)

I
(h,k)lgio,o) hk

= fy:v(37ay>7

womit dann die Behauptung folgt. Seien

Mittels zweimaliger Anwendung des Mittelwertsatzes bekommen wir fiir geeignete 0,6’ € [0, 1]

A(h, k) =p(h, k) — ©(h, 0) = by (h, 0k)k = [f, (2 + hyy + 0K) — f,(z,y + K]k
=foy(z + 0'h,y + 0k)hk,

als auch fiir geeignete v, 1/, dass

A(h, k) =p(h, k) = ¢(0, k) = ¢z (vh, k)h = [fo(x +vh,y+ k) = fa(z + vh,y)]h
=fay(x + vh,y + V'Ek)hk.

Obige Aussage folgt durch die Annahme dass f zweimal stetig differenzierbar ist in einer Umgebung von
(z,y). Denn unter dieser Voraussetzung gilt, dass fyy(x+6'h, y+0k) als auch fo,(z+vh,y+1'k) konvergieren
fir (h,k) — (0,0). O
2.25 Definition. Hesse-Matrix

Fiir f € C?(G) und x € G nennt man die n x n - Matrix

o1 f(x) O02f(x) - OOnf(z)
Hessa) = | 070 BRI BT
001 f(x) Opdaf(z) -+ OnOpf(x)

die Hesse-Matrix von f in x. Wegen Satz 2.24 ist Hessf(z) symmetrisch.

2.26 Bemerkung. Sei f: R” — R. Dann ist die zweite Ableitung von f in Richtung v gegeben durch

d2

S| ) = Hessf ().

In dem Sinne ist die Matrix Hessf(z) die zweite Ableitung von f an x, und die Eigenschaften dieser Matrix

werden entscheiden sein, ob an dem Punkt z ein lokales Minimum oder Maximum sein kann. Dies wird von
den Eigenwerten der Matrix Hessf(z) abhaengen. Dazu kommen wir spéter.

2.27 Beispiel. Fiir f € C?(G) gilt

n a9
Af) = div(eadf)) =3 2L
j=1

= Spur(Hessf)(z).

<o
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2.28 Definition. Rotation eines Vektorfeldes

Sei G C R? ein Gebiet und v : G — R3 ein partiell differenzierbares Vektorfeld, v = (v1, v2,v3). Man definiert
die Rotation von v durch rotv : G — R3,

2.29 Notation. Nabla-Operator

Fiihrt man V als “vektorwertigen Operator” ein, den sogenannten Nabla-Operator,

0 0
V = <61’178$n) —(81,...,8n),

so schreiben sich Gradient, Divergenz, Rotation und Laplace folgendermafien:

gradf = (31f7-- Onf)=Vf

. 0v;
dive = Zaa}j = =V-v
Af = div(gradf)=V-Vf
rotv = V xwv.

2.30 Korollar. zu Satz 2.24. Sei G C R? ein Gebiet .
(a) Fiir f € C%(G) gilt rot(gradf) = 0.
(b) Fiir v € C?(G,R?) gilt div(rot v) = 0.

Beweis. Ubungsaufgabe: Man rechne nach, dass man V formal wie einen Vektor behandeln kann:
rot(gradf) = VxVf=0,
div(rotv) = V- (Vxwv)=0.
O

2.31 Beispiel. Sei F': R™\ {0} — R zweimal stetig partiell differenzierbar und rotationssymmetrisch, also
F(z) = f(r(z)) mit r(z) = ||z|| und f € C?((0,00)). Dann ist auch AF : R™\ {0} — R rotationssymmetrisch,
also AF = gor fiir eine stetige Funktion g : (0,00) — R und es gilt

g(r) = f"(r) + fi(r).

n—1

r

Beweis. Ubungsaufgabe O

Wir fiithren nun einen etwas anderen Differenzierbarkeitsbegriff ein, der im Gegensatz zur partiellen Diffe-
renzierbarkeit geometrisch motiviert ist und die geomentrische Bedeutung der Ableitung als lineare Ap-
proximation in den Vordergrund stellt.

2.32 Definition. Totale Differenzierbarkeit

Sei G C R™ ein Gebiet und f : G — R™ eine Abbildung. Es heiffit f in einem Punkt x € G total
differenzierbar (oder einfach nur differenzierbar), wenn es eine lineare Abbildung

A:R" - R™
gibt und ein 6 > 0 mit Bs(x) C G, so dass fiir h € Bs(0) und
p(h) := f(z +h) = f(z) - Ah

gilt
lim L(h)

=0.
h—0 ||hl
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2 Mehrdimensionale Differenzierbarkeit

2.33 Bemerkung. (a) Ist ¢ : R® D Bs(0) — R™ eine Funktion und k € Ny, so sagt man, dass ¢ von

()

hoherer als k-ter Ordnung in 0 verschwindet und schreibt ¢ = o(||h||*), falls

. p(h)
lim P g
AT T

Mit dieser Schreibweise ist also dann f : G — R differenzierbar in  wenn sich f in x bis auf einen
Fehler der Ordung o(||h||) linear approximieren l&8t, also wenn

f(z+h) = f(z) + Ah +o(||h]) -

Zur Erinnerung: Eine lineare Abbildung A : V' — W zwischen Vektorrdumen V und W wird nach
Wahl von Basen in V' und W durch eine (m x n)-Matrix (a;j) beschrieben.

Wir werden im Folgenden die Wahl der Basis nur dann explizit machen, wenn wir nicht die kanonische
Basis (e1,...,e,) von R™ bzw. (e1,...,ey,) von R™ zugrunde legen.

Natiirlich sagen wir, dass f : G — R" total differenzierbar ist, wenn f in allen Punkten z € G
total differenzierbar ist.

2.34 Beispiel. Quadratische Formen

Sei C' = (¢;5) € M(n x n,R) eine symmetrische n x n-Matrix und

fR* - R

x = f(x)={(z,Cz) = Z CijTikj

3,j=1

die zugedrige quadratische Form. Fiir x, h € R" gilt

flx+h) = (x+h,Cx+Ch) =
(x,Cz) + (h,Cx) + (x,Ch) + (h,Ch)
(x,Cz) 4+ 2(Cx,h) + (h,Ch)

= f(x)+ Ah + o(h)

mit A :=2Cx € M(1 x n) und ¢(h) = (h,Ch).
Da |o(h)| < ||h - |Ch| < |ICI| - |h]12, gilt limy,_o 28 = 0. Also ist f in « differenzierbar.

2]

2.35 Definition. Die Norm einer linearen Abbildung

Die Norm einer linearen Abbidlung T : R — R™ definiert man durch

IT|| = sup {| Tz|[gm | & € R™ mit [z]g < 1}.

2.36 Bemerkung. (a) Es gilt [|T] < oo, da f : x +— ||Tz||gm stetig ist (f = || -||oT) und B;(0) C R"

(b)

kompakt, also f als stetige Abbildung auf einem Kompaktum beschriankt ist.
Es gilt fiir beliebig z € R™:

[Tz |[rem = ll/lr | T pzpllRm < ([T} ][R -

2.37 Satz. und Definition. Stetigkeit diffbarer Funktionen und die Jacobi-Matrix
Sei G C R™ ein Gebiet und f : G — R™ eine Abbildung, die im Punkt x € G differenzierbar sei, also

f(z+h) = f(x) + Ah + o(|[h[])

mit der Matrix A = (ai;) € M(m x n,R).
Dann gilt:
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(a) f ist im Punkt x stetig.
(b) Alle Komponenten f; : G — R, 1 <i <m, von f sind in z partiell differenzierbar mit

ofi
8:1: g

(CL‘) = CLij .

Aus (b) folgt insbesondere, dass die Matrix A durch die differenzierbare Abbildung f eindeutig bestimmt
ist. Mann nennt A das Differential, die Jacobi-Matrix oder die Funktionalmatrix von f im Punkte x
und schreibt:

,_ _ (9
(Dfxx)-iﬂw)-<&w0w>w-
Das Differential D f(x) ist also die lineare Approximation an f im Punkt z:
fx+h) = f(x)+Df(x)h+o([h]).

Beweis. (a) limpo f(z + h) = f(x) + limp o0 (AR + o(||R]])) = f(2) .
(b) Fiiri=1,...,m und h € R" ist

filw +h) = fi(x) + > aizhy + o(|[hll),

Jj=1

also fiir k € R und h = ke;
filw + kej) = fi(w) + kai; + o(||kej]|) -

Damit folgt fiir die partielle Ableitung von f; in Richtung e;

ofi , .. filx +key) — fi(x)
8:1:j (.%') T l?i}% IZZ

ok

2.38 Satz. Stetig partiell differenzierbar = total differenzierbar

Sei G C R"™ ein Gebiet und f : G — R eine partiell differenzierbare Funktion. Falls alle partiellen Ableitungen
0;f im Punkt x € G stetig sind, so ist f in x total differenzierbar.

Beweis. Fiir h € R™ hinreichend klein sei
_ i
2 :::r—i—Zhjej ,i1=0,...,n.
j=1

Es gilt 20 = z und 2(™ = 2 + h. Die Punkte 2(*~1) und 2(9 unterscheiden sich nur in der i-ten Koordinate.
Nach dem Mittelwertsatz fiir differenzierbare Funktionen einer Verénderlichen gibt es deshalb ein 6; € [0, 1],
so dass

FEO) = fD) = 0 f (y )

wobei ‘ ‘
y(l) = Z(Z_l) + 0;hie; .

Daraus folgt
ﬂx+m—f@»=§f@ﬂ¢%m

Setzt man a; = 9, f(x), so gilt -
fla+h)=f(z)+ an aih; + o(h)

i=1
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2 Mehrdimensionale Differenzierbarkeit

mit

Wegen der Stetigkeit von 0; f in x gilt
lim (8, f (y'”) — a;) = 0; f(lim y V) — a; = 9;f (x) —a; =0,
h—0 h—0
also
¢(h)

lim 2V — .
B T

O

2.39 Korollar. Sei G C R" ein Gebiet und f : G — R™ stetig partiell differenzierbar. Dann ist f total
differenzierbar und somit stetig.

2.40 Merkregel. Es gelten also die Implikationen:

stetig partiell differenziebar = total differenzierbar = partiell differenzierbar

U
stetig

Die Umkehrungen gelten im Allgemeinen nicht!

Im Folgenden werden wir oft “stetig partiell differenzierbar” durch “stetig differenzierbar” abkiirzen, da
nach obigem eine total differenzierbare Funktion mit stetiger Ableitung ja insbesondere stetige partielle
Ableitungen hat.

2.41 Satz. Kettenregel

Seien G C R™ und H C R™ Gebiete und g : G — R™ und f : H — RF Abbildungen mit g(G) C H. Die
Abbildung g sei im Punkt z € G differenzierbar und die Abbildung f sei im Punkt y := g(z) differenzierbar.
Dann ist die Komposition

fog:G—RF

im Punkt x differenzierbar und fiir ihr Differential gilt:

D(fog)(x)= Df(g(z)) - Dg(x)

kxm—Matrix mxn—Matrix

Beweis. Sei A := Dg(x) und B = Df(y). Es ist zu zeigen, dass D(f o g)(x) = BA. Nach Vorraussetzung
gelten

glx+h) = g(x)+ Ah+p(h)
fly+n) = fy)+ Bn+(n)

mit o(h) = o(||A) und () = of|[n]}). Wiihlt man
n:=g(z +h) —g(z) = Ah + ¢(h)
so ergibt sich

(fog)x+h) = flg(x)+n)=[f(g(z)+ Ah+ o(h))
= f(g(x)) + BAh + Bp(h) + ¢ (Ah + ¢(h))
= (fog)(z)+ BAh+ x(h)
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mit x(h) = Bp(h) + ¥ (Ah + @(h)). Es bleibt also zu zeigen, dass x(h) = o(||h]|). Mit ¢(h) = o(||h||) ist
auch Bo(h) = o(||h||). AuBerdem gibt es eine Konstante K > 0, so dass ||¢(h)|| < K||h| fir alle hinreichend
kleinen h. Wegen 1 (n) = o(||n||) gilt ¥(n) = ||n||v1(n) mit lim, o 11(n) = 0. Damit ergibt sich

[o(AR + ()| < ([A[l + E)[[Al] - [¥1 (AR + @(R))]]

also
oy L(AB+ o(h))

=0.
h—0 Al

O

Beweis. [Beweis von Satz 2.19] Sei g : (—9,6) — G definiert durch g(¢) := x+tv und h := fog: (—0,9) — R.
Nach Definition der Richtungsableitung ist

0uf(x) = < (o + t)limo = TH(0).

Aus der Kettenregel folgt

d " 8f dgj
—h(t) = Df(g(t))-Dy(t) = » =—(g(t)) —=(t)
d 1>L<qn ng><1 ;a&i}—/ &’-/
(grad f);  ~
= (v,grad f(g(t))),
also %h(O) = (v, grad f(z)) . O

2.42 Bemerkung. Fiir stetig differenzierbares f : G — R™ ist die Richtungsableitung somit gegebn durch
Oy f1(z) Vii(z)
Ouf(x) = : = : v=Df(z) v,
Oy fim () V fm(2)
wobei das Produkt das Matrix-Vektor Produkt ist.

2.43 Korollar. Sei G ein Gebiet, f: G — R™ stetig partiell differenzierbar und D f(z) = 0 fir alle z € G.
Dann ist f auf G konstant.

Beweis. Sei xp € G und und h € R™ so dass zg + th € G fur alle t € [0,1]. Dann gilt fiir f : R” — R nach
dem Mittelwertsatz, angewandt auf die Funktion g(t) = f(xo + th) ein 6 gibt sodass

f(zo +th) = f(wo) + Vf(xo+ 0h) - h = f(z0).

Somit folgt die Aussage fiir konvexe Bereiche. Da Gebiete wegzusammenhéingend sind und alle Wege durch
Polygonziige approximiert werden konnen, liasst sich sie Aussage unmittelbar auf Gebiete verallgemeinern.
Die Verallgemeinerung auf Verktor-wertige Funktionen f ist offensichtlich. O

2.44 Beispiel. Der Laplaceoperator in Polarkoordinaten
Die Abbildung

f:(0,00) x R = R*\ {0}, (r,) — f(r,p) = (rcosg,rsing) =: (x(r,¢), y(r,¢))

versieht den R?\ {0} mit Polarkoordinaten. Eingeschrinkt z.B. auf (0,00) x [—m,7) ist f sogar bijektiv.
Sei G C R? ein Gebiet und u € C?(G,R), dann driickt man u in Polarkoordinaten aus, indem man u o f
betrachtet, also u als Funktion von (r,¢) schreibt. Genauso ist Au in Polarkoordinaten durch (Au) o f
gegeben. Ziel ist es nun, (Au) o f durch Differentiation an u o f ausdriicken. Und tatséchlich gilt

2 o 2UO u o
_Puef) 1 Pof) 1 duo)

(Auo f or? r2 0?2 T or

. (2.2)
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2 Mehrdimensionale Differenzierbarkeit

Beweis. Nachrechnen mit Kettenregel (Ubungsaufgabe). O
A
T
IR,2
(07 OO) X [_775 ’ﬂ') f
0 > — — <
0v
_______________ \
\
\
\

Aber wie kommt man auf den Ausdruck (2.2)?7 Dazu betrachten wir zunéchst das Differential von u in
Polarkoordinaten. Mit der Kettenregel gilt

D(uof)=Duof-Df, also  Duof=D(uof)- (D", (2.3)
wobei (D f)~! in unserem Beispiel leicht berechnet werden kann:

1 _
(D)~ = %(ﬁ ®) g%(ﬁ ©) _ ( cosp —rsinp > !
%(ﬁ ©) g%(rv ©) sinp rcose

_ L[ rcosp rsinp \ _ [ cos¢ sin ¢
~ r\ —sing cosp | 7—51{“90 g8 ’

Wir haben also in (2.3) eine allgemeine Formel fiir das Differential Du von w ausgedriickt in Koordinaten
geben durch f. Dabei bendtigen wir nur die Invertierbarkeit von D f. In unserem Beispiel ergibt sich

Duof - (8(“Of),5(u0f)>< cos p sm>

or 8()0 — sin © coi ©

B I(uof) sinpd(uof) .  9d(uof) cospd(uof)

N (COSQO or r dp SIPT + r dp

. Ou sinpdu . du  cospluy

=: <coscpar " 0 sin g - + " 890) =graduo f, (2.4)
Guof Guof

wobei hier die Komponenten beziiglich der kanonischen Basis des R? stehen und gradu als Zeilenvektor
aufgefasst wird. Im letzten Schritt und im Folgenden unterdriicken wir manchmal f, d.h. an Stelle von
(uo f)(r, ) schreiben wir einfach u(r, ¢) und entsprechend 9,u(r, ) statt 9, (uo f)(r, ). In dieser verkiirzten
Notation kénnen wir nun auch Au o f berechnen:

8—2u = | cos 9 sy d 2u— cos 9 _sinpd cos u _ singp u
oz “or r Oy N Yor r Oy Y or r dy

0%u  cospsing Ou  cospsing 0%u

2
T P2 r2 Do r ordp
cospsing 0%u  sinpdu  cospsinp du  sin? p O%u
B r orde r or r? dp 2 9p?
und analog
0? . 0 cosp O 2 .0 cosp O . Ou cosy Odu
a—yzu = (smgoar—k - 8@) U= <smcpar+ . 5@) <smsoar+ , &p)
L 0%u  cospsing Ou  cospsing 0%u
R = 72 Ay r Orde
cospsing 0*u  cos’pOu  cospsinp du  cos? o O%u
r orde roor r2 Ay 12 9p?
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Addiert man die beiden Ausdriicke, so ergibt sich (2.2).

Nochmals zuriick zu (2.4): Die Matrix Du o f ist die Linearisierung der Abbildung u : R? — R im Punkte
f(r, ) bezglich der kanonischen Basis des R?. Man kann nun aber auch noch versuchen, die lineare Abbildung
Du o f beziiglich einer den Koordinaten angepassten Basis darzustellen, ndmlich beziiglich der aus der
Physik bekannten Basisvektoren e, und e,. Um diese verniinftig zu definieren, schrinken wir zunéchst f
auf (0,00) x (—m,7) ein und erhalten so einen Diffeomorphismus

f:G:=(0,00) x (—m,m) — R®\{(2,0):2<0}=:D
Seine Umkehrung ist gegeben durch g : D — G, g(z,y) = (r(z,y), p(z,y)) mit r(z,y) = /2% + y? und

arctan(z/y) fir x > 0,y >0
o(z,y) = /2 firz =0,y >0

Wir werden spéter zeigen, dass die Invertierbarkeit von D f ganz allgemein die lokale Invertierbarkeit von f
impliziert.

IR2

Die Zeilenvektoren von Dg bilden nun eine Basis des R? und stehen senkrecht auf den jeweiligen Koordina-
tenlinien, da sie ja gerade durch den Gradienten der Koordinatenfunktionen gegeben sind,

or  Or
Dg(az ay><gradr>
- de  Op - :
or Oy gradp
Um nun Dg auszurechnen, differenziert man nicht etwa g (was bei komplizierten f’s oft gar nicht explizit
geht), sondern verwendet nochmals die Kettenregel. Weil g o f = id ist, ist nach der Kettenregel

Dg(f(n 90)) ’ Df(?“, (P) - D(ld)(T‘, (P) =F,

wobel E wie immer die Einheitsmatrix bezeichnet. Also ist

Dgo f=(Df)™",

was wir fiir unser Beispiel oben schon berechnet haben. Der Basiswechsel von der neuen Basis in die ka-
nonische ist durch (Dg)” = ((Df)™!)" gegeben. Multiplikation von (2.4) durch ((Df)~!)” von rechts (nur
im Urbildraum wird die Basis gewechselt) liefert das Differential Du als Matrix beziiglich der durch f
beschriebenen Basisvektoren

(Duo f)(Dgo f) = D(uo f)-(Df)— - (Df)™)".

Im Beispiel der Polarkoordinaten ergibt sich

d Ou sinpdu . Ou 4 cos p Ju cos ¢ —SinT“’ Oou 1 Ou
radu = | cosp— — —, sinp— — . =\5>35-)>
& Y or r Oy or r Op sing £ or’ r2 dp
also gradu = O,u gradr + r_28¢u grady, bzw. nach Normierung mit e, = gradr und e, = r~1 grady
d 8ue . 1 8ue
radu = — ——e,.
& or "~ r dy v
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2 Mehrdimensionale Differenzierbarkeit

2.1 Taylor Formel und lokale Extrema

Wir haben gezeigt, dass fiir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f : R — R die Taylor Entwicklung

fla+h) = f@) + f@)-h + )2 + oh)

T T T T
0. Ordnung 1. Ordnung 2. Ordnung Fehler hoherer
= konst. = linear = quadratisch Ordnung

eine lokale quadratische Approximation an die Funktion f liefert. Fiir Funktionen f : R®™ — R ist die
erste Ableitung Df(z) = gradf(z)T ein Zeilenvektor und die zweite Ableitung Hessf(x) eine Matrix. Die
naheliegende Verallgemeinerung der Taylorschen Formel fiir solche f ist also

af
83: 8

Jj=1 1,j=1

= f() + (gradf(z),h) + g{h,Hessf(z)h) + of|lh]?).

flw+h) = flz) + x)hih; + o(||h]?)

2.45 Notation. Multiindices und iterierte Richtungsbaleitung

Um die hoheren Terme der Taylor-Entwicklung giinstig zu notieren, fithrt man folgende Schreibweisen ein:

(a) Multiindices: Fiir o € N§j, o = (a1, ..., ap), sei
n
la| = a1+--~+om=2aj
j=1
n
al = a!-ay! = Hozj!,
j=1

fiir eine |a|-mal stetig partiell differenzierbare Funktion f: G — R sei

olel

o0

0f =07 05 f =

und schlielich fiir x = (z1,...,z,) € R"

(b) Tterierte Richtungsableitung: Fiir f € C*(G) und h € R™ sei

(h-V)f(z) = Of f(x Z th" O 05, f().

Jj1=1 Jr=1

2.46 Lemma. Sei G C R” ein Gebiet, f : G — R eine k-mal stetig partiell differenzierbare Funktion,
x € G und h € R” derart, dass die geradlinige Verbindung von x nach x + h ganz in G verlduft, also
{z 4+ ht|t € [0,1]} C G. Dann ist die Funktion ¢ : [0,1] — R, ¢(t) = f(x + th) auch k-mal stetig
differenzierbar und es gilt

d*e K a o

= (h-V)f) (@ +th) = > 0% f (@ +th) he.

laf=k
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2.1 Taylor Formel und lokale Extrema

2.47 Bemerkung. (a) Die Notation },_, bedeutet, dass sich die Summe iiber alle n-Tupel a € Nj

erstreckt, fiir die |a| = k ist. Davon gibt es < "o ]1 Tk > Stiick.

(b) Ist @ = (a1, ..., 0p) mit k = |a| = a4 ... 4 an, so gibt es & Maglichkeiten, eine k-elementige Menge
Minn disjunkte Teilmengen St,...,S, zu zerlegen M = 5’1U -US,, so dass S; gerade «; Elemente
hat (i = 1,...,n). Oder anders formuhert es glbt ! Moglichkeiten k verschiedene Kugeln auf n Urnen
Sty ..., Sp Zu Vertellen sodass in der j-ten Urne genau a;j Kugeln liegen.Fiir n = 2 ist beispielsweise

P D A
arlag! T al(kfoq)! - o1 .

Beweis. von Lemma 2.46. Nach der Kettenregel ist

n

icp@) =Df(x+th)h= ng(xﬂh) h; .

dt = 9=
Nochmals die Kettenregel liefert
d? 0’ f
a0 Z e ROl Y 00 fa )b,
v J i1,i9=1
und k-malige Anwendung schliellich
dtkgo Z Oy -+ Oy [ (@ + th)hsy .. iy = ((h- V)*f) (2 + th).

Ulyenyip=1

Da die Reihenfolge der Differentiationen aber geméfi Satz 2.24 keine Rolle spielt, fassen wir Terme, in denen
a1-mal nach der ersten Koordinate, as-mal nach der zweiten Koordinate etc. abgeleitet wird, zusammen.

Es gibt nun nach Bemerkung 2.47 gerade alanl ! — solche k-Tupel (i1,...,4;) in denen aj-mal der Wert 1,
ao-mal der Wert 2, ..., und «,-mal der Wert n vorkommt Durch Zusammenfassen der Summanden ergibt
sich also .
d¥p k!
|a|=k
O

2.48 Satz. Satz von Taylor

Sei G C R™ ein Gebiet und f : G — R eine (k + 1)-mal stetig partiell differenzierbare Funktion. Sei z € G
und h € R” derart, dass die Strecke [z, x+h] := {z+th|t € [0, 1]} ganz in G liegt. Dann gibt es ein § € [0, 1]
so, dass

k " . LA\ (o
flx+h) = Z ((h-V) f)($)+((h V)L ) (2 + 6h)

— m! (k+1)!
k

8‘“f a o f a
= > )+ Y (- Oh) R

m=0 |a|=m |a|=k+1

2.49 Bemerkung. Man nennt
(k) 2°f(x) , o
Pi(h) =) h

| <k

das Taylorpolynom vom Grad k£ von f in z. Schreiben wir

P (h) == Py(h) + Pu(h) + - + Pi(h),
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2 Mehrdimensionale Differenzierbarkeit

so ist
Po(h) = f(z)
Pi(h) = Ouf(z)hy+ -+ Onf(x) hn = (gradf(z), h)
PQ(h’) = Z 061!06 ] a 18 2f( )h11h22
a1tao=2
1 [ < 0%f 1
: ( Wrals ) 3, Hessf (2) )
Fiir Funktionen f : G — R™ erhilt man so eine Taylorentwicklung fiir jede Komponente f;, j =1...,m.

Beweis. von Satz 2.48. Betrachte die Kurve v : [0,1] — G, v(t) = z + th, und setze ¢ : [0,1] — R,
o(t) = fovy(t). Dann ist ¢ eine (k + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion, also existiert nach der Taylor-
Formel fiir Funktionen in einer Verdnderlichen ein 0 € [0, 1], so dass gilt

(k—f—l)(g)

k
-y ™ (0) L ¥
2w Tk

Nach Lemma 2.46 erhilt man

k m . k+1 T
forn = oy = 3 D@ QT o
m=0
k «
.S Doy 3 TLAO
m=0 |a|]=m |a|=k+1
2lal<k

O

2.50 Korollar. Sei G C R" ein Gebiet und f € C*(G,R). Dann gilt fiir jedes € G und § > 0 mit
Bs(z) C G, dass fiir h € B;(0)
k
fo+h) = Ph) +of|A]*).

Beweis. Nach Taylors Satz gibt es fiir jedes h € Bs(0) ein 6 = 6(h) € [0,1], so dass
0 f(x) o O f(x+0h)  ,

|
. (6%
|a|<k—1 |ae|l=k

)= S <8af(:c+0h) - aaf‘(x)ha>

al al
|| =k

Wir setzen ¢ : B5(0) — R als

Wegen der Stetigkeit von 0¢f ist
hm 0% f(x +0h) —0%f(x)) =0

und deshalb gilt

| 51 (0 f (z + 0h) — 8 f(x)) - h°| o h®
’ fin < 50" o+ 0) — 9 f(@)] 1ot 0
17| 7]
. h& hi|%1 .| hy|¥n .
fiir h — 0, denn |||h,||’|v = |||h|||a1-~.||\h|||an < 1. Also ist
f(@) o
flet+h) =Y S+ (k)
o <k
mit o (h) = of||2]|*). O
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2.1 Taylor Formel und lokale Extrema

2.51 Bemerkung. (a) Fiir k£ = 0 erhélt man die Aussage, dass eine stetige Funktion stetig in z ist, denn

o~ f
fla+h) =3 @) +olllbl) = f@) +o(1),
o <0
also limy_,o f(z + h) = f(x).
(b) Fiir k = 1 erhélt man die Aussage, dass eine stetig differenzierbare Funktion in x stetig differenzierbar

ist, denn

flx+h)=)" %( ) +o([[r]l) = +Za z) hi + o([|h]l) = f(x) + Df(z)h + o(||h]]) -

o<1

(c) Aber fir k = 2 erhélt man nun die sehr niitzliche Aussage, dass eine 2-mal stetig differenzierbare
Funktion die folgende Darstellung erlaubt:

fethy = 3 PID g  oni) = fe) + (arad () ) + L (b, Hess () + of [1]).

la|<2

2.52 Definition. Lokale Extrema

Sei G C R™ ein Gebiet und x € G. Man sagt, dass eine Funktion f : G — R in z ein lokales Maximum
hat, wenn es ein § > 0 gibt, so dass fiir alle y € Bs(z) gilt

fy) < fla).

Ist f(y) > f(z) fiir alle y € Bs(x), so spricht man von einem lokalen Minimum. Hat f in x ein lokales
Maximum oder Minimum, so spricht man von einem lokalen Extremum

2.53 Proposition. Sei f : G — R, x € G und f habe in x ein lokales Extremum. Falls f in = partiell
differenzierbar ist, so gilt

gradf(z) =
Beweis. Definiert man fiir § > 0 klein genug die Funktionen h; : (—6,0) — R durch
hi(t) = f(z +tei),
so ist d of
—h;(0
a0 =5, @)-
Mit f hat aber auch h; in 0 ein lokales Extremum, also gilt Ehi(O) =0 fir i« = 1,...,n. Somit ist auch
gradf(z) = 0. O

Wie im eindimensionalen Fall ist V f(x) = 0 nur ein notwendiges, aber kein hinreichendes Kriterium fiir das
Vorliegen eines lokalen Extremums. Die Losungen der Gleichung V f(z) = 0 liefern somit die Kandidaten fiir
die lokalen Extrema. Um ein hinreichendes Kriterium zu finden, betrachtet man wie im Fall von f: R — R
die zweite Ableitung.

Sei f: R™ — R. Dann ist, wie oben schon erwéhnt, die zweite Ableitung von f in Richtung v gegeben durch

d2

p7e] tzof(:c + tv) = (v,Hessf(x)v).
Falls nun V f(z) = 0, dann kann somit garantiert werden, dass f(x) ein lokales Minimum ist, falls fiir alle
v € R" gilt dass

(v, Hess f(x)v) > yollv],

fiir ein 79 > 0. Dies ist garantiert falls alle Eigenwerte von Hessf(x) positiv sind. Wir werden sehen, dass
symmetrische Matrizen immer rein reelle Eigenwerte besitzt und diese fiir Diagonalmatrizen direkt von
Eintriigen abgelesen werden kénnen. Deshalb ist offensichtlich, dass f(z,y) = 22 + y? den Ursprung als
lokales Mimimum hat, wogegen dies bei g(z,y) = 22 — y? nicht der Fall ist. Um allgemeinere Probleme
behandeln zu konnen werden wir zwei Kapitel der linearen Algebra einschieben.
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3 Einschub: Lineare Algebra

3.1 Determinanten
Die 2 x 2-Determinante

Das lineare Gleichungssystem Ax = b mit A = ( ZH 312 ) = (d1,dy) und b = ( Zl ) ist genau dann
21 (22 2

universell und eindeutig l6sbar, wenn A bijektiv ist, also wenn Span{ay, @2} = R? ist, d.h. wenn @; und @
linear unabhéngig sind.

Wann sind zwei Vektoren in R? linear un- 61 ______ -

abhingig ? 7 - o
Genau dann, wenn das von ihnen aufge- - 7 F (a17 a2)
spannte Parallelogramm nicht entartet ist, y

also wenn die (orientierte) Fléche ao

- o S (= . S = = N a a
F(ahae) = ‘a1|‘a2|51ngp = |a1||a2| COS(QO—I- %) =aj - a%‘ = < 11 ) . ( ai; > = a11G22 — a21a12

ungleich Null ist.

Fiir zwei Vektoren x,y € R? nennt man
det(z,y) = z1y2 — 201
die Determinante bzw. die Abbildung
det : R? x R? = R, (,y) — det(z,y)

die Determinantenform auf R2.

Die Determinante der Matrix A = (dy, dz) ist detA := det(dy, ds).

Die Determinantenform ist
(a) linear in jedem Argument, d.h. z — det(z,y) und y — det(z,y) sind Linearformen.
(b) antisymmetrisch bzw. alternierend, d.h. det(x,y) = —det(y, ).

(¢) normiert, d.h. det(ej,e2) =1 fiir die kanonischen Einheitsvektoren.

Die 3 x 3 Determinante

Auch in drei Dimensionen sind Vektoren genau dann linear unabhéngig, wenn das von ihnen aufgespannte
Volumen
Vol (a,y,2) = - (y x 2)

von Null verschieden ist. Hier ist

T2Y3 — T3Y2
X:R3XRP 5 R3 (z,y)—~zxy:=| x3y1 — 193
T1Y2 — T2

das Vektorprodukt im R3. Der Vektor x x y steht senkrecht auf der von z und y aufgespannten Ebene und
sein Betrag |z x y| liefert den Flidcheninhalt des von x und y aufgespannten Parallelogramms.
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3 FEinschub: Lineare Algebra

Wieder ist die Abbildung
det :R3xR3 xR} =R, (z,y,2)—z-(y X 2)

eine alternierende, normierte Multilinearform, d.h.
(a) det ist linear in jeder Variablen,

(b) Vertauschung zweier Argumente veréndert das Vorzeichen, det(z,y,2) = —det(y,x, z) = det(y, 2, x)
usw.,
(c) det(eq,e2,e3) = 1.
Wieder kann man auch die Determinante einer 3 x 3-Matrix A = (a1, @2, @3), @; € R3, durch die Determinante
der Spaltenvektoren definieren: detA := det(dy, dz, ds).

Man konnte nun die Determinante in R™ mittels des von n Vektoren aufgespannten Volumens definieren.
Das ist aber unpraktisch und im Moment ist ja auch noch gar nicht klar, wie dieses Volumen genau definiert
ist. Stattdessen nehmen wir deshalb die Eigenschaften (a), (b) und (c¢) als Grundlage der Definition.

Es gibt einen guten Grund, allgemein Determinanten auch fiir komplexwertige Funktionen zu definieren.
Deshalb bezeichnet K™ im weiteren entweder R oder C.

3.1 Definition. Determinantenform
Eine Abbildung

F:K"x-.-xK"—>K (n>2)
—_——
m—mal
heift

(a) Multilinearform auf K", kurz m-Form, wenn F' in jedem der m Argumente linear ist:
F(zi,...,zj+0oy,...,zm) = F(x1,...,2j, ..., Zm) +oF(21,...,Y, ..., Tm)

fir alle z1,...,zm,y € K", a €K, j=1,...,m.

(b) Alternierende m-Form auf K", wenn (a) gilt und wenn F' beim Vertauschen zweier Argumente das
Vorzeichen dndert:

F(xi,...,%4 ..., %5, ..., &m) = —F(x1,...,25,...,Ziy ..., Tp) Vi#je{l,...,m}.

(c) Determinantenform auf K", wenn m = n gilt, (a) und (b) erfiillt sind, und F(ey,...,e,) = 1 fir
die kanonische Basis (eq,...,e,) des K" gilt.
3.2 Satz. Fiir eine alternierende m-Form F auf K" gilt: Sind ay, . . ., a,, linear abhéngig, so folgt F'(ai,...,am) =
0. Insbesondere ist F'(ay,...,an,) = 0, falls zwei Eintréige gleich sind.
Beweis. Fiir zwei gleiche Eintréige ergibt das Vertauschen F(...,a,...,a,...) = —=F(...,a,...,a,...) also
F(...,a,...,a,...)=0.
Seien ai,...,a, € K" linear abhingig, etwa a; = Y ", agar. Dann gilt wegen der Lineariéit im ersten
Argument
m
F(ay,...,am) = ZanF(ak,ag,...,ak,...,am) =0.
k=2
O

Es folgt, dass jede alternierende m-Form auf K™ mit m > n identisch Null sein muss.

3.3 Satz. Kriterium fiir das Alternieren einer m-Form

Verschwindet eine m-Form F'(ay,...,a,,) falls zwei benachbarte Argumente gleich sind, also
ar = agqq firein ke {1,....m—-1} = F(a,...,ay) =0,

so ist sie alternierend.
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3.1 Determinanten

Beweis. Wegen
0 = F(...,a+b,a+b,...)
= F(..,a,a,... )0+ F(...;a,b,...)+ F(...,b,a,...) + F(...,b,b,...)
= F(...,a,b,...)+ F(...,b,a,...)
dndert F' sein Vorzeichen bei Vertauschungen benachbarter Argumente. Sind a; und a; fiir j < £ nicht

benachbart, so erreicht man durch sukzessives Vertauschen benachbarter Argumente, dass a; und a; die
Plitze tauschen, wobei man das mit 2(k — j) — 1 Vertauschungen erreicht,

sy Ay Ayl e, A1, 0k - - -

k—j

Man benétigt beispielsweise k — j Vertauschungen, um a; an die k-te Stelle zu bringen. Dann steht aj an
der k — 1-ten Stelle und man bendétigt £ — j — 1 Vertauschungen um a; and die j-te Stelle zu bringen.

Bei jeder Vertauschung éndert F' das Vorzeichen, also

F(... a4, ap,...) = (1) DIR(0 . a,.. . a4,...)

3.4 Satz. Existenz und Eindeutigkeit der Determinantenform auf K"

(a) Fiir jedes n > 2 gibt es genau eine Determinantenform auf K". Sie wird mit det,, oder einfach nur det
bezeichnet.
(b) Hat die n x n-Matrix A = (a;j) die Spalten a1, ...,a, € K" so heiit det(ai,...,a,) die Determinante
von A, bezeichnet mit
ail N AT

|A| = detA =
aml ... Amn

(c) Die Determinante einer n xn-Matrix A = (a;) 1d8t sich wie folgt durch (n—1) x (n—1)-Determinanten
ausdriicken:
n
Al = Z(—I)Hjaij\Am (Entwicklung nach der i-ten Zeile)
j=1
n
= Z(—l)j+kajk|Ajk| (Entwicklung nach der k-ten Spalte).
j=1

Dabei sei A;; diejenige (n — 1) x (n — 1)-Matrix, welche aus A durch Streichen der i-ten Zeile und der
j-ten Spalte hervorgeht.

3.5 Beispiele. (a) Durch Entwicklung nach der letzten Spalte erhalten wir

ailp a2 a3
a21 22 Aa23 = ais
asyp asz ass

ailp aig
a3r as2

a1l ai12
a1 Q22

a1 Q22

+ ass
a1y as2

— az3

ai3(ag1ase — asiage) — ags(aiiase — asiaiz) + ass(aiiage — aziaiz)

—

= a1~(&'2><&’3).

Merkschema fiir 3 x 3-Determinanten:

= A11G22033 + 12023031 + 13021032

— 31022013 — A32A23011 — 433021012
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3 FEinschub: Lineare Algebra

(b) In konkreten Beispielen entwickelt man zweckméBigerweise nach denjenigen Spalten bzw. Zeilen, die
moglichst viele Nullen enthalten, z.B. hier nach der 2-ten Spalte

féff 1 1 1 2 2 2

=—1| -2 1 —2|4+4[ 1 1 1 |=—(—6-2-34+2)=9.
—2 01 =2 3 1 0 -2 1 -2
3 41 0

Wir beweisen Satz 3.4 in mehreren Schritten.

3.6 Satz. Stimmen zwei alternierende n-Formen F' und G auf dem K" auf der kanonischen Basis iiberein,
so sind sie gleich. Insbesondere gibt es hochstens eine Determinantenform auf dem K”.

Beweis. Wir zeigen, dass fiir jede alternierende n-Form H auf K" gilt:
H(ey,...,en)=0=H =0.
Daraus folgt dann
F(ei,...,en) =G(er,...,en) = F =G,
weil H = F' — G selbst wieder eine alternierende n-Form ist.

Sei also H (ey,...,e,) = 0. Dann ist auch H(er(),...,exr)) = 0 fiir jede Permutation
m:4{1,2,...,n} = {1,2,...,n},

da jede Permutation Komposition von Vertauschungen ist.

Wegen der Multilineraritdt ist aber dann fiir beliebige a1, ..., a, € K"

n n
H(ay,...,an) = H(Zaﬂej,az,...,an) :Zale(ej,ag,...,an) =...=
j=1 J=1

n

n
= Z...Zaﬂ...almH(ej,...,ek):().
k=1

i=1

Es bleibt also die Existenz einer Determinantenform det,, auf K™ zu zeigen.
Dazu verwenden wir die Entwicklung nach Zeilen und zeigen per Induktion, dass diese tatséchlich eine

Determinantenform liefert.

Induktionsanfang: Fiir n = 2 liefert dety(A) = aj1a22 — aj2ag; eine Determinantenform in den Spalten
von A.

Induktionsschritt: Sei det,,_; eine Determinantenform auf R"~! und sei i € {1,...,n} beliebig aber fest.
Fir A € M(n x n,K) sei nun

n
det,(A) := Y (=1)" a5 dety,_1(Ajj). (3.1)
j=1
Es ist zu zeigen, dass det, eine Determinantenform in den Spalten von A ist:
(a) det,, ist multilinear, denn a;;det,_1(A;;) ist linear in jeder Spalte von A:
alj
in der j-ten Spalte, da : > a;j linear ist,

Qnj
in den anderen Spalten, da det,_1A4;; nach Induktionsannahme eine Multilinearform ist.
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3.1 Determinanten

(b) det,, ist alternierend: nach Satz 3.3 miissen wir nur zeigen, dass det, (A) = 0 wenn zwei benachbarte
Spalten gleich sind.

Sei etwa @, = dp41. Fiir j # kund j # k+1 hat A;; dann zwei gleiche Spalten, weswegen det,,_1 A;; = 0
gilt. Damit bleibt in (3.1) nur noch
detn(A) = (—1)i+k [073% detn_l (Azk) + (—1)i+k+1 Qg k+1 detn_l (Ai,kJrl) .

Wegen @), = dj41 ist aber a;; = a;p+1 und Ajp = A; 41 und somit det,|A| =0.

(c) det,, ist normiert, da

detn(En) = Z(_l)iﬂ b5 detn_1 (Eij)
=1
= (=1)%det, 1 (Ey) = dety,_1(Ep_1) =1.

Also gibt es fiir jedes n > 2 eine Determinantenform auf K™, welche nach Satz 3.6 eindeutig ist.
Insbesondere liefert die Entwicklung nach der i-ten Zeile fiir jedes ¢ € {1,...,n} das gleiche Ergebnis.
Die Behauptung zur Entwicklung nach Spalten folgt aus detA = detA”, der Aussage des nichsten Satzes.

3.7 Satz. Determinante der transponierten Matrix

Sei AT = (ay;) die zu A = (a;;) € M(n,K) transponierte Matrix, also

ailr a1 ... Qapl ail a2 ... Qin
als a . as1 a
AT — 12 @22 fir A — 21 Q22

Aip v+ .. Qpp QApl N (7Y )

Dann gilt |AT| = |A|.
. . . ail a a1 a
Beweis. Fiir n = 2 gilt L ai1a92 — a91a12 = 1 o1z
aiz a2 ag1 a2

Sei alson > 3. Es gilt |AT| = det(z1,...,2,), wobei z1,..., 2, die Spalten von AT bzw. die Zeilenvektoren
von A sind.
Sei andererseits D(z1, ..., 2,) : = |A| aufgefasst als Funktion der Zeilen von A.

Wir werden zeigen, dass D eine Determinantenform ist. Wegen der Eindeutigkeit gilt dann aber D = det
und somit |A] = |AT].
(a) D ist linear i-ten Argument: Entwicklung nach i-ter Zeile

n

D(zl, ce ,Zn) = ‘A’ = Z(—I)H_j Qi ‘AU‘
j=1
ai1
z; kommt in |A;;| nicht vor und z; = : > aj; ist linear.
Qin
(b) D ist alternierend: Sei z; = 211 . In der Entwicklung nach der i-ten Zeile fiir ¢ # k und ¢ # k + 1
(n > 3) ist jeder Term gleich Null, da A;; fiir jedes j zwei gleiche Zeilen hat.
Damit ist |A;;| = 0, da A;; nicht vollen Rang hat.
(c) D(e1,...,en) =|En| =1.

Nun koénnen wir noch den Teil von Satz 3.4 iiber die Entwicklung nach Spalten beweisen:

n n

Al = [AT] = Y (=DM ag (AT | = D (=D agi | A -

j=1 j=1
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3 FEinschub: Lineare Algebra

/]\
Entwicklung nach k-ter Zeile

3.8 Satz. Multiplikationssatz fiir Determinanten
Fir A, B € M(n,K) gilt

AB| = |A]-B].

Beweis. Sind by, ..., b, die Spalten von B, so hat AB die Spalten Aby,..., Ab,.
Fiir festes A und beliebiges B betrachten wir

F(by,...,by) = det(Aby, ..., Ab,) = |AB] .

Als Komposition der linearen Abbildungen b; — Ab; und det ist F' multilinear. F' ist alternierend, da det
alternierend ist und es gilt
F(e1,...,e,) =det(ay,...,a,) = |A]

Auch durch G(by, ..., b,) = |A| det(by, ..., by) ist eine alternierende n-Form mit G(ey, ..., e,) = |A| gegeben.

Falls |A| = 0 ist, so gilt G = F. Falls |A| # 0 ist, so sind % und |—£| Determinantenformen und wegen der
Eindeutigkeit gleich. Also G = F', d.h. |A| - |B| = |AB]. O

3.9 Korollar. Eine Matrix A € M (n,K) ist genau dann invertierbar, wenn |A| # 0 ist. Dann gilt

1
A7 = o
A

Beweis. Falls A invertierbar ist, so folgt aus dem Multiplikationssatz

1=|BE|=]A-A7Y =A]|A7Y,

also )
A #0 und A7 = —.
Al
Ist A nicht invertierbar, so ist A nicht surjektiv. Also sind die Spalten von A linear abhingig und es gilt
nach Satz 3.2, dass |A| = 0 ist. O

3.10 Zusammenfassung. Fiir eine n x n Matrix A sind also dquivalent
(a) [A[#0
(b) A ist invertierbar.
(c) Das Gleichungssystem Az = b ist universell und eindeutig losbar.
(d) Die Spalten von A sind linear unabhéingig.
(e
(f) RangA =n
(g) A:K"™— K" ist injektiv.
(h) A:K" — K" ist surjektiv.

)
)
)
) Die Zeilen von A sind linear unabhéngig.
)
)

3.11 Satz. und Definition. Die Determinante eines Endomorphismus

Sei V' ein Vektorraum der Dimension n < oo, L € £(V') und B eine Basis von V.
Die Zahl |Mp(L)| hdngt nicht von der Basis B ab und wird mit detL bezeichnet.

Beweis. Ahnliche Matrizen haben gem#fi des Multiplikationssatzes gleiche Determinanten,
|STLAS| = ST |A|S] = | Al

Da fiir zwei Basen A und B die Matrizen M 4(L) und Mp(L) dhnlich sind, folgt die Aussage. O]
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3.1 Determinanten

3.12 Satz. Die Cramersche Regel

Fiir eine invertierbare n x n-Matrix A = (ay,...,ay) iber K und b € K" ist die eindeutige Losung der
Gleichung Ax = b gegeben durch

x; = —det(ay,...,a;—1,b,ai41,...,a,) fir i=1,...,n.

Al
Beweis. Wir schreiben die Gleichung Az = b als
ria1 + -+ Tpan, =b

bzw.
ziay + -+ (via; — b) + - + xpan = 0.

Also sind die Spalten der Matrix

air -+ (way —b1) - am

anl1 - (xiain - bn) crr Apn

linear abhéngig und ihre Determinante somit Null. Linearitédt in der i-ten Spalte liefert schliellich

al 1 “ e aln a/].l DY bl DY a].n
x| o : — : : =0.
anl PR ann anl PEEY bn DY ann

O

3.13 Bemerkung. Die Cramersche Regel ist nicht zur expliziten Berechnung von Losungen geeignet, zeigt
aber z.B. die stetige Abhingigkeit der Losungen von A und b.

Determinante und Volumen im R"

Seien dq, ..., d, Vektoren im R™, dann ist das von ihnen aufgespannte Parallelotop die Menge
n
P(ay,...,d,) = Zajc_ij |0<a; <1firj=1,...,n
j=1

Fiir n =1 ist P(d;) eine Strecke, fiir n = 2 ist P(d;, d2) ein Parallelogramm und fiir n = 3 ist P(dy, dz2, d3)
ein Spat. Der n-dimensionale Einheitswiirfel ist P(é1,...,éy).

Wir haben uns bereits iiberlegt, dass
Fléche(P((il, 62)) = |det(&’1, 62)‘
und
Volumen(P(c_L’l, 5:2, 63)) = |det(d’1, 62, 5:3)|

gilt. Dieser Zusammenhang besteht auch fiir n > 4. Da wir das “Volumen” von Teilmengen des R™ noch nicht
definiert haben, erheben wir diese Setzung zur Definition. Das miissen wir natiirlich begriinden. Dazu stellen
wir fest, dass wir folgende Eigenschaften a priori von jeder verniinftigen Definition des n-dimensionalen
Volumens

Vol(P(ai,...,a,)) = V(ai,...,an)

fordern miissen:

(a) Homogenitéit in jeder Richtung
V( ey A1, 0Q5, Qi1 - - ) = |a|V(a1, e ,an)

fiir jedesi=1,...,n und o € R.
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3 FEinschub: Lineare Algebra

(b) Cavalierisches Prinzip
V(...,ai—1,0; + aak, aiy1,...) = V(ai, ..., an)

firi=1,...,n und k # 1.

“Ein Papierstapel dndert sein
Volumen nicht, wenn man
die Blétter gegeneinander ver-
schiebt”:

(c) Der Einheitswiirfel hat Volumen 1

Vier,...,en) = 1.

3.14 Satz. Eindeutigkeit des “Volumens”

Es gibt genau eine Funktion V : R" x --- x R™ — R welche die drei Eigenschaften (a), (b) und (c) hat. Sie
ist gegeben durch

Vay,...,a,) = |det(a,...,an)|

und heifit Volumen des Parallelotops P(ay,...,ay).

Beweis. |det(ay,...,ay)| hat offensichtlich die Eigenschaften (a), (b) und (c). Erfiille nun auch V' (a), (b)
und (c) und sei

V(alv s 7an)
F ces = det .
(ala 7an) |det(a1,...,an)| € (ab 7an)
falls ay, ..., ay linear unabhingig und F(aq,...,a,) = 0 sonst. Wir zeigen, dass F' eine Determinantenform

ist. Dann folgt aus der Eindeutigkeit F' = det und somit die Aussage des Satzes.

Wir zeigen zun#chst, dass F' multilinear ist. Dazu setzen wir a; = ax+ Sy und weisen 0.B.d.A. die Linearitét
im ersten Argument nach.

(i) Falls ag,...,ay linear abhingig sind, gilt

F(ax + By,az,...,a,) =0=040=aF(x,az,...,a,) + BF(y,a2,...,a,).

(ii) Seien also ag, ..., a, linear unabhéngig. Falls fy = 2?22 tja;, dann ist
V(ax + By, .. .)
F det
(ax + By, ...) det(az T By, et(ax + By, ...)
Viaz,...)
—————det .
det(am, Jjoct@®s )
la|V(x,...)
= ——— " adet(ax,...)
|| |det(z, . ..)|

= aF(z,...)=aF(z,..)+BF(y,...)=0.

Dabei folgt V(ax + By, ...) = V(ax,...) aus dem Cavalierischen Prinzip.
(iii) Seien schlielich By, as,. .., a, linear unabhingig und ax = t18y + Z?:z tjaj, dann ist

F(ax + By,...) = F((1+t)By,...)=1+t1)BF(y,...) =BF(y,...)+ F(t18y,...)
= pF(y,...)+ F(ax,...)=pF(y,...) + aF(z,...),

wobei wir im ersten und im vorletzten Schritt wieder das Cavalierische Prinzip verwendet haben.

Also ist F' multilinear. Da F'(...,a,a,...) = 0 per Definition gilt, ist F’ alternierend und wegen V' (e, ..., e,) =
1 ist F' eine Determinantenform. O
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3.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

3.15 Definition. Eigenwerte und Eigenvektoren

Sei V' ein Vektorraum iiber K und L : V' — V ein Endomorphismus. Eine Zahl A € K heifit Eigenwert von
L, falls es einen Vektor v # 0 aus V mit
Lv = v

gibt. Ein solcher Vektor heifit dann Eigenvektor von L zum Eigenwert .

3.16 Lemma. Ist A = Mg(L) die Matrix von L € L(V') beziiglich einer Basis B = (vi,...,v,) von V| so
hat A genau dann Diagonalgestalt,

A1 0
A = " . 9
0 An
wenn fiir alle j = 1,...,n der Basisvektor v; Eigenvektor von L zum Eigenwert \; ist.
Beweis. Es gilt Lv; = A\jvj & Mp(L)e; = Aje; < die j-te Spalte von Mp(L) ist gleich Aje;. O

3.17 Definition. Diagonalisierbarkeit

Ein Endomorphismus fiir den eine Basis aus Eigenvektoren existiert heifit diagonalisierbar.

3.18 Beispiel. Sei V = R?, also K = R.
(a) Spiegelung L an der “y-Achse”: Es ist Le; = —e; und Les = eg. Somit hat L die Eigenwerte
A1 = —1 und A2 = 1 zu den Eigenvektoren e; und es. In der Basis aus Eigenvektoren, also der
kanonischen Basis, hat L die Diagonalgestalt

M,C(L):<_Ol (1)>

(b) Drehung D, um den Winkel ¢ um den Ursprung: Fiir ¢ ¢ 77 hat D, hat keinen Eigenvektor,
da jeder Vektor unter D, seine Richtung &ndert. Also hat D, dann auch keinen (reellen) Eigenwert
und ist nicht diagonalisierbar.

(c) Scherung:

Eine Scherung des R? ist gegeben durch o

Az(l i) mit s#0.

A hat nur den Eigenvektor e; zum
Eigenwert A = 1, also Ae; = ej. Auch A ist
somit nicht diagonalisierbar.

€2

Aeg

>

e = A61

3.19 Bemerkung. Ein Vektor v € V'\ {0} ist genau dann Eigenvektor von L € £(V') zum Eigenwert A € K,
wenn
v € Kern(L — Ay)

gilt. Denn v € Kern(L — Aly) & (L — Aly)v =0 < Lv = \w.
Also ist A € K genau dann Eigenwert von L € £(V), wenn Kern(L — A1y ) # {0}.

3.20 Definition. Eigenraum und geometrische Vielfachheit

Sei A ein Eigenwert von L € £(V'), dann heifit der Unterraum
E) :=Kern(L — Ay)

von V der Eigenraum von L zum Eigenwert . Die Dimension dimF) heifit geometrische Vielfachheit
des Eigenwertes .
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3.21 Bemerkung. Jeder Vektor v € FE) mit v # 0 ist Eigenvektor zum Eigenwert A. Bei der Wahl
von Eigenvektoren besteht also immer eine Freiheit. Das geometrisch relevante Objekt ist der Eigenraum.
Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten haben nur die Null gemeinsam, denn es kann ja nicht Lv = v =
po fiir A # u gelten. Es gilt aber mehr:

3.22 Lemma. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhingig

Sei L € L(V') und seien vy, ..., v, Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten Ai,...,A¢, also \; # A; fur
i # j, dann sind vy, ..., vy linear unabhingig.

Beweis. Induktionsanfang: Fiir / = 1 ist v; linear unabhéngig, da nach Definition v; # 0 gilt.

Induktionsschritt: Die Aussage sei richtig fiir £. Seien nun wvy,...,vps1 Eigenvektoren zu verschiedenen
Eigenwerten Aq, ..., A¢p41 und sei
avr+ o F o v =0.

Daraus erhélt man durch Anwendung von L bzw. A1y die Gleichungen
a1A1v1 + -+ g1 Aepr v =0
a1 Ap1v1 + - F o Aep1 v =0
und durch Subtraktion
a1( A = Ao+ oo+ (Mg — Aep1)ve = 0.
Nach Induktionsannahme sind vy, ..., v, aber linear unabhéngig, somit ist
a1(A1 — Aey1) = - = ag(Ag — Apy1) = 0.
Wegen \; # \; fiir i # j folgt oy = -+ = ap = 0, damit app1v41 =0, also a1 =0

und schliellich die lineare Unabhéngigkeit von vy, ..., vp11. O

3.23 Bemerkung. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhéngig. Damit kann ein
Endormophismus L auf einem n-dimensionalen Raum hochstens n verschiedene Eigenwerte haben. In diesem
Fall bilden die Eigenvektoren dann eine Basis und L ist diagonalisierbar. Das Vorliegen von n verschiedenen
Eigenwerten ist allerdings keine notwendige Bedingung fiir Diagonalisierbarkeit, beispielsweise hat die Ein-
heitsmatrix nur den einen Eigenwert A = 1 und die Nullmatrix nur den Eigenwert A = 0. Beide sind aber
diagonal.

Wie bereits bemerkt, ist A € K genau dann Eigenwert von L € £(V'), wenn Kern(L — A1y ) # {0}, also wenn
L — A1y nicht injektiv ist. Daraus ergibt sich das

3.24 Lemma. Sei dimV =n < oo und L € £(V). Dann ist A € K genau dann ein Eigenwert von L, wenn
det(L — A1y ) = 0 gilt.

Wird L beziiglich einer Basis von V' durch die Matrix A = (a;;) beschrieben, so ist

a1 — A a2 e a1n
as1 a — A - a2n
det(L — Aly) = det }
anl aAn?2 o Qpp — A

Diese von A abhéngige Determinante ist ein Polynom vom Grade n in A und heifit das charakterische
Polynom von L.

3.25 Lemma. Sei dim V =n < oo und L € L(V). Dann gibt es Zahlen ay, ..., a, € K mit
Pr(A) :=det(L — My) = ap A" + a1 A" 1+ +ag) + ag
fir alle A € K. Es gilt
n
an = (=", anp_1 = (=1)"SpurL := (—1)"! Zajj und ag = detL.
j=1

Man nennt P, das charakteristische Polynom von L.
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Beweis. Sei A = Mp(L) beziiglich einer Basis B von V. Wir bestimmen
det(L — A1) = det(A — AE,,) .

Aus

det(A — \B) = En:(—l)i”(aij — Abij)det ((A — AB)ij)
j=1

sieht man sofort durch Induktion, dass fiir beliebige nxn-Matrizen A und B det(A—AB) = ¢, A"+ - -+c1 A+
fiir geeignete cy, ..., c, € K ist.

Fir B = E,, ergibt Induktion und Entwicklung nach der ersten Zeile
det(A — )\En) = (CLH — )\) det ((A — >\En)11) + R()\) .

Es ist R(\) ein Polynom vom Grad n — 2, da det(A — AE},)1; ein Polynom vom Grad n — 2 ist.

Nun ist nach Induktionsannahme

det((A = AEp)11) = (=)™ A"+ (1)) Taj A"+

und somit
n
det(A — AE,) = (=1)"A" + (=)™ aj; A 4
Der konstante Term ergibt sich aus

ap = Pr(0) =det(A—0-E,) =det A.

3.26 Korollar. Die Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms.

3.27 Korollar. Sei dimV =n und L € L(V). Seien \y,..., A; verschiedene Eigenwerte von L mit geome-
(9) (4)

trischen Vielfachheiten ny,...,ny und (vy’, ..., vy, ) jeweils eine Basis des Eigenraums E), zum Eigenwert
A -
Dann sind auch
O T | U o S B o
linear unabhéngig.
Insbesondere ist die Summe n; + --- + ny der geometrischen Vielfachheiten héchstens n und L ist genau

dann diagonalisierbar, wenn nj + - -+ +ny = n ist.

Beweis. Ist Zz Dy ak vg) =0, so sind nach Lemma 3.22 die Vektoren > ;' | ak) v,(:) € E,, gleich Null
(@) (4) (4)

und wegen der linearen Unabhéngigkeit der vy, ..., vp; verschwinden alle Koeffizienten o~ .
Also ist (vg ), e ,véll), .. Ug), . .U%)) ein linear unabhangiges n1 + ...+ ng-Tupel von Eigenvektoren.

Im Fall n; + ...+ ny = n ist es eine Basis aus Eigenvektoren und L somit diagonalisierbar.

Ist nun andererseits L als diagonalisierbar vorausgesetzt und sei m; die Anzahl der Eigenvektoren zum
Eigenwert \; in einer Basis aus Eigenvektoren, so ist m; < dimFE), = n;, also

n=mi+...+my<nmi+...+np<n,

woraus ni +...+mny =n und m; = n; fir alle j =1,...,¢ folgt. O
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Der Fundamentalsatz der Algebra
Jedes komplexe Polynom vom Grade n > 1, d.h. jede Abbildung P : C — C von der Form

P(z)=cpz"+---+c1z+co,

wobei cg,...,c, € C und ¢, # 0, hat mindestens eine Nullstelle. Der Satz wird im 3. Semester bewiesen
mittels komplexer Analysis.

3.28 Korollar. Fiir n > 1 hat jeder Endomorphismus eines n-dimensionalen komplexen Vektorraumes
mindestens einen Eigenwert.

Nun kann man einfach aus dem Fundamentalsatz folgern:

3.29 Lemma. Jedes komplexe Polynom P zerfiillt in Linearfaktoren: ist P(z) = ¢, 2" + -+ + ¢12 + ¢o mit
¢n # 0, und sind z1,--- , 2z, € C die paarweise verschiedenen Nullstellen von P, so gilt

P(z)=cn [ [ (z— z)™

i=1

mit wohlbestimmten Exponenten m; > 1, welche man die Vielfachheit der Nullstelle nennt.

Beweis. Wir wissen es gibt eine Nullstelle z;. Mittels binomischen Lehrsatz kann man
Pz)=Pz—z14+2z21)=an(z—21)"+ ...+ a1(z — z1) + b(z1)
schreiben, mit geeigneten Koeffizienten a;. Da P(z1) = 0, folgt b(z1) = 0, und damit
P() = (2 - 2)Q(2),
wobei (z) ein Polynom vom Grad n — 1 ist. Dieses hat nun wieder mindestens eine Nullstelle z, unsw.. 0O

3.30 Bemerkung. Im Allgemeinen sind zwei Matrizen A, B € M (n,C) nicht vertauschbar, also [A, B] =
AB — BA # 0. Sind aber A, B diagonalisierbar, dann gilt [4, B] = 0 genau dann wenn sich eine gemeinsame
Basis aus Eigenvektoren fiir A, B finden 148t.

Beweis. Sei v Eigenvektor von A zum Eigenwert A, dann gilt
ABv = BAv = \Bu,

also Bv liegt im Eigenraum Ej\4, also laBt den Eigenraum invariant. Damit wird in den Ubungen die Aussage
des Satzes bewiesen. O

3.31 Definition. Algebraische Vielfachheit

SeidimV =n < oo,K=Roder K= Cund L € L(V). Falls )¢ eine k-fache Nullstelle des charakteristischen
Polynoms ist, d.h.

Pr(A) = (A=20)" Q) mit Q(Xo) #0,

so heifit k die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes A .
3.32 Beispiel. (a) Spiegelung an der y-Achse:

L= < _01 (1)):>PL()\):det(L—)\E2):det ( _10_A 18/\>:(A+1)(A—1).

Die Nullstellen und somit die Eigenwerte sind A\ =1, Ay = —1.
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3.2 FEigenwerte und Eigenvektoren

(b) Drehung um Winkel ¢ in der Ebene:

p.— [ s - sin ¢
¥\ sing cosp

Also ist

cosp — A —singp

Pp,(A) = det ( sin ¢ cos — A

) = (cosp — N2 +sin?p >0 falls ¢ ¢ 7Z.

Fiir ¢ = 0 ist D, = F2 und Pg,(\) = (1 — \)? hat die doppelte Nullstelle A; = 1. Also hat Dy den
Eigenwert \; = 1. Seine geometrische Vielfachheit ist 2, da der Eigenraum E), = R? ist. Fiir p = 7
ist D, = —FE», der einzige Eigenwert also A = —1. Fiir alle anderen ¢ € (0,27) hat Pp_(A) keine
Nullstellen, und somit hat D, dann auch keine Eigenwerte.

(c) Scherung:

A:((l) ‘j) = PA()\):det<16)\ 15)\):(1—)\)2.

P4 () hat also die doppelte Nullstelle A\; = 1, der Eigenraum zum Eigenwert \; ist aber nur eindimen-
sional, E), = Span (e;). Die geometrische Vielfachheit ist hier also echt kleiner als die algebraische
Vielfachheit.

3.33 Lemma. Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes A ist immer kleiner als die algebraische
Vielfachheit.

Beweis. Ergédnzt man eine Basis des n;-dimensionalen Eigenraumes Ey; zu einer Basis von V| so hat die
Matrix von L beziiglich dieser Basis die Form

n;
——
A 0
*
0 i
0 *

Daraus liest man ab, dass in Pr(\) = det (M (L)—\ E,,) der Faktor (A;—\) mindestens n;-mal vorkommt. []

3.34 Korollar. Sei V ein komplexer n-dimensionaler Vektorraum und L € £(V). Sind Ay, ..., Ay die Eigen-
werte von L mit algebraischen Vielfachheiten myq, ..., my so gilt m;+---4+my = n. Insbesondere ist L genau
dann diagonalisierbar, wenn fiir jeden Eigenwert gilt n; = dimE), = m;, also geometrische Vielfachheit =
algebraische Vielfachheit.

3.35 Beispiele. (a) Sei A = , dann ist

IS SO

2
)
8

O O W

1—X 2 3
Py(\) = det(A—XFE3)=| 4 5-X 6
7 8 9-A
= 1=N6G-NO0-N)+2-6-7+3-4-8-7-(5-X)-3-86-(1-XN)—(9—-X)-4-2
= A H+15A2 18X +0=-A(\*— 15\ +18)

_15-3V17

:>)\1=0,)\2= 9

15 + 3v/17
5 M
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3 FEinschub: Lineare Algebra

Um die Eigenrdume zu bestimmen, miisste man nun die Gleichungssysteme
(A — )\1E3)1}1 = 0, (A — )\2E3)'U2 = 0, (A — )\3E3)'U3 =0

losen. Da alle Eigenwerte einfach sind (d.h. einfache Nullstellen des charakteristischen Polynoms),
bilden die zugehorigen Eigenvektoren eine Basis von R? und A ist diagonalisierbar.

(b) Sei A= ( [1) (1) ),dann ist

-2 1

}%Q%:®MA—X@):‘1 -

‘:)\2—1:()\+1)()\—1).

Die Eigenwerte sind also Ay = 1 und Ao = —1 und die zugehorigen Eigenrdume liest man in diesem
Fall einfach ab:

B fa( )ioexl wi m-fo( ) )acs).

Anwendung: System linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten.

Die Differentialgleichungen
1(t) = anxi(t) + -+ a1aza(t)

Tn(t) = apiz1(t) + -+ appxn(t)
sind gekoppelt und in Kurzform schreiben wir
z(t) = Ax(t).

Es sei die Anfangsbedingung z(0) = a € K" gegeben und wir suchen die Losung fiir alle anderen Zeiten,
also eine Funktion z : R — K" welche %x(t) = Ax(t) und z(0) = a erfiillt.

Falls A diagonalisierbar ist, also
A1 0
ST1AS = - =D
0 An
fiir eine regulire Matrix S gilt, dann ergibt sich fiir den Vektor y(t) = S~ x(t)
y(t) = S7li(t) = ST Ax(t) = STTASS T x(t) = STLASy(t) = Dy(t).
Wir erhalten also die entkoppelten Differentialgleichungen
gi(t) = Mya(t), -, gn(t) = Anyn(t) .
Die Anfangsdaten fiir y ergeben sich aus denen fiir 2 durch
y(0) = Stz (0) =S la=:b.
Die Losungen fiir das entkoppelte System kann man direkt ablesen,
y1(t) = breMt, ... yn(t) = byent

oder kurz
eAlt 0 b1

y(t) =ellb = . :
0 ehnt by,
Durch Riicktransformation bekommt man auch wieder

x(t) = Sy(t) = SelPth = SePts—1q =: ety
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3.3 Symmetrische Matrizen und lokale Minima

3.3 Symmetrische Matrizen und lokale Minima

Wir betrachten im folgenden symmetrische Matrizen iiber K = R. Also A € M(n,R). Bisher spielte Or-
thoganonalitdt keine Rolle. Wichtig war nur die lineare Unabhéngigkeit von Basisvektoren. Es stellt sich
heraus, dass symmetrische Matrizen vor allem dadurch charakterisiert sind, dass ihre FEigenvektoren or-
thogonal aufeinander stehen. Zu diesem Zwecke verwenden wir hier das innere Produkt von Vektoren. Da
Vektoren nun auch komplex sein kénnen, miissen wir das normale innere Produkt, das man aus der Schule
kennt auf komplexe Vektoren anpassen.

Sei nun das innere Produkt von nicht notwendigerweise reellen Vektoren u,v € C™ definiert als

n
(u,v) = Z U 0;.
=1

Dies ist notwendig, weil Eigenwerte und Vektoren a-priori komplex sein kénnen.

3.36 Definition. Symmetrie und Selbstadjungiertheit

(a) Eine n x n-Matrix A heifit symmetrisch oder selbstadjungiert, wenn A = A* gilt. Also wenn
Qij = G-
(b) Eine lineare Abbildung 7' € L(V) auf einem Skalarproduktraum V heifit symmetrisch oder selbst-
adjungiert, wenn
(Tu,v) = (u,Tv) fir alle u,v e V.

Wir werden zeigen, dass selbstadjungierte Matrizen auf R” immer diagonalisierbar sind. Das folgt im We-
sentlichen schon aus den folgenden sehr simplen Beobachtungen:

3.37 Satz. Sei A € M(n,R) symmetrisch. Dann gilt:
(a) Alle Eigenwerte von A sind reell.
(b) Eigenvektoren von A zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal, und kénnen reell gewihlt werden.

(c) Ist u ein Eigenvektor von A, so ist der zu u orthogonale Teilraum
W = {u}* = {veR"|(u,v) =0}
A-invariant, d.h. A(W) C W (also Aw € W Yw € W).

Beweis. (a) Sei Au = Au mit u # 0. Sei nun das innere Produkt von nicht notwendigerweise reellen
Vektoren u, v definiert als
n
(u,v)y = Zuﬁvi.
i=1

Dies ist notwendig, weil Eigenwerte und Vektoren a-priori komplex sein koénnen. Da A nun selbst-
adjungiert ist, und seii Au = Au mit u # 0, dann gilt

Mu, u) = (u, M) = (u, Au) = (Au,u) = Au,u) = Mu,u),

also folgt mit (u,u) # 0, dass A = \.
(b) Sei Au = Au und Av = pwv fiir A # p und u,v # 0, dann ist

Mu, vy = (Au,v) = (Au,v) = (u, Av) = (u, pv) = plu,v),

also folgt mit A # p, dass (u,v) = 0. Weiters gilt dass u + u ebenfalls Eigenvektor zu Eigenwert \ ist,
und per Definitionem reell.

(c) Sei Au= Auund w e W, also (w,u) = 0. Dann ist auch
(Aw,u) = (w, Au) = (w, Au) = Mw,u) =0,
also Aw € W.
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3.38 Bemerkung. Es sei bemerkt, dass ganz allgemein gilt, dass lineare Abbildungen L orthogonale Kom-
plemente von Eigenvektoren {u}* nur dann invariant lassen kénnen, falls die anderen orthogonal auf u
stehen.

3.39 Satz. Jeder symmetrische Matrix A € M(n,R) besitzt wenigstens einen Eigenwert (welcher dann
gemif Satz 3.37 reell ist.)

Beweis. Das charakteristische Polynom P4 von A sicherlich eine Nullstelle A € C. Diese ist Eigenwert der
Matrix A. Nach Satz 3.37 ist aber A reell. O

3.40 Satz. Diagonalisierbarkeit symmetrischer Matrizen

Jede symmetrische Matrix A € M (n,R) ist diagonalisierbar, besitzt also eine Basis aus zueinander ortho-
gonalen Eigenvektoren.

Beweis. Nach Satz 3.39 hat A einen reellen Eigenwert A1, und zugehorigen Eigenvektor u1. Der orthogonale
Raum Vj : {ul}J— ist n — 1 dimensional und invariant unter A. Das heisst die lineare Abbildung A : V; — V)
lasst sich durch eine (n — 1) x (n — 1) Matrix Ay darstellen. Diese ist wieder symmetrisch, und hat somit
einen reellen Eigenwert Ao, mit Eigenvektor us. usw. Nach n Schritten. gelangen wir zu n orthogonalen
Eigenvektoren {uy, .., un}. Sei S die Matrix S = (u1,u2, .., uy). Dann ist leicht zu sehen dass

S™1AS = Diag(A1, Mgy o An)-
Also die Diagonalmatrix mit Eintrigen der Eigenwerte auf der Diagonalen. O

3.41 Definition. Eine reelle Matrix A € M(n,R)
(a) ist positiv definit definit, wenn alle Eigenwerte positiv sind.
(b) negativ definit falls alle Eigenwerte negativ sind.

(c) indefinit wenn es sowohl positive als auch negative Eigenwerte gibt.

Das heisst falls eine Matrix 0-Eigenwerte hat, dann fillt sie in keine der obigen Kathegorien.
3.42 Bemerkung. Man nennt die Nullstellen von gradf auch die kritischen Punkte von f.

3.43 Korollar. Eine reelle symmetrische n x n-Matrix A = (a;;) ist
(i) positiv definit, wenn fiir alle € R™ \ {0} gilt, dass (v, Az)p. = > ',y a;j ;25 > 0.
(ii) negativ definit, wenn fiir alle x € R" \ {0} gilt, dass (z, Az)p, < 0.
(iii) indefinit, wenn es x,y € R™ gibt mit (x, Az) > 0 und (y, Ay) < 0.

Beweis. Beweis: Ubung. Ul

3.44 Satz. Sei G C R" ein Gebiet und f € C?(G, R). Sei x € G eine Nullstelle von gradf , also grad f(z) = 0.
(a) Ist Hessf(z) positiv definit, so hat f in x ein lokales Minimum.
(b) Ist Hessf(x) negativ definit, so hat f in x ein lokales Maximum.

(c) Ist Hessf(x) indefinit, so hat f in x kein lokales Extremum, also z ist ein Sattelpunkt.

3.45 Lemma. Sei A € Sym,, positiv definit und Ag > 0 der kleinste Eigenwert von A. Dann gilt fiir alle
z € R™, dass

(x,Azx) > )\0Hx||2 .

Beweis. Stelle x in einer Orthonormalbasis aus Eigenvektoren dar. O
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Beweis. von Satz 3.44. (a) Sei 6 > 0 so klein, dass Bs(x) C G ist. Nach Korollar 2.50 gilt dann fiir h € B;(0)
fla+h) = f(x) + 5 (h,Hessf(z)h) + o(h)

mit ¢(h) = o(||h||?). Wihle nun 0 < §’ < 6 so klein, dass |p(h)] < %0||h||2 fiir alle h € By /(0) gilt, wobei
Ao > 0 der kleinste Eigenwert von Hessf(z) sei. Dann ist fiir alle h € By/(0) \ {0}
flz+h) = f(@)+5(h,Hessf(x)h) + o(h)
> 201112 = 22|k
2 fl@)+ Il = lnl

= @)+ 2R > fo).

Also ist f(z) ein striktes lokales Minimum.

(b) Ist Hessf(z) negativ definit, so ist Hess(—f)(z) = —Hessf(x) positiv definit. Also hat —f ein lokales
Minimum und somit f ein lokales Maximum.

(¢) Laut Vorraussetzung gibt es mindestens einen normierten Eigenvektor hy von Hess f(x) zu positiven
Eigenwert Ay > 0 und einen normierten Vektor hy zu negativen Eigenwert A9 < 0. Dann sieht man zum
Beispiel, dass
flx+thy) = f(z)+ % (the, Hess f(z) tha) + o(th)
= @)+ Xo/26 + o(#?)

gilt und somit f(z + the) < f(x) in kleiner Umgebung. Umgekehrt folgt, dass in Richtung hq die Funktion
f(z +thy) ein lokales Minimum besitzt als Funktion von ¢. Damit ist « ein Sattelpunkt. also

[+ th) > f(2) + 52> f()

fiir 0 < ¢ < ¢ und ¢ klein genug. Also gibt es in jeder Umgebung von z einen Punkt y = x + th, sodass
f(y) > f(x) ist. Das gleiche Argument fiir A mit & = (h, Hessf(x)h) < 0 zeigt, dass in jeder Umgebung von
x auch ein Punkt g mit f(7) < f(x) liegt. Also hat f in x kein lokales Extremum. O

3.46 Beispiel. Minimum und Sattel

(a) Sei f : R? - R, (z,y) — 22 + y? + c. Dann ist
gradf(z,y) = (2x,2y), also grad f(z,y) = 0 &
(z,y) = (0,0). Weiterhin ist

Hessf(z) = ( 3 (2) > = Hessf(0,0)

positiv definit. Somit hat f bei (0,0) ein striktes lokales
Minimum.

(b) Die Funktion f : R? = R, (z,y) — 2% — y? + c erfiillt
grad f(0,0) = (0,0) und

Hessf(0,0) = ( (2) _02 ) :

Also hat f in (0,0) kein lokales Extremum.

3.47 Bemerkung. Ist Hessf(x) nur positiv semidefinit, gilt also nur (h, Hessf(z)h) > 0 fiir alle h € R™\ {0}
und grad f(z) = 0, so kann man noch nicht entscheiden, ob in z ein lokales Minimum vorliegt. Beispiele:
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(i) f:R2 =R, (z,y
(i) f:R?2 =R, (z,y
(iii) f:R? =R, (z,y

Wegen Satz 3.44 (c) ist aber die Semidefinitheit ein notwendiges Kriterium fiir das Vorliegen eines Extre-
muims.

) > 2?4yt hat lokales Minimum bei (0, 0)

) > 2 + 3 hat kein lokales Minimum bei (0, 0)
) =

t

hat lokales entartetes Minimum bei (0, 0).
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Eine Funktion ¢ : R — R ist nicht immer ,explizit” in der Form y = g(z) gegeben, sondern hiufig nur
»implizit” durch eine Gleichung der Form

Bz, g(z)) = 0.

Hierbei wire F : R? — R, (z,y) — F(z,y) eine ,,explizit“ gegebene Funktion. Man mochte dann die implizite
Gleichung F'(z,y) = 0 explizit machen, d.h. ,nach y auflésen® und in der Form y = g(x) schreiben.

4.1 Beispiel. Betrachte F : R? — R, (z,%) — 22 + y? — 1. Dann ist
C = {(x,y) € R?| F(z,y) = 0}

die Einheitskreislinie in R2. C' ist aber nicht der Graph einer Funktion ¢ : R — R, denn
(i) Fiir z € R mit |z| > 1 gibt es kein y € R mit (z,y) € C.
(ii) Fiir € R mit |z] < 1 gibt es gleich zwei y € R mit (x,y) € C, ndmlich y = £v1 — 22

Gibt man allerdings (a,b) € C mit b # 0 vor, so kann man F(z,y) lokal um (a,b) nach y auflésen, d.h. es
gibt eine Umgebung U; C R von a und eine Umgebung Us von b und eine Funktion g : Uy — Uz so, dass
fir alle (z,y) € Uy x Uy gilt

Flr,y) =0 & y=g(z).

Ist etwa b > 0, so wihle ¢ > 0 klein genug, U; = 7} UlL,X -
(a—g7a+5), UQZ(b—€,b+8) und bl //’/(Cl,b)
g(x) = +V/1 - 22. o,

Aber: Fiir b = 0 kann man in keiner Umgebung von ? P T

(1,0) oder (—1,0) nach y auflésen, wohl aber nach z,

durch = +4/1 —y2. Die Punkte (+1,0) € C sind U1
aber genau die Punkte, wo ‘?9—5 = 2y verschwindet,

d.h. die Tangente an C vertikal ist.

Der folgende Satz iiber implizite Funktionen gibt eine hinreichende Bedingung dafiir an, dass man eine
implizite Gleichung F(x,y) = 0 lokal um einen Punkt (a,b) mit F'(a,b) = 0 in der Form y = g(z) explizit
machen kann.

4.2 Satz. Satz iiber implizite Funktionen

Sei G C R"t™ = R” x Ry ein Gebiet und F : G — R™ eine stetig partiell differenzierbare Funktion. Sei
(a,b) € G derart, dass F(a,b) = 0 ist und

8y1 8ym
oF
ai(mb) = (av b)
Yy 0F,  0Fnm
oy OYm

invertierbar ist.
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L Y1y -y Ym
Dann existieren offene Umgebun- A

gen Uy C R"™ von a und Uy C R™ U x Uqy
von b mit U; x Uy C G und ei-

ne stetig partiell differenzierbare bl / (a,b)

Funktion g : Uy — Us, sodass fiir Graph

alle (z,y) € Uy x Uy gilt: U// raph(g)
2

G

Flz,y)=0 & y=g(x). /—/><
4

Das Differential von g ist

Dy(x) = — [0,F(x, g(x))] " 0, F(x, g(x)). o= T1y -y n
1

4.3 Bemerkung. Die Bedingung det(%—’;(a, b)) # 0 ist gleichbedeutend damit, dass keine Richtungsablei-

tung von F in ,y-Richtung® verschwindet, also ¥ - %—i(a,b) # 0 fiir alle 7 € R™ \ {0}. Dadurch wird
sichergestellt, dass es eine Umgebung Us von b gibt, so dass fiir y € Uy

F(a,y)=0 & y=b.

4.4 Bemerkung. Die Methode, um den Haupsatz zu beweisen, ist das Newton-Verfahren zum Auffinden
von Nullstellen. Die idee ist, dass man von einem Startpunkt z( startet und falls f’(z¢) # 0 ist, dann
definiert man z7 durch den Schnittpunkt der Tangente an zp mit der z-Achse, also 1 = x¢ — f(x0)/f'(x0),
und allgemeiner

Tn+l = Tp — f(.%'n)/f/($n)

Besitzt f nun auf dem Intervall B,.(z() eine stetige Ableitung dritter Ordnung und die erste Ableitung
verschwinde in keinem Punkt von B,. Gebe es weiters eine Konstante ¢ < 1 sodass

@) ()] 1F (o)
S F@E ST 1P

Besitzt die Gleichung f(z) = 0 genau eine Losung in B, (zg).

<(1-qr,

Beweis. Man wendet den Banach’schen Fixpunktsatz auf g(z) =z — f(x)/f’(x) an. Dies ist mglich, weil

lg(x) —g(y)|l < sup lg" ()Nl =yl

T

und |¢'(x)| = |f(x) " (x)|/|f (z)]? < q ist, also eine Kontraktionskonstate q besitzt und mit

(o
lo(e) — ol < lafa) = gle)l + latao) ~ a0l < alle — ol + [ 00 < o (1= <7
Also g : B.(z9) — By(xq) eine Selbstabbildung und Kontraktion, somit gibt es genau einen Fixpunkt
g(x) =z < f(z) =0in B,. O

4.5 Bemerkung. Mit etwas stérkeren Vorraussetzungen kann man auch etwas anders vorgehen. Sei bei-
spielsweise |1 — f'(z)/f'(x0)| < 1/2 auf Bs(xg). Sei weiters ||f(zo)/f (x0)|] < §/2, dann kann man eine
Nullstelle in Bs(zg) auch mittels der etwas vereinfachten Funktion ¢(x) = x — f(z)/f’(x¢) finden. Die-
se Vorgehensweise ist fiir den Hauptsatz iiber implizite Funktionen ausreichend, weil wir ndmtlich bei der
Gleichung F'(z,y) = 0, einen zweiten Parameter x haben, dessen Intervall wir so anpassen kinnen, dass die
Vorraussetzungen erfiilkt werden kénnen.

Beweis. von Satz 4.2. Wir zerlegen den Beweis in die folgenden drei Schritte:

(a) Wir werden zunéchst fir Uy, Us klein genug mit Hilfe des Banchschen Fixpunktsatzes zeigen, dass
g : Uy — Uz mit F(z,g(x)) = 0 existiert und eindeutig bestimmt ist.

50



(b) Wiederum mit dem Banachschem Fixpunktsatz zeigen wir dann die Stetigkeit von g.
(c) Die stetige Differenzierbarkeit von g folgt dann aus der stetigen Differenzierbarkeit von F'.
Zu (a): Betrachte die Funktion ® : G — R™ gegeben durch

q)(xay) =Yy — BilF(‘Tay)
wobei B = %—5(@, b). Dann gilt
F(z,y)=0 & B 'F(z,y)=0

& y—B 'F(z,y) =y
& B(z,y)=y.

Also ist F(z,y) = 0, genau dann wenn y ein Fixpunkt der Abbildung y — ®(x,y) ist.

Weil 0,®(a,b) = En, — B~10,F(a,b) = E,, — B~'B = 0 ist, ist |0,®(z,y)| < 5 in einer hinreichend kleinen
Umgebung von (a,b), die wiederum das Produkt zweier abgeschlossener Kugeln B, (a) x By,(b) enthélt.
Wir prasentieren der Einfachheit halber den weiteren Beweis fiir n =2, und m = 1. Also F: R x R — R.

Wir betrachten nun die Abbildung

y = oz, y) = pa(y) =y — B 'F(x,y). (4.1)

Der Mittelwertssatz impliziert dann, dass fiir (z,y) und (z,y’) in dieser Umgebung

02 (y) — 0z ()| = | ®(z,y) — 2(x,9)| < sup  0,@(x,y)|lly — /1l < 3lly — /| (4.2)
(2,y)EByr; XBrgy

gilt. Daraus folgt nun wieder, dass

®(z,-) = pu(") 1 Bry(b) — EW (0)
fiir jedes feste = in einer geeigneten Kugel B,,(a) C By, (a) eine Kontraktion ist: fiir y € B,,(0) ist
lea(y) = 0l < llpa(y) — La®)ll + lla(b) = bll < 3lly — bll + 572 < 72,

wenn man By, (0) so klein withlt, dass ||, (b) — b|| < ro/2 is fiir © € By, (a). Letzteres ist wegen ®(a,b) = 0
und der Stetigkeit von ® immer moglich. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat ®(z,-) genau einen
Fixpunkt, den wir g(x) nennen. Also gibt es zu jedem z € B, genau ein y = g(z) € B,,, sodass F(z,y) =0
ist. Insbesondere ist g(a) = 0.

Wir fithen die Anwendung des Banach’schen Fixpunktsatzes explizit aus: Sei

9n(T) = Pz 0 ... 0 (b) = @i (b),

oder gn(z) = pz(gn-1(x)), dann ist jetzt mittels (4.2) leicht zu sehen, dass

90(2) = g (@) < 190(2) = g1 @+ -+ g1 () = (@) < g lpe®) — Bl < ggra (43

und somit g, (z) Cauchyfolge. Damit existiert ein Limes g(x) mit g, (2) —n—oo g(x), und g(x) = lim g, (x) =
lim ¢z (gn(x)) = @z(g(x)), aufgrund der Stetigkeit von ¢.(y), was eine Folgerung aus der Stetigkeit von
F(z,y) ist. Damit gilt somit F(x,g(z)) = 0.

Zu (b):
Wir haben in (4.3) sogar gezeigt, dass g, gleichmissig gegen g(x) geht, da der Fehlerterm nicht von z
abhilagt, damit folgt aus dem letzten Semester dass g(x) stetig ist.

Dies sieht man explizit aufgrund von

lg(z) — gl < [lg(x) — gn(@)[| + llgn(z) — gn (W + lgn(y) — g(W)I,
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4 Implizite Funktionen

und der Tatsache, dass g, () stetig ist und damit gleichméBig stetig auf By, (a)), damit gibt es fiir beliebiges
15} £

g, ein n sodass [|g(2) — gn(2)|| < §, und ein 4, so dass ||gn(z) — gn(y)|| < §, wenn ||z — y| < 6.
Zu (c): Da F stetig differenzierbar ist, gilt mit dem Mittelwertsatz

0 = F(z,9(x)) — F(zo,9(20)) = F(z,9(x)) — F(x0,9(x)) + F (0, 9(x)) — F(x0,9(x0))
= 0:F(%j,9(7)) - (x — x0) + 9y Fj(20,7;) - (9() — g(x0))

fiir geeignete Zwischenstellen Z;, z. Also ist

g\r)—g{Zo _\y— .
9090 _ 5, (w0, ()10, (35, 9(a).
T — X0
und die rechte Seite ist stetig fiir £ — xg was schliellich die Existenz und Stetigkeit der partiellen Ableitungen
von g zeigt. O

4.6 Beispiel. Sei G C R" ein Gebiet und f : G — R stetig differenzierbar. Wir betrachten die Niveaufléche
N, = {z € R"| f(z) = c}

zu ¢ € R von f. Ist nun grad(f)(a) # 0 fiir a € N, so behaupten wir, dass N, bei a lokal aussieht wie
der Graph einer stetig differenzierbaren Funktion g in (n — 1) Verdnderlichen. Sei z.B. %(a) # 0 und
T = (x1,...,2p—1) und y = x,. Dann ist

re€N. & f(z,y)—c=0
—_—
=:F(z,y)

und OF of
a—y(&,an) = 67%(&7 CLn) ?é O .

Nach dem Satz {iber implizite Funktio-
nen existiert eine Umgebung U x U, A x,
von a und eine C'' Funktion g : U — U,
mit F(Z,y) =0 < ¢(Z) = y. Somit ist

N.N (U x Uy,) = Graph(g) N (U x Uy). 1
An den kritischen Punkten von f, also &
dort wo gradf = 0 ist, gilt das nicht:
z.B. ist bei strikten lokalen Extrema
N, ein einzelner Punkt und bei einem

Sattelpunkt hat NN, eine Selbstdurch-
schneidung.

Wiz
()

21 )

« striktes Extremum

Sattelpunkt — @ @

Wir kommen nun zu der Frage nach der lokalen Umkehrbarkeit einer stetig differenzierbaren Funktion
f:R® D G — D C R"™ Insbesondere ist es oft wichtig, z.B. bei Koordinationtransformationen, dass auch
g= "' D — G wieder stetig differenzierbar ist.
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4.7 Definition. Diffeomorphismus

Seien G, D C R™ Gebiete. Eine stetig differenzierbare Abbildung f : G — D heifit Diffeomorphismus,
wenn f bijektiv und f~': D — G stetig differenzierbar ist.

4.8 Bemerkung. Ist f : G — D ein Diffeomorphismus, so ist fiir jedes z € G die Ableitung D f(x)
invertierbar und es gilt mit g = =1, dass (Df(z))~! = Dg(f(z)).

Beweis. Wegen g o f = id liefert die Kettenregel
E=D(Gd)=D(go f)=Dgo f-Df.
O

4.9 Bemerkung. Nicht jede stetig differenzierbare Bijektion hat auch eine stetig differenzierbare Umkeh-
rung: f : R — R, = + 23, ist bijektiv, stetig differenzierbar, die Umkehrabbildung g : R — R, 3 Sy
ist aber im Nullpunkt nicht differenzierbar. Beachte, dass die nach Bemerkung 4.8 notwendige Bedingung
1" # 0 fiir x = 0 nicht erfiillt ist, und somit f kein Diffeomorphismus sein kann.

4.10 Satz. Satz iiber die Umkehrabbildung

Sei G C R"™ ein Gebiet und f : G — R"™ eine stetig differenzierbare Funktion. Ist nun a € G so, dass
Df(a) € M(n x n,R) invertierbar ist, so existiert eine offene Umgebung U C G von a so, dass fly : U =V
mit V = f(U) ein Diffeomorphismus ist.

Beweis. Sei b := f(a). Man mochte die Gleichung y = f(x) in einer Umgebung von (z,y) = (a,b) nach x
auflosen, also x = g(y) schreiben. Dazu betrachtet man die Abbildung

F:GxR"—R"

F(l‘,y):y—f(l‘)

Es ist
oF

5 (ab) = =Df(a)

nach Voraussetzung invertierbar. Deshalb liefert der Satz iiber impliziete Funktionen Umgebungen UcaG
von a und V' C R" von b und ein stetig differenzierbares g : V- — U, so dass fiir alle (z,y) € U x V' gilt

Fz,y) =0 & z=g(y).
Setzt man noch U := f~1 (V)N U, so gilt fiir alle (z,y) € U x V
fl@)=y & Flz,y) =0 & v =9g(y).

Alsoist f|y : U — V bijektiv, g = f~! und g stetig differenzierbar und somit f|;; ein Diffeomorphismus. [

4.11 Beispiel. Kugelkoordinaten

Kugelkoordinaten des R? sind gegeben durch
f:(0,00) xRxR =R, (r,9,¢) — (rsind cos p,rsindsin p, r cos )

Eingeschrinkt auf
G = (0,00) x (0,7) x (—m, )
ist f injektiv und fiir die Funktionaldeterminante det(Df) : G — R gilt

sint¥cosp rcosvcosp —rsindsing
det(Df) = | sind¥sing rcosd¥sing rsindcosy |=r’sind
cos —rsind 0

fiir alle (r,9,p) € G. Deshalb ist f ein lokaler Diffeomorphismus. Da f bijektiv ist, ist es aber auch global
ein Diffeomorphismus auf sein Bild D := f(G) C R3.
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4 Implizite Funktionen

Héufig sucht man Extrema von Funktionen f : R” O G — R unter einer Nebenbedingung, die man durch
h(z) = 0 fiir eine geeignete Funktion h : G — R beschreiben kann. Beispielsweise sucht man das Maximum
einer Funktion f : R? — R auf der Einheitskreislinie in R?, also unter der Nebenbebedingung h(z) =
|lz|| =1 =0.

4.12 Definition. Extrema unter Nebenbedingungen

Sei G C R™ ein Gebiet und seien f, h : G — R stetig differenzierbar. Sei M = {z € G| h(z) =0} und a € M.
Man sagt, f habe bei a ein lokales Maximum (bzw. Minimum) unter Nebenbedingung h = 0, wenn
es eine offene Umgebung U C G von a gibt, sodass fiir alle z € U N M gilt

flz) < fla)  (baw. f(z) = f(a)).

Der Satz iiber implizite Funktionen liefert ein notwendiges Kriterium fiir das Vorliegen lokaler Extrema
unter Nebenbedingungen.

4.13 Satz. Satz iiber Extrema unter Nebenbedingungen

Seien f,h : G — R stetig differenzierbar, G C R" ein Gebiet und a € M = {x € G|h(x) = 0}. Es habe
f ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung A = 0 in a und es sei gradh(a) # 0. Dann gibt es ein
A € R mit

gradf(a) = Agradh(a),
4.14 Bemerkung. Geometrische Bedeutung

Der Gradient von h in a steht senkrecht auf der
Niveaufliche M von h. Damit f auf M ein lo-
kales Extremum hat, miissen nur die Richtungs-
ableitungen (v, Vf(a)) von f tangential an M
verschwinden, also

Hohenlinien von f
gradf || grad h

Man beacht
(v, Vf(a)) =0 falls (v, Vh(a)) =0, ol Deace,

d.h. der Gradient von f muss auf M senkrecht
stehen. Da M Kodimension 1 hat, folgt daraus

Vf(a) | Vh(a).

dass Satz 4.13 das Analogon zu Proposition 2.53 fiir den Fall ohne Nebenbedingungen ist. Es ist gradf(a) =
Agradh(a) eine notwendige, aber keine hinreichende Bedingung fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums
unter der Nebenbedingung h = 0. Eine hinreichende Bedingung ist beispielsweise wieder, dass zusétzlich
zu gradf(a) = Agradh(a) die Hessematrix Hessf(a) eingeschréinkt auf das orthogonale Komplement des
Aufspanns von Vh positiv bzw. negativ definit ist.

Beweis. von Satz 4.13. Da grad h(a) # 0 ist, ist wenigstens eine partielle Ableitung von h in a von Null
verschieden, sagen wir %(a) #0. Sei a:= (ai,...,an—1). Der Satz iiber implizite Funktionen liefert dann
Umgebungen V € R* ! von @ und I C R von a,, mit V x I C G und ein stetig differenzierbares g : V. — I,
so dass fiir alle (T,x,) € V x I gilt

hz,xn) =0 & 1z, =g(T).

Hat nun f : G — R ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung h = 0 in a € M, so hat f(z,g(z)) =:
foe(Z) ein lokales Extremum in Z (ohne Nebenbedingung). Hierbei ist ¢ : V. — M C R", ¢(Z) = (7, g(Z)).
Es ist also

grad(fop)(a)=0.

Firi=1,...,n — 1 ergibt die Kettenregel

0= o9 Zaf (@) 222 (@) = 3if (@) + 9 (a)

3% ) 5as (@) (%)

8xi
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Andererseits gilt wegen (ho ¢)(Z) =0Vz €V, dass

8(22@(&) = 0;h(a) + Onh(a) %9 (@),

0=
81‘,‘

Oh

also wegen F* (a) # 0

g oh 1 5n
o <“>:—(axn<a>> M@ (o

Setzen wir nun

Of (4
A= ag:;( ) eR,
E(a)
so folgt zunéchst fiir i =n
of Oh
875,1(&) =A Txn(a)
aber dann auch fiir ¢ = 1,...,n — 1, wenn man (*x*) in (%) einsetzt, dass
of . N Oh

8[13i (a) - Bxl (a) ’

also gradf(a) = A gradh(a). O

4.15 Beispiel. Sei f : K — R, (z,9) — y? — 2%, auf der Kreisscheibe K = {(z,y) € R?|2? +y? < 1}
definiert. Da f stetig ist und K kompakt, nimmt f auf K sein Supremum c := supf(z,y) an. Wir wollen ¢
und die Stellen (z,y) € K wo f den Wert ¢ annimmt, berechnen. Dazu suchen wir zunéchst lokale Extrema
im Inneren und auf dem Rand.

(1)

Innere Punkte: Da grad f(z,y) = (—2z,2y) # (0,0) fiir (x,y) # (0,0) und
Hess f(0,0) = ( _02 (2) )

indefinit ist, hat f in K = {(z,y) € R?|22? 4+ y? < 1} kein lokales Extremum. Die Extrema von f
miissen also auf dem Rand
M= {(z,y)|2* +y* =1}

liegen.
Randpunkte: Betrachte die Nebenbedingung h = 0 fiir

h:R*? =R, (z,y)—2>+y°>—1.

Ein Maximum von f auf einem Randpunkt a € M ist sicherlich auch ein Maximum von f unter der
Nebenbedingung h = 0. Es muss also gelten, dass

grad f(a) = Agrad h(a)

fir ein A € R. Beachte, dass gradh(z,y) = (2z,2y) # 0 fur (z,y) € M. Wir erhalten somit die
Gleichungen

(L) -2 = A(22)
(IL) 2y = M2y)
(ML) 22+y*> = 1

Ist nun = # 0, so folgt aus I., dass A = —1 und dann aus II. und III., dass y = 0 und z = +1. Ist dagegen
y # 0, so folgt x = 0 und y = +1. Man erhilt also die vier Kandidaten

a€{(1,0),(0,1),(~1,0),(0,~1)}.

Da f(£1,0) = =1 und f(0,£1) = +1 ist, gilt ¢ = 41 und das Supremum wird genau in den Punkten (0, 1)
und (0, —1) angenommen.
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4 Implizite Funktionen

4.16 Bemerkung. Man leitet die Gleichungen 1. - III. aus Beispiel 4.15 oft folgendermafien ab: statt Vf =0
fordert man bei NB h =0, dass fiir ein A € R

V(f+Ah) =0 (=L +1L)

und eben
h=0 (=111.)

gelten. Man nennt A\ auch den Lagrangeschen Multiplikator.

4.17 Beispiel. Wir geben nun einen alternativen Beweis fiir die Tatsache, dass jede symmetrische Matrix
mindestens einen reellen Eigenwert hat. Sei dazu A € M(n x n,R) symmetrisch und

fR" >R, xw (x, Azx), sowie h:R" =R, xzw(x,z)—1.

Die Fliche {h = 0} ist die Einheitssphiire S”~! im R™ und ist kompakt. Damit nimmt die stetige Funktion
f auf S"~! ihr Maximum und ihr Minimum an. Sei zy ein Punkt an dem f auf S”~! maximal wird. Dann
gilt nach Satz 4.13, dass

Vf(xo) = 2A$0 = )\Vh(l'o) = )\21‘0

fiir ein A € R. Also ist A Eigenwert zum Eigenvektor xg.

4.18 Bemerkung. Mehrere Nebenbedingungen

Liegen mehrere Nebenbedingungen hy, ..., h; vor, sucht man also ein Extremum von f auf der (n — k)-
dimensionalen “Flache”

{h =0y {hy = 0},

so ergibt sich die notwendigen Bedingung, dass Richtungsableitungen (v, V f(a)) von f die tangential an alle
Hyperflichen M; := {h; = 0} liegen, verschwinden. Also

(v, Vf(a)) =0 falls (v, Vhj(a))=0 Vji=1,...,k.

Damit ist eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines Extremums von f|x M dass
=1

Vf(a) € span{Vhi(a),...,Vhi(a)}. (%)
Fasst man (hq, ..., h;) als Vektor-wertige Funktion h : R” — R* auf, so kann man () wie gehabt aus
V(f+X-h)=0

herleiten, wobei der Lagrangemultiplikator A nun ein Vektor im RF ist.
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5 Integralrechnung

5.1 Motivation. Das Flichenproblem

Sei f : [a,b] — R eine Funktion. Kann man dem
Gebiet

{(z,y) eR*|la <z <bund 0 <y < f(z)}

unter dem Graphen von f einen Fldcheninhalt
zuordnen?

Idee: Approximiere allgemeine Funktionen
durch sogenannte Riemannsummen wobei die
Zerlegung immer feiner wird. Wir werden sehen,
dass fiir Funktionen, die nett genug sind, die-
se Summen konvergieren. Den Limes bezecihnen

wir dann als f; f(z)dw.

a b T

A-priori unterscheiden wir iiber zwei Verschiedene Integraltypen, dem bestimmten Integral, das welches
zum Berechnen von Fléchen und Volumina verwendet wird. Und das unbestimmte Integral. Dabei handelt
es sich um die algebraische Aufgabe eine Funktion F'(z) zu finden, dessn Ableitung f ergibt.

5.2 Definition. Stammfunktion
Eine Funktion F : [a,b] — C heit Stammfunktion von f : [a,b] — C, wenn F differenzierbar ist und

Fl=f
gilt. Wir schreiben dann auch F(z) = [ f(z)da.

Der Inhalt des Haupsatzes der Differntial und Integralrechnung wird dann besagen, dass zwischen, den
beiden Definitionen es tatséchlich einen Zusammenhang gibt, ndmlich dass der Flidcheninhalt in der Tat
durch die Stammfunktion berechnet werden kann, via

b
/ F(@)dz = F(b) — Fla).

5.1 Unbestimmtes Integral

5.3 Bemerkung. Man sieht sofort, dass sich zwei verschiedene Stammfunktionen von f um eine Konstante
unterscheiden. (Integrationskonstante). Im Folgenden wollen wir eine Gleichung der Gestalt [ f(z)dz =
F(x) verstehen als F ist eine Stammfunktion von f. Nach Definition der Stammfunktion kann man solche
Behauptungen stets durch Differentiation verifizieren, so entwa an folgenden Beispielen:

5.4 Beispiele. Die folgenden durch Differentiation zu beweisenden Aussagen gelten auf ganz R, falls nicht
andere Giiltigkeitsintervalle angegeben sind:
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5 Integralrechnung

(a) Fir a e R\ {—1}

a+1
/xadx: m
a+1

auf R fiir @ € Ny, auf R_ URy fir @ € {—2,—-3,—4,..} und auf R, sonst.

(b) ,
/Cdx:cx, /dx:lnx, /ezdaz:ex,
x

/cos rdx = sinz, /sin rdx = —cosz, /cosh rdx = sinh x, /Sinh xdx = coshx,

1
/tanh xdx = Incosh z, / ——dx = arctan z,
1+ 22

1 1 1
/ dr=-1n T
1 — 22 2 11—z

1 1
—————dx = arcsinhx, / —_—
/\/1+x2 V1 — 22

auf (—oo,—1), (—=1,1), und (1,00)

dz = arcsinz auf (—1,1),

arcoshz auf (1,00)

/\/&%dx:{ —arcosh(—z) auf (—oo,—1)

(h)
/tan:pdx = —In|cosz| auf], ((2k — 1)%, (2k + 1)%) (keZ)

5.5 Satz. Sei I C R ein Intervall. Dann gilt:

(a) fi,f2y., fn: I — R moge dei Stammfunktion Fi, ..., F,, besitzen, dann ist a1 F + .... + a, F), eine
Stammfunktion fir afi + ... + o, fn.

(b) f,g9:I— R, f habe die stammfunktion F, g sei differenzierbar und F'¢’ besitze eine Stammfunktion.

Dann hat fg die Stammfunktion
/fgd:z :Fg—/Fg/dx

Beweis. (b) (FG — [ Fg'dz) = (Fg) — Fg' = fg. I
5.6 Beispiele. (a)

/1n(x)dg;:/1-1n(x)dx=z1n(x)—/x.;dx:xln(g;) —z.

/memdx—xex—/exdm—xex—ex

/9326"3 dr = z%e” — /Qme:C dz = (2% — 22+ 2)e”.

und analog

Auf diese Weise kann fiir jedes Polynom p das Integral

/p(:r)ex dz

berechnet werden.
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5.1 Unbestimmtes Integral

(¢) Manchmal reproduziert sich der Integrand nach mehrfacher partieller Integration,

/ f(z)g(z)dz = h(z) +c / fla)g(z)dx .

Falls ¢ # 1, so ist man fertig, denn dann ist

/fg—lich-

/costd:c = /cosx-cosxdx:sinx-cosx+/sin:c-sinxd:c

Beispielsweise ist

= sinm-cosw+/(1—cos2x)dx
o 2
= sinz-cosz+x— [ cos“xdx.

Also gilt
T
1
/ cos® xdx = §(sinxcosx +z).

5.7 Satz. Substitutionsregel
Es sei f : [a,b] — C stetig und ¢ : [c,d] — [a, ] stetig differenzierbar, so dass ¢’ # 0 auf [c,d]. Sei ®(t) die
Stammfunktion von f o g(t)g’(t). Dann ist ¢ o g~!(x) die Stammfunktion von f(z).

Beweis. Sei Sei ¢(t) die Stammfunktion von f o g(t)g’(¢). Dann gilt nach der Kettenregel

d(g7 (@) =¢' (g7 (@)g () = f(x)d' (g (x)g (2) = f(z)g(g" ' (x)) = f(x).

5.8 Bemerkung. Am einfachsten merkt man sich die Substitutionsregel folgendermassen.
[ f@ne = [ ooy ma_ .,
t=g~(z)

Setzt man z = g(t), dann bekommt man formal die Beziehung dx = ¢'(t)dt zwischen den Differenzialen,
also formal

[ @z = [ soe)g @ar.

5.9 Beispiel. Ein hiufiger Spezialfall ist:

g(t) = 1:U—na:—n
[ L= [ = wlel = wlg(o).

Oder
/f(at +b)dt = :L/f(at +b)g'(t)dt = :L/f(x)dx = 2F(at +b),

wobei F(z) die Stammfunktion von f(z) ist.

5.10 Bemerkung. Merkhilfe zur Substitutionsregel

Eine gute Merkhilfe ist auch folgendes,

d
/f(g(ﬂf))g’(sv) dx:/ flg(z)) d(g(z)) = F(g(x))

wobei F'(z) eine Stammfunktion von f(x) ist.
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5 Integralrechnung

Formal hilft sie einem aber schon jetzt bei der Anwendung der Substitutionsregel. Beispielsweise ist

/de—/f(lnx)d(lnx)—F(lnx)

oder

/f (sinz) cos z dz — / f(sinz) d(sinz) = F(sin )

/fﬂgd _/ 1 d($4>_1/1d‘ _1 1
12T ) @2 4 1) w02 Ve T a1

Sind p, g reelle Polynome mit p(x) # 0 in [a, b], so ldsst sich die Stammfunktion

[5G

oder

explizit angeben. Das Verfahren beruht auf der sogenannten Partialbruchzerlegung, d.h. der Zerlegung der
rationalen Funktion in eine Summe einfacher Bausteine, die explizit integriert werden kénnen.

5.11 Satz. Komplexe Partialbruchzerlegung

Es seien ¢,p Polynome und es habe p den Grad n und die Nullstellen {z1,..., 2t} mit Vielfachkeiten
{l1,...,lx}, also p(z) = a, H?Zl(z — 2;)% (Fundamentalsatz der Algebra).
Dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen A;; € C und ein Polynom h(z) mit

q(z) h( ) + Zk: f: Ajm
AP N _ AAjm
p(z) Pl Chub i
B Ay Aqg Ay,
= h(z) + o) o)y +- 4+ =2 )h
+
A1 A,
+ (z—zk)—’—”'—i_m'

Beweis. Das Polynom h ergibt sich eindeutig aus Polynomdivision mit Rest, ¢ = h - p + r, also

M =h(z)+ @ mit Grad r < Gradp.

p(2) p(2)

Es reicht also ]% mit Grad ¢ < Grad p zu betrachten. Induktion nach n = Grad p liefert fir n =1

q(z) ¢

p(z) z—21

n—1=mn: Sei zy Nullstelle von p der Ordnung [ > 1, also
p(z) = (2 = 20)'B(2)
mit Gradp < n — 1, p(29) # 0. Daraus folgt fiir alle z mit p(z) # 0, dass

q(z) _az0) _ 1 q(2)p(20) — ¢(20)P(2) _ (2 = 20)4(2)

p(z)  plz0)  B(2) P(20) p(2)

mit einem Polynom ¢ vom Grad§ < n — 2. Also ist
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5.1 Unbestimmtes Integral

Auf den letzten Term kann man die Induktionsvoraussetzung anwenden, da der Grad des Nenners n — 1 ist.

Die Eindeutigkeit folgt, wenn wir
ZZ%:O = Ajn =0 fiir alle j,m

zeigen konnen. Das sieht man aber leicht: Multiplikation der linken Seite mit (2 — z;)% und Auswertung bei
z = zj liefert Aj, = 0. Multiplikation der linken Seite mit (z — zj)li~! und Auswertung bei z = z; liefert
Aij,l =0 usw. O

5.12 Satz. Reelle Partialbruchzerlegung

Seien ¢, p reelle Polynome, p vom Grad n und
k r
oJe=e) [0+ 2y

Jj=1

mit b? < ¢;. Dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen Aj;, Bjp,, Cjm so, dass

q(z) L d x+ Cj
Bijm jm
p(z) +;l§; (x — +ZZ (2 + 2bjx + ¢;)™
Beweis. Man fasse die Terme mit komplex konjugierten Nullstellen aus Satz 5.11 zusammen. OJ
5.13 Beispiel. Betrachte
et+2 2'+2 242

-z x@2-1) zx+1)(z-1)’

wobei die Nullstellen 0,1, —1 des Nenners alle einfach sind. Polynomdivision mit Rest liefert zunéchst

2
2
( xt +2):(x3—x):x+$3+
T3 —x
-+
2
Es ist also
$2+2 Aq As Az
3 =+
o —x T r—1 x+1

und Multiplikation mit 2% — z ergibt
2?2 +2= (22— 1)A; +2(x+ 1)Ay + 2(x — 1)As3.

Einsetzen von
z=1 liefert 3=24y = Ay=3
r=0 liefert 2=-4; = A1 =-—
r=—1 liefert 3=2435 = A3=3.

Insgesamt ist also
zt 42 2
—— =2
3 —x x
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5 Integralrechnung

5.2 Riemann-Integral

Das Riemann-Integral ist definiert durch

b n
/f(l“)dx ~ ; f(&) (xi —wi-1)
a - =|1;]
= S(fa Zn, UTL)

mit oy, = {&1,...,&} und 2, = {z1,..., 2, }. Fir n — oo gilt Gleichheit:

b
[ e =l S(£.z0.00)

Vergleiche auch Abbildung 5.1. Diese Definition des Integrals bringt einige Nachteile mit sich:

///r\\\\
\
fE)p------ s~
7 zl T :2 I T T4 b =

Abbildung 5.1: Riemann-Integral

e Es gibt eine grofle Klasse von einfachen Funktionen, die NICHT Riemann-integrierbar ist, zum Beispiel

0 z irrational

1 =z rational

f:00,1] =R f(:r):{

e Sei f, stetig und monoton. Dann existiert der Limes
b
lim [ fy(z)d>
n— oo
a
allerdings ist
Jim f(z) = f(2)
nicht Riemann-integrierbar.

e Die Menge
b
7| 1o < oo
a

ist nicht abgeschlossen wenn f, € L.
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5.2 Riemann-Integral

b
e ||f|l1 = [|f|(x)dx, || - || keine Norm wenn [ fdx durch die Riemann-Summe definiert ist.

Alle diese Nachteile behebt das

Lebesgue-Integral

Das Lebesgue-Integral ist definiert durch

b
. Eoo
/f = nh—{gozk:Q”HAk

n e[k k41
= (50 ])

Das heifit das Bild von f wird zerlegt. Wenn f fast iiberall stetig ist, so sind das Riemann- und das Lebesgue-
Integral identisch. Behandle der Einfachheit halber zuerst Riemann-Integrale, da diese einfacher explizit zu
berechnen sind.

5.2.1 Definitionen.
Sei [a,b] C R abgeschlossenes Intervall. Es heifit

mit

z:={xg,...,xp} mita=2xpund b=z,
Zerlegung von [a, b] mit Feinheit
|z| = max{|x;i_1 — x| 1€ {l,...,n}}
Das Intervall I setzt sich dann zusammen aus
I =[ay,b1] X [ag,ba] X ... X [an,by]

Dann ist
21X 29 X ... X Zp,

Zerlegung von I mit Feinheit
|z| = max{|z;| i€{l,...,n}}

I,,, sind Teilrechtecke, [ € {1,...,m}. Mit dem System von Zwischenpunkten
o:={&,...,{m}

ist die zugehorige Riemann-Summe

n

fiI=R S(fiz0)= f(&IL|

i=1
Man sagt eine Funktion f heifit Riemann-integrierbar genau dann, wenn

JAER: Ve>030>0Vz: (2| <d=|S(f,2,0)— Al <eVo)

Es ist dann

/ Fa)dz = A
I

5.2.2 Bemerkung.

f ist Riemann-integrierbar auf I (f € R(I)) genau dann, wenn fiir alle Folgen mit Zerlegungen z, und
|zn| — 0 gilt, dass die Riemann-Summe konvergiert fiir alle Systeme von Zwischenpunkten:

S(f,zn,0n) — | fdz
/
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5 Integralrechnung

Proof. Dazu gilt nachzuweisen, dass alle Folgen S(f, zy,,0,,) konvergieren. Ihre Grenzwerte stimmen dann
notwendigerweise iiberein. Die Zerlegung ist eindeutig: Nehme zwei Zerlegungen zy,, |2,| — 0 und 2}, |2},| — 0
dann kann man

z;{ = zp U z'

bilden. z/! ist so, dass sowohl S(f, z,, 0y,) als auch S(f, 2}, 0},) Teilfolgen von S( sind. Also gilt:

’ n7 TL)

= lim S(f, zn,0n) = hm S(f,2,00) = hm S( o)

) na On
n—oo

5.2.3 Satz. Cauchysches Integrabilitédtskriterium

Sei I C R™ abgeschlossenes Intervall und f : I — R. Es gilt dann:

feER(I) & Ve>030>0Vzy, 29 Zerlegung von I mit
|z1] < 6 und |z2] < 9 : |S(f, z1,01) — S(f, 22,02)| < € Voi,002

5.2.4 Satz.

Sei I C R™ abgeschlossenes Intervall und f : I — R stetig. = f Riemann-integrierbar.
Proof. Da f stetig auf I ist f gleichméfig stetig. Das heif3t

Ve>035>0VJ:|f(z)— fly)| < fir x,y € J mit |J| <6

2II\

Wihle zwei Zerlegungen z; und 29 von I. Es bezeichne z die Vereinigung der beiden Zerlegungen: z = 2z; Uz2s.
% hat dann die Zerlegung J;; mit Zwischenpunkten 7;;. Es ist dann

k;
> 1Tl = 11i]
j=1

Die Riemann-Summen von z und z; sind dann

S(f,z1,00) = > f(&)IL]
i=1
m  k;
S(fr2,0) =Y Fnig)| Tl
i=1 j=1
Bildet man deren Differenz erhélt man
S(f.21,01) = S(f.2,0) = | > (&) - ZZf 1i7) ||
=1 =1 j=1

Il
||"M3

[F(€ 1] = £ri)

Zj]fa— Foipl1 5]

Analog bildet man die Differenz von S(f, z,0) und S(f, z2,09). Es gilt dann

S(,2,0) = S(f22,02)| < 5
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5.2 Riemann-Integral

Also gilt

= [S(f,21,01) — S(f, 22,02)| < €

= f Riemann-integrierbar

O
5.2.5 Bemerkung.
A C R™ heifit Nullmenge falls gilt:
Ve> 03I, Ip,... . In,... CR"mit AC| JLund > || <e
i i=1
Beispiel: Q™ ist Nullmenge.
5.2.6 Satz. Lebesgue
Es sei I C R™ abgeschlossen und f : I — R. Dann gilt
f ist Riemann-integrierbar < f beschrinkt und {z € I | f unstetig in x} ist Nullmenge
Proof. ohne O
5.2.7 Satz.
Es sei f : [a,b] — R monoton und beschrinkt. = f Riemann-integrierbar
Proof. Ubung Ul
5.2.8 Satz.
Esseien I CR", f,g: I - R, f,g € R(I). Dann gilt
(a) f+g€R(), das heifit:
Jt@ +ganae = [ s@da+ [ g)da
1 1 T
cf € R(I),c € R, das heifit:
/cf(a:)dw:c/f(:v)dm
T T
(b) Wenn f(z) > g(z) Vxel
= /f(:c)d:c > /g(ac)da:
T T
() 1f] € R(I) und
[ f@nz < [17@lds < supl a1
T T e
(d) f*,¢* fg € R(I) und
/ fg(x)dx < / f2(x)dz / g*(x)dz  (Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir Integrale)
T T T
Proof. Ubung Ul
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5 Integralrechnung

5.2.9 Definition.
Sei f:A—-R ACICR"

ﬁ@%={§@ 2Zﬁ

Es gilt dann
f ist Riemann-integrierbar < fr € R([I)

[tz = [ i@z
A I

Wir wollen auch Volumina durch Integrale berechnen. Dies funktioniert ja einfach dadurch, dass man die
Funktion konstante f = 1 iiber den gewiinschten Bereich integriert. Sollte dies durch Riemann-integral
wohldefiniert sein, so nennen wir eine solche Menge Jordan-messbar. Falls der Rand eines Gebietes nett,
also glatt, genug ist, ist dies immer moglich.

5.2.10 Definition. Jordan-messbar

Man schreibt

A C R™ heifit Jordan-messbar genau dann, wenn die charakteristische Funktion

) 1 z€ A
’L =
4 0 z¢ A

Riemann-integrierbar ist. Der Jordan-Inhalt |A| ist dann

1A] ::/iA(az)dx:/ldx

A A
Fiir n = 2 ist der Jordan-Inhalt der Fliacheninhalt und fiir n = 3 das Volumen.
5.2.11 Bemerkung.
Aus Satz 5.2.6 (Lebesgue) ergeben sich sofort folgende Aussagen:

(a) A C R™ beschriinkt. A ist Jordan-messbar < 0A (Rand von A) ist Nullmenge
(b) A C R™ Jordan-messbar und f: A — R. Dann ist

f € R(A) & f beschrinkt und {x € A | f unstetig in A} ist Nullmenge

(c) Die Aussagen von Satz 5.2.8 gelten auch fiir A anstelle von I.
(d) m:=inf{f(z) |z € A} und M :=sup{f(x) | x € A}

m|A| < /f(x)dx < M|A|
A

5.3 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Bis hierhin sind bestimmte und unbestimmte Integrale zwei unterschiedliche Dinge. In diesem Kapitel werden
wir sehen, dass die bestimmten integrle sich durch Randwerte von unbestimmten Integralen ausrechnen
lassen. Analoges werden wir dann fiier héhere Dimensionen sehen. Auch dort wird ein Volumenintegral
durch iteriertes Aufleiten ausgerechnet.

Wir beginnen zurest mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung.

5.14 Satz. Der Mittelwertsatz der Integralrechnung
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5.3 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

(a) Ist f : [a,b] — R stetig, so existiert ein
€ (a,b) mit

b
/ f(x)dz = f(€)- (b—a).

a 3 b x

(b) Ist f : [a,b] — R stetig und ¢ : [a,b] — R eine positive Riemann-integrierbare Funktion, so existiert

ein ¢ € (a,b) mit
b b
[ t@ota)ds =19 [ ola)do.

Beweis. (a) folgt aus (b) fiir ¢(x) = 1.
(b) Ist min f = max f, so ist f konstant und die Behauptung gilt fiir jedes & € [a, b]. Ist min f < max f,

so gilt
rmnf/ dx</f dx<maxf/

2 f(@)p(x) dz
f; o(x)dz

Mit dem Zwischenwertsatz fiir die stetige Funktion f folgt die Behauptung.

also

min f < < max f.

5.15 Satz. Zweiter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
Fiir eine stetige Funktion f : [a,b] — R und jedes x € [a, b] sei

_ /axf(t)dt

Dann ist F': [a,b] — R stetig differenzierbar und

e F(z) = f(x) firalle z € [a,}].

Beweis. Seien z,x + h € [a,b] mit h > 0. Dann gilt aufgrund der Stetigkeit von f, dass

F(m+h}1—F(:v) _ %(/:Jrhf(t)dt—/;f(t)dt)

_ l/x-i-h f(t) &

h

o b= ) f(€),

mit &, € [z, + h] nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung. Im letzten Schritt wurde die Stetigkeit
verwendet. Damit folgt mit der Stetigkeit von f dass

iy . Flz4+h)—F(z) . _
F'(z) := lim h = lim f(&) = f(=).
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5 Integralrechnung

5.16 Bemerkung. Der zweite Hauptsatz besagt also, dass jedes stetige f eine Stammfunktion hat, ndmlich

x):/xf(t)dt

Offenbar ist mit F'(x) auch F'(z) + ¢, ¢ € R eine Stammfunktion von f. Das sind dann aber auch schon alle
Stammfunktionen. Denn seien F und F' Stammfunktionen von f, so gilt (F— F )Y =f—f=0,also F— F =
konstant.

5.17 Korollar. Erster Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Sei f : [a,b] — R stetig und F' eine Stammfunktion von f. Dann gilt

b
[ f@)ds = F®) - Fl@) = P
Beweis. Fir F(x f f(t)dt gilt offenbar

b
/ f@)de = F(b) = F(b) — F(a).

Mit der vorangegangenen Bemerkung ist jede Stammfunktion F von f von der Form F = F + ¢, also

b
F) ~ F(o) = F(8) - Fla) = [ (o) s
a
O
Damit haben wir fiir eindimensionale Funktionen den Zusammenhang zwischen Aufleitung und bestimmter
Integration hergestellt.

5.18 Bemerkung. Aquivalent zu Korollar 5. 17 formuhert man den ersten Hauptsatz auch oft so: Sei
f i [a,b] — R stetig differenzierbar, so ist f(b) f f(x

Dies kann man gut dazu verwenden, um auf gegebenen Intervall, den Abstand ||f(b) — f(a)|| durch das
supremum der Ableitung abschéitzen, analog zum Mittelwertsatz der Differentialrechnung.

Im Falle von Funktionen f : R™ — R™ ldsst sich allerdings eine allgemeine Abschéitzung auf Konvexen
Gebieten A herleiten, mittels S = sup,c 4 ||Df(x)||. Es gilt namlich

1f(2) = )l < Sllz =yl
was man leicht durch Anwendung des Mittelwertsatzes auf g(t) = f(x + t(y — x)) sieht.

5.19 Korollar. Integralrestglied der Taylorformel
Es sei f € C"*1([a,b]) fiir ein n € Ng. Dann gilt fiir x, 2o € [a, ]

n k) (o (1) (
f(:z:)zzf kﬂ 0)( / ) x—t) dt.
k=0

Beweis. Wir setzen fiir ¢ € [a, ]

n )
F(t) = f) - 32 k!(t) (x— 1)

k=0
Es ist F(t) stetig differenzierbar und F'(z) = 0, also gilt mit dem Hauptsatz, Satz 5.17,

Play) = F(z) — /x F(#)dt = —/QC F(t) dt

Mit 1)
n +
k=0 ) k=

folgt die Behauptung. O

kfl _ _f(n+1)(t) ($ . t)n
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5.3 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

5.20 Bemerkung. Mit Hilfe des Mittelwertsatzes erhélt man aus dem Integralrestglied das Lagrangsche
Restglied der Taylorformel: Es gilt

z r(n+1) (n+1) x
Ry (z,xy) = fn!(t)(x—t)"dt— fnl(g)/ (x —t)"dt
_SUIE) (@ —me)mt  fI() n
Y D) (nr1) &) +1’

da (z —t)" im Integranden immer ein festes Vorzeichen hat.

5.21 Satz. Partielle Integration
Es seien f,g : [a,b] — R. Es sei f stetig, g stetig differenzierbar und F eine Stammfunktion von f. Dann

gilt
b b b /
/fgz[Fg]a—/ Fyg',

Beweis. Das ist einfach der erste Hauptsatz, denn

/ab fg= /ab [(Fg) — Fg'] = [Fg]’ — /ab Fy.

wobei [Fgl}, := (Fg)(b) — (Fg)(a).

5.22 Beispiele. (a)
b

b
—/ e’ dx = [ze” — em]Z
a

b
/ ze¥ dz = ze”
a

b b
/ 22 dx = 22"
a

Auf diese Weise kann fiir jedes Polynom p das Integral
b
/ p(x)e” dz

(b) Manchmal reproduziert sich der Integrand nach mehrfacher partieller Integration,

a

und analog

b
- / 2ze” dz = [(2* — 27 + 2)ex]z .

a

berechnet werden.

b b
/ f(@)g(z)da = [h(z)]) + ¢ / f(x)g(z)dz .

Falls ¢ # 1, so ist man fertig, denn dann ist

b 1 b
= hl, -
| ga= =
5.23 Satz. Substitutionsregel
Es sei f : [a,b] — R stetig und g : [¢,d] — [a, b] stetig differenzierbar. Dann gilt

/g:j)fz/:(fog)g"

Falls entweder ¢’ > 0, oder ¢’ < 0, dann kann man es auch folgendermassen ausdriicken

/g([c,d]) = /[cd}(f o)l d].
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5 Integralrechnung

Beweis. Sei F' Stammfunktion von f. Und wir nehmen an a = g(¢) und b = g(d). Dann folgt aus der
Kettenregel und dem Hauptsatz

g(d)

[ f@de = Flg) - Flgo) = (Fog)d - (Fog)e)

! d d

- / (Fog)(y)dy = / (F 0 9)(y) ¢ (v) dy
d

= /(fog)(y)g’(y)dy.

Das ganze lésst sich auch in Form von Riemmansummen beschreiben, mittels
b
/ f(z)de ~ Z flxi)(wi — @) = Zf(g(ti))(g(ti) —g(ti-1))
(2 7 4
~ Y Halt)g )6 ) ~ [ Fa®) Wt (5.1)
P c

wobei z; = ¢(t;) ist Dabei sieht man, dass der Term ¢'(¢) die Vergréfierung oder Verkleinerung der Teilin-
tervalle kompensiert.

In héheren Dimensionen wird diese Kompensation von der Determinante von Dg beschrieben.

5.24 Bemerkung. Merkhilfe zur Substitutionsregel

Eine gute Merkhilfe ist folgende Notation,
d d g(d)
| fetng@s = [ fol)dig@) = [ )dy
c C g

da g—z_ = ¢'(x), also ¢'(x)dx = dg. Wenn wir Differentialformen einfithren, wird diese Schreibweise einen

prézisen Sinn bekommen.
Formal hilft sie einem aber schon jetzt bei der Anwendung der Substitutionsregel. Beispielsweise ist
d d Ind
1
[ = [ uayama) = [ sw)ay,
c z c Inc
oder

sind

/Cd f(sinz)cosxdx = /cdf(sinx) d(sinzx) = /S fly)dy

inc

b 3 b 4 b
1 d 1 1 1/ 1 1
A s A G )
o (@t +1)2 o (@¥41)2 4 4 Jua (y+1)2 4\at+1 br+1

5.25 Beispiel. Mit f(y) = % gilt, dass

/ ' gg(“)) a— | " Ho@) g'(x) dz = / "ty = (g(d))

oder

sinx __ _ cos'zx

cosxT cosx

d
/ tanx dr = In (COSC) .
¢ cosd

dass

Beispielsweise folgt so fiir tanx =
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5.4 Satz von Fubini, Substitutionsregel

5.26 Beispiel. Die Kreisfliiche

Um die Flidche F' des Kreises mit Radius r zu bestimmen, berechnen wir die Fléche des halben Kreises als
Integral iiber die Funktion f(x) = v/r? — 22 von —r bis r,

F T T
5= f(a:)dw:/ Vr2—z2dx.

Geometrisch liegt es nahe, das Integral durch den Winkel statt durch den Achsenabschnitt zu parametrisie-

ren, also g : [-5, 5] = [-7r,7] , © = g(p) = rsin, zu substituieren. Das liefert dann

r (%) )
2 /g(—pf(gj)dx_ - Sl / Folerds

= 7"2/2 \/1 —sin% ¢ cospdp = r? /2 cos gadcp:gTQ.

INIE]
m\=|

VB

5.4 Satz von Fubini, Substitutionsregel

Im folgenden leiten wir Rechenregeln fiir merhdimensionale Integrale her. Solche werden dann iterativ mittels
Aufleiten berechnet. Grundlade dazu ist der Satz von Fubini.

5.4.1 Satz. Fubini

Seien I, C R", I, C R™. Das Intervall I C R™"™ ist dann I = I, X I,.. Sei ferner f € R(I) und Vy € I,
existiere g(y) = [ f(z,y)dz. Dann ist g(y) € R(I) und

I
[ = [ | [s@wis)ay
T I, \I

I

I e — (E:z 777j)
- |J1HI:L

S
S
=
N
°

X

Abbildung 5.2: Zerlegung des Rechtecks I

Proof. Da f Riemann-integrierbar ist, kann man schreiben

Ve>030>0Vz:|z| <d: S(f,z,a)—/f(z)dz < eVo
T
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5 Integralrechnung

Sei nun 2z} = {7, ..., &} eine Folge von Zerlegungen (vergleiche Abbildung 5.2) von I, und 2¥ = {m,...,ns}
die Zerlegung von I, mit |zf|,|2Y| < 0 Vn € N. Es ist lim |2}| = 0. Setzt man dieses nun oben ein erhilt
n—oo

man, dass gelten muss

Zf mo 1 |In|Jj’_/f(Z)dZ <e€
I

Es bleibt zu zeigen, dass

S 9() Il — / F(2)dz| < e
m 1

Verwende, dass

o) = [ fwmy)de = lim S F&h I
I m

und
Zg(m)\Jj\ = nlggoZZf(fﬁwm)\f%HJj!
J J m

Schreibe also um das obige zu zeigen

S 9151 - / J(z)dz| = | lim sz n I / f(2)dz
J T T

< 337 ekl 1 - [ ez <
1

=g € R() / dy—/f

5.4.2 Korollar.
Sei I = [a1,b1] X [ag,ba] X ... X [an,by] und f: I — R stetig. Dann gilt:

b1 bo

/f(a:)d:c:/ / /fxl,..., Yday, | ... dze | day
I ai
5.4.3 Satz.

Sei A C R" x R™ = R"*"™ beschrénkt und Jordan-messbar und f € R(A). Es sei weiterhin
Py(A)={z |3y eR™: (z,y) € A}

und
Ay ={y e R™ | (z,y) € A}

:A[ f(z,y)dy
/ g(z)dz

Pn(4)

/f(xy)d (/fwydy d
A

Pa(A)

Ferne existiere

dann existiert

und es gilt
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5.4 Satz von Fubini, Substitutionsregel

Proof. folgt aus Fubini. O
5.4.4 Korollar.

Sei A C R™ beschriankt und Jordan-messbar sowie a < b € R so, dass
Ve = (x1,...,2p) €EA:a<xz1 <h
und
VE € [a,b] : Q&) = An{(&, za,...,xn)}
in R"~! Jordan-messbar mit (n — 1)-dimensionalem Inhalt g(¢). Dann ist

b

|Aw=/g@mg

a
5.4.5 Beispiel. Kreisscheibe mit Radius 1

Im rechten oberen Quadranten ist die Kreisscheibe definiert durch die Funktion y = v/1 — 22, im rechten
unteren Quadranten durch y = —v/1 — z2. Die Fliiche ist dann

1
/ldx—/ / 1dy dx:2/\/1x2dx
_ “1

V1i—a2?

Substituiere nun x = sint, dx = costdt. Es ergibt sich

w/2 /2
2 / V1 —sin?tcostdt =2 / cos’tdt =
—7/2 —7/2

Integrieren iiber Normalbereiche

Betrachte die Mengen (Abbildung 5.3)

{(z,y) eR* a <z <bpi1(x) <y < pa(a)}
={(z,y) eR*c<y < dvi(y) <z < ay)}
A={(z,y,2) ER* a<a<bpi(x) <y < oaa), r(z,y) < 2 < Pox,y)}

5.4.6 Satz.
Sei f: B,C — R stetig. Es gilt fiir das Integral von f:

b [ e2(x)
/fwy wy:/ flz,y)dy | dz
1(x)
und
d [ ¥2(y)
[t@naen=[| [ty
c ¢ \gi(y)
Fiir A gilt

/f(:n,y,z)d(a:,y,z):// / f(z,y, z)dzdydx

A a p1(z) P1(z,y)
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5 Integralrechnung

Yy Yy
_\\\a/ﬁﬁi,//"' ‘
= U (9) C Uy(¥)
d
a b < T

Abbildung 5.3: Normalbereiche

5.4.7 Beispiel.
Sei B ein Gebiet in R? das begrenzt ist durch y = 22, y = 23, das heif}t:

B={(z,9)|0<z<1,2° <y <a?}

Sei auBerdem f(z,y) = z. Gesucht ist jetzt [ f(z)dz. Es ist
B

1 z?
B/f(z)dz*:O/x[xdydx

X

Abbildung 5.4: Die Flichen umschlieffen einen Tetraeder
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5.4 Satz von Fubini, Substitutionsregel

5.4.8 Beispiel.

2 y2

4 2
1/ [ fawdy | do = 1/ [ s | ay

VT 1
5.4.9 Beispiel.

Berechne das Integral

1o
/ / e¥ dydz.
0 Jx

Dies kann auf diese Art nicht explizit berechnet werden, allerdings durch &ndern der Integrationsreihenfolge.

Denn
Lot Loy, 1 2 1 [/t 1
//eydydx:/ / eydxdy:/yeydy:/ eV dy?) = =(e —1).
0o Jz o Jo 0 2 Jo 2

5.4.10 Beispiel.

Das Integral [ [, zyd(z,y) wobei D das Gebiet ist, das von der Geraden y = x — 1 und der Parabel
y? = 2 + 6 eingeschlossen wird. Dieses kann als Typ C-Integral der Form

4 y+1
/ / zydz | dy,
-2 1y2-3

berechnet werden als auch als Typ-B Integral, allerdings muss man dort den Bereich in zwei Teile zerlegen,
-1 V246 5 V2z+6
/ / rydydxr + / / xydydz.
-3 J—\/20+16 —1Jz-1

In beiden Féillen ist das Resultat 36.
5.4.11 Beispiel.

Berechne das Volumen des Bereichs, der durch die Flachen x =0,y =0, 2 =0, x +y + 2 = 1 begrenzt wird
(Abbildung 5.4). Die Menge der Punkte innerhalb des eingeschlossenen Bereichs ist

A={(2,4,2),0<z<1,0<y<1—-2,](0<z<1—2x—y}

Das Volumenintegral lautet dann

—
—_
|
8
|
N
Q.
<
o
8

i
—
S

|
8
<
|
<
[\
~—
| EE—
T
8
[N
S

Il
— . O O

|
D= N = O

=
|

—t
N—

no
(o
8

5.4.12 Satz. Substitutionsregel

Die Integration iiber krummlinige Gebiete ldsst sich oft auf ein Integral iiber ein (n-dimensionales) Rechteck
reduzieren. Die Information dariiber, wie sehr jeder Punkt durch die Abbildung gestaucht oder gestreckt
wird, ist natiirlich wichtig fiir die Gewichtung.
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5 Integralrechnung

Abbildung 5.5: Darstellung der Substitution

Sei A C R"™ kompakt und Jordan-messbar. A C G, G offen, sodass g € C'(G,R"), mit

det Dg(z) > 0 oder
det Dg(z) <0Vz e G

und g injektiv. Sei f: g(A) — R stetig, dann gilt:

/ f(z)da = / f(9(=)) | det Dy(2)| dz
g(A) A

Dass die Determinante diese Eigenschaft besitzt sei hier fiir zwei Dimensionen verdeutlicht.

Ein Flichenstiick in A sei ein Rechteck mit den Seitenléingen AuAwv. Unter der Abbildung g verformt es
sich. Unter der Annahme, dass es geniigend klein ist, betrachten wir es als Parallelogramm. Die Richtung
der aufspannenden Vektoren ist gegeben durch die Ableitungen von g langs der alten Koordinaten u und v:

dg 0Og 2
%,%GR

Die Flache des Parallelogramms ist gegeben durch

9% . 9%

AuA
ou Ov usv

Da wir das Kreuzprodukt nur im R? definiert haben, fithren wir eine Transformation durch, welche jedem
Vektor die z-Komponente 0 anfiigt.

991 991
o5 _ () oo _ (s
u ’ v
ou 5 ov 5
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5.4 Satz von Fubini, Substitutionsregel

Abbildung 5.6: Transformation von Parallelogramm auf Rechteck. Im Bild ist a = g—z und g = %

So sieht man den Zusammenhang zwischen Kreuzprodukt der Richtungsableitungen und Determinante der
Funktionalmatrix von ¢’:

dg Og

99 991 0g2 092 0
ou 0Ov

| du v ou Ov

g1 dg1
= = ’det <g“2 ;2)‘ = |det Dg(z)|
ou ov

Die Substitutionsregel analog im n-dimensionalen Fall mit

91
z=(1,...7pn), g=| ¢ | und Dg(z) =

n

(n x n Matrix)

(a) POLARKOORDINATEN

¢ Y

~
\
\

T Hy

Abbildung 5.7: Transformation von kartesischen zu Polarkoordinaten

()=o) =(d)
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5 Integralrechnung

Dis) = % 8679801 __[cosp —rsingp
= gD(z) = dg2 g2 | T sinp  TCosp

Fiir das Integral bedeutet dies:

P2 T2
/f(x,y)dxdy://f(rcos«p,rsingo)rdrdgp
9(4A) P17

(b) ZYLINDERKOORDINATEN

Fiir Zylinderkoordinaten ist das Volumenelement das gleiche:

T r 7 COS
yl=gle]| =|rsnep
z z z

cosyw —rsing 0
= Dg=|sing rcosep 0
0 0 1

= |det Dg| =r

mit dem Volumenelement dV = dzdydz lautet das Integral:

z22 P2 T2
/ fz,y,2) dV = ///f(rcosap,rsingp, z)rdrdedz
(A) 21 p1 71
(¢) KUGELKOORDINATEN Die Berechnung des Volumenelements fiir Kugelkoordinaten:
Y
z
| |
| |
| |
T i !
! rsin® i
S] l !
! |
! |
9/ Y |
s : ¢ |

Abbildung 5.8: Die Transformation in Kugelkoordinaten
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5.4 Satz von Fubini, Substitutionsregel

x r rsin @ cos @
Y = g| 0] =|rsinfsing
z % r cos 6

sinfcosyp rcosfcosp —rsinfsing

= Dg = sinfsiny rcosfsinp  sinfcosp
cos 6 —rsinf 0

=det Dg = cosfdet <TCOS€C98¢ —7"'sm081ng0>
rcosfsinp  sinfcosy

— (—rsin@)det (Sin fcosyp —rsinfsin @)

sinfsiny  sinfcosy
= (r?cos?fsinf cos? p + 12 cos? f sin O sin? )

+ 7 sin 0(r sin? 6 cos? o + rsin? fsin? @)

= 72cos?0sinf + r?sinfsin®
= 7r2sind
5.4.13 Beispiel.

Mittels Koordinatentransformation 148t sich leicht der Fliacheninhalt des Ellipsoids, das von den Punkten
(%)2 + (%)2 < 12 beschrieben wird. Durch die Abbildung x = au, y = bv lisst sich das Ellipsoid auf einen
Kreis in u,v transformieren. Da die Determinante von Dg(u,v) gleich ab ist, ist der Flidcheninhalt somit

r?rab.
5.4.14 Beispiel.
Es sei ein Zylinder gegeben, aus welchem am unteren Ende eine Halbkugel mit dem selben Radius herausge-

schnitten ist. Mit anderen Worten, der Boden wird ersetzt durch die Oberfliche einer Halbkugel. Die Hohe
sei 4, (0 < z < 4), der Radius sei 1 (r < 1), und der Boden z = /1 — r2. Das Volumen sei V:

<
1

1 4
/ / r dzdrde
0 vi—r2

1
/(4—\/1—r2)rdrdg0
0

| A
0 1 po
Abbildung 9

Njw

1
=27 |:2'I"2 + g(l — 7‘2)

5.4.15 Beispiel.

Gegeben ist eine Sphiire mit Radius 1, in welche ein umgekehrter Kegel mit Offnungswinkel 5 reingelegt
ist. Gesucht ist das Volumen zwischen dem Kegel und der Sphire. Die Sphére ist in Zylinderkoordinaten
gegeben durch z = v/1 — r2, der Kegel durch z = \/22 + y2? = r. Das Volumenintegral lautet dann
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5 Integralrechnung

2T 1/@\/@
V —/ / / rdzdrdep
0 0 r

Das selbe Volumen lésst sich einfacher in Kugelkoordinaten ausdriicken:

2 /4 1

V:///r2sin0drd9dg0
0 0 0

r

Abbildung 10
5.4.16 Beispiel.

Besonders interessant ist die Berechnung des Volumens des Objektes, das oberhalb des Kegels z = /22 + 32
liegt und unterhalb der Sphire mit Radius 1/2 und Mittelpunkt (0,0, 1/2), das die Gleichung x? +y% 422 = 2

erfiillt. Da in Kugelkoordinaten gilt z = cos#f, ldasst sich die Gleichung fiir die Sphére umschreiben als

r? = rcos 6, und damit ist der Bereich durch

0<r<1,0<0<m/4,0<¢<2r

gegeben.
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6 Kurvenintegrale

Y
Y(b)
Y(?)
[ ;T
a b S
v(a)

Abbildung 6.1: Kurve mit Parameterdarstellung -

6.0.17 Definition. Parameterdarstellung (a) Sei a < b, v : [a,b] — R™ heifit PARAMETERDARSTEL-
LUNG einer Kurve mit Parameterintervall [a,b]. Der Anfangspunkt der Kurve ist v(a), der Endpunkt
ist v(b).
(b) Zwei Parameterdarstellungen

7 : [a,b] = R"
v i [e,d] — R"

heiflen AQUIVALENT genau dann, wenn es eine stetige, monoton wachsende Abbildung von einem
Intervall in das andere gibt:

Y1~ v2 < o la,b] — [c,d] stetig und monoton wachsend
Es ist dann y2(t) = 1 0 ¢(t).
6.1 Beispiele. (a) Die Gerade zwischen zwei Punkten P, @ € R™ kann durch
Yt)=P+t(Q—-P)=tQ+(1—-t)P te]0,1]

parametrisiert werden.
(b) Der Kreis mit Radius 1 hat die Gleichung 2 + %? = 1, und kann durch

v(t) = (cost,sint), t € [0,2m)

parametrisiert werden. Der Kreis mit Radius r und Mittelpunkt (a,b) hat dann die Gleichung (z —
a)? + (y — b)? = r2, und die Parametrisierung

v(t) = (rcost —a,rsint — b), te[0,2m).

Mittels t = 5s zum Beispiel &ndert sich die Kurve nicht, wenn man sie als Menge von Punkten sieht,
aber die Durchlaufgeschwindigkeit dndert sich.
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6 Kurvenintegrale

(c) Die Schnittkurve des Zylinders 22 4+ 42 = 1 und der Ebene y + z = 2 lisst sich parametrisieren indem
man vom Zylinder erkennt, dass © = cost,y = sint die Gleichung erfiillt. Die z-Komponente erhélt
man von der Ebene. Namlich z = 2 — y = 2 — sint, womit

~(t) = (cost,sint,2 —sint). ¢ € [0,2m).

6.0.18 Definition. Linge einer Kurve

Die Lénge einer Kurve lisst sich annidhern durch eine Aneinanderreihung von geraden Stiicken (vgl. Abbil-
dung 6.2). Das Supremum fiir beliebig viele solcher Stiicke ist dann die Lénge der Kurve:

L :=sup { Z [|v(t:) —y(tiz1)||| m € N, {to = a,t1,...,tm = b} ist Zerlegung von |[a, b] }
i=1

Y
Y(b)
Y (%)
Wb TN )
b p
Y(a)

Abbildung 6.2: Annidherung einer Kurve durch Polygone

6.0.19 Definition.

Sei C' eine Kurve mit Parameterdarstellung + : [a,b] — R"™. C heiit rektifizierbar genau dann, wenn die
Lénge der Kurve endlich ist:

C' heifit rektifizierbar < L(C) < oo
6.0.20 Satz.

Die Begriffe ,rektifizierbar® und Lénge einer Kurve héngen nicht von der speziellen Parameterdarstellung
ab.

Proof. Seien ~; und 7, Parameterdarstellungen einer Kurve mit v, : [a,b] — R", v : [c,d] — R". Sei ¢ :
[a,b] — [c,d] und dadurch v (t) = v200(t), {to, .. ., tm } sei Zerlegung von [a, b]. Dann ist {o(to), ©(t1), .., ©(tm)}
Zerlegung von [c, d]. Es gilt dann

Z v (t:) = n(ti-)ll = Z [2((ti) — y2(p(ti-))]
i=1 i=1

Die Linge der ersten Kurve

m
Ly =sup {Z |71 (t:) — v1(ti=1)|] | {to,--.,tm} Zerlegung von [a, b]}
i=1
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ist dann definitionsgemé&f kleiner als die der zweiten Kurve:
= L1 < Lo
Verwendet man andersherum die Umkehrfunktion von ¢, so ergibt sich

Y2(t) = v1 097 (t)
= Lo < L

Also miissen die beiden Lingen gleich sein
= L1 =1Ls

6.0.21 Definitionen.
Zu Kurven:

(a) Eine Kurve C' heifit stetig differenzierbar, wenn es eine stetig differenzierbare Parameterdarstellung
gibt.

(b) Eine Kurve heifit Jordan-Kurve, wenn eine Parameterdarstellung v : [a,b] — R" existiert und diese
injektiv ist.

(c) Seien Cp,Cy Kurven in R"™ mit Parameterdarstellungen ~; : [a,b] — R™ und 72 : [b,¢] — R™. Der
Endpunkt von Cy sei der Anfangspunkt von Cy. Dann heifit die durch die Parameterdarstellung

7 (t) te€la,b

v:la,d 5> Rt {72@) f b

dargestellte Kurve Summe von Cy und Cs, man schreibt: Cy + Cs. Unter —C' versteht man die Kurve
mit Parameterdarstellung

v:[0,1] = R" t— y(b+t(a—0))

mit v : [a,b] — R™.

(d) Eine Kurve C heifit stiickweise stetig differenzierbar, wenn stetig differenzierbare Kurven Ci,...,C,
mit C' = Cq + ... 4+ (), existieren.
6.0.22 Satz.

Sei C stetig differenzierbare Kurve in R” mit Parameterdarstellung v € C*([a, b], R"). Dann gilt
b
£(C) = [ I @at < oc
a

Proof. Es sei z = {ty = a,t1,...,t, = b} eine Zerlegung des Intervalls [a,b] mit Feinheit |z|. Ndhere die
Lange der Kurve durch eine Aneinanderreihung von geraden Stiicken an:

m
Va(v) = llv(t:) = y(tioa)l|
i=1
Es ist zu zeigen, dass

b
Ve> 035>0z <6 Vz(fy)—/||7’(t)|dt <e

Bemerke, dass der Differenzvektor ~y(¢;) — v(t;—1) sich aus n Komponenten zusammensetzt:

Y(ti) = y(ti1) = () =y (tiz1), s Yalts) — n(tio1))
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6 Kurvenintegrale

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es nun einen Zwischenpunkt 7, = (Til, T ER?

sodass gilt

(Y (t:) = 71 (Eim1)s oo (i) = Yn(tio1)) = (Tt = tic1), -y (7 (G = tic)) = ' (70) (= tia)

mit v/ (1) = (V1 (71), ..., v, (7). Es folgt damit fiir V:

m t;
-3 / I/ (mla

Damit gilt

/rw Nt <3 /rw n Hdt—/lh (1))t

=1 b
<> /HW(n)H—wuwdt:
=l

Es gilt fiir den Integranden:

1 Il = [ ON] < 1 (1) =+ Ol = 4| D () = 7012
k=1

Wihle nun ¢ so, dass fiir |t — s| < 4, t,s € [a, D]
] —v.(t)] < S Vk € {1,...
|7k(8) Vk( )| \/’E(b (I) { ’ 7”}

~' ist stetig und insbesondere gleichméBig stetig auf dem definierten Intervall, also gilt

m ty

9<y [ Zmn ((t) 2t

=1 ti—1

m 2
ne
Y gt — 1) =
) i=1 n(b— a)2< ) =e

6.0.23 Beispiel.

Zur Lange einer Kurve
(a) Mochte man die Lénge einer eindimensionalen Funktion auf einem Intervall bestimmen, so w#hlt man

die Parametrisierung

V() = (¢ f(1))

Die Ableitung + ist dann
V()= (1, f'(t)

Damit ist die Lange

b b
- / I (6)ldt = / VIt (D2t
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(b) Gegeben sei eine Ellipse durch die Parametrisierung
v(t) = (acost,bsint) 0<t<2m

Deren Ableitung nach ¢ lautet
v (t) = (—asint,bcost)

Die Ellipse wird im mathematisch positiven Sinne (gegen den Uhrzeigersinn) durchlaufen, der Start-
punkt liegt bei (a,0). Die Lénge ist

27
L= / \/a2 sin?t + b2 cos? tdt
0

2m
= / Va2 + (b2 — a2) cos? tdt
0

2

2
2
:/a\/l—kzcosztdt mitk:ai
0

w/2
:4/a\/1 — k2?2 cos?t
0

6.0.24 Bemerkung.

Es bezeichne die s(t) die Bogenlinge einer Kurve

s = [Iv@lar 5 =1l

Parametrisiert man die Kurve nun mit s, sprich ¢ — s(¢) so kann man umgekehrt, falls ||5(¢)|| # 0 fiir alle
t € [a,b], auch s +— t(s) verwenden, ist dann

Y(s) ==y ot(s) =(t(s))

Der Geschwindigkeitsvektor dieser Bogenldngenparametrisierung ist

Aol o ()
V) = 557 = 30060 =7 5 = & = ey

Der neue Geschwindigkeitsvektor ist also normiert:
= [[7ll=1

6.0.25 Definitionen.

Sei 7 : [a,b] — R™ eine stetig differenzierbare Parameterdarstellung der Kurve C, F : R™ — R" ein stetiges
Vektorfeld.

(a) Das Kurvenintegral von F lings der Kurve C' ist

/mw»wMt

/F-daz
c

Symbolisch schreibt man
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6 Kurvenintegrale

(b) F=(P,Q) firn=2, F=(P,Q,R) fir n =3. Man schreibt

/F-dm:/de+Qdy+Rdz

6.0.26 Satz.
Seien C, C stiickweise stetig differenzierbare Kurven und F : R™ — R” ein stetiges Vektorfeld.
(a)
/ F.dx = / F.dx
_y
(b)
/ F . dw—/F dm+/F dx

C1+Co

F.dx | < sup ||F(x)| L(Cy)
& zeCy
1

Proof. (c) Sei v Parametrisierung von C

§/||F(7(t))||H7'(t)|| dt

< sup |[F(@)] / I 0]l dt

_ sup [F(@)] ()

6.0.27 Beispiel.
In der x — y-Ebene sei das Vektorfeld F' gegeben durch

F = (y,y — )

oder in der Form
F=(PQ) mitP=yund Q =y — =x.

Wir betrachten zwei Kurven vom Ursprung nach (1,1), gegeben durch C; und Cs. C} ist zusammengesetzt
aus einem horizontalen Stiick nach (1,0), C1; und einem vertikalen Stiick von dort bis zum Endpunkt, Cis.

Wir verwenden folgende Parametrisierung fiir Cy:

011:'711(t):(ta0) OStSl
012 : ’ylg(t) = (1,t) 0<t<1
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y (1,1)
, C'12
B (10)
C11 .

Abbildung 6.3: Zwei Kurven

So folgt fiir die Integrale:

1
F.dz = /F(’Yu(t)) “Ya(t) dt
C11 0

:/(0,0—t)~(1,0) dt =0
0

1
F-de = / F1a(t)) - Ajo(t) dt
Cia 0

(t,t—1)-(0,1) dt

Il
S O—_

(t-1)=—3

Die Kurve Cy sei gegeben durch ein Stiick einer Parabel y = 2.

Cy:yo(t) = (t,t%) 0<t<1

Oder als einzelne Parameter x und y betrachtet:
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6 Kurvenintegrale

so hat das Integral die Form

6.0.28 Bemerkung.

Es bezeichne T' den normierten Tangentialvektor zu einer Kurve, die durch 7(¢) parametrisiert ist:

Damit kann man das Wegintegral iiber ein Vektorfeld F' umschreiben:

b

[F-de= [ Fo@)-y o

)]
o

:/FW@%W%WWWWﬁ

—/F-Tds
c

mit dem Linienelement ds = ||7/(¢)||d¢t. Wenn nun f = F - T =1 ist, gilt

C/fds zc/lds = L(C)

6.2 Bemerkung. Auf diese Art und Weise lisst sich so manch Wegintegral mit rein geometrischen Uber-
legungen berechnen. Sei nun Fi(z,y) = (x,y), und C, ein Kreis mit Radius » und Mittelpunkt (0, 0), dann

ist klarerweise
/ F 1° dx = 0,

da Fi an jedem Punkt des Kreises orthogonal auf den Tangetialvektor T" steht.

Sei nun Fy = (y, —z), dann lésst sich das Wegintegral iiber den Kreis ebenfalls sofort hinschreiben, da F»
parallel zum Tangentialvektor verlduft und an jedem Punkt die Lénge r hat. Damit ist

/Fl-d:c:/ F‘Tds:/ rds = rL(C,) = 2mr?.

Somit kann man auch Wegintegrale fiir Linearkombinationen von F} und F3 leicht berechnen.
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6.0.29 Definition. Gradientenfeld

Sei A C R™ Gebiet. F heift GRADIENTENFELD < J¢ € C1(A,R") ist Skalarfeld mit F = V. —¢p heifit
Potential, ¢ Stammfunktion.

6.0.30 Satz.

A C R™ Gebiet, F: A — R" stetiges Gradientenfeld mit Stammfunktion ¢ : A — R. Sei C Kurve in R™ mit

Anfangspunkt ¢ € R™ und Endpunkt b € R™. Das Kurvenintegral hingt dann lediglich von diesen Punkten
ab:

Abbildung 6.4: Ein konservatives Kraftfeld, das von 2 verschiedenen Kurven durchlaufen wird.

Proof.

C

6.0.31 Definition.

A C R"™ Gebiet, F stetiges Vektorfeld F' : A — R"™. F heiflt konservativ genau dann, wenn Va,b €
R™ )V C, Cy (stiickweise stetig differenzierbar) mit Anfangspunkt a und Endpunkt b gilt:

6.0.32 Satz.
Sei A C R™ Gebiet, F' : A — R" stetig. Dann:

I ist konservativ < F' ist Gradientenfeld

89



6 Kurvenintegrale

Proof. Eine Richtung haben wir schon gezeigt.
<: Siehe oben
=

- i F(2)

Es bist zu zeigen, dass die so definierte Funktion ¢ folgendes erfiillt

Vo=F
= ¢(x +h) —p(x) = F(z) - h+ P (h),

wobei 1(h) schneller gegen 0 geht als linear.

z+h z+h

o(x+h) — /F dz—/F dz—/F

v:t—xr+th teR heR?

/F(a:—i—th) <A (t) dt
1

/F (x+th)-hdt

0

=F(z)-h+ [/F(m—l—th)-hth(az)-h
0

=F(x)-h+1(h)
1
:/F (x+th)-h—F(x)-h
0

:/[F(:c—l-th)—F(x)]-hdt
0
= [l < sup [[F(z+th) — F(z)] - ||

te(0,1]
()] ) .. |
< sup ||F(x+th) — F(z)|| = 0 fiir h — 0 da F stetig.

&
IRl ™ tejoy

O

Sei F' ein Gradientenfeld und ¢ : R?> — R und V¢ = F. Die Partiellen Ableitungen von ¢ sind die
Komponenten von F':

Opp = I
Oyp = Fy
0% 0
=—F
oydx  Jy 1 und
0% 0
0xdy %FQ
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Wir nehmen an, dass ¢ zweimal stetig partiell differenzierbar ist, sodass die Ableitungen vertauschen:

0% B 0%
Oydx  Oxdy
0 0
—F =—F
= oy S
6.0.33 Beispiel.
F = (P, Q) Gradientenfeld
or _oq
oy  Ox
Nun ist das Skalarfeld ¢ zu finden mit Vo = F
P =2xy = 8—P =2z
dy
Q=12"+4y = 9Q =2z
Ox

P =y, =2zy
= =2y +c(y)

Q=py, =2+ (y) =2 +4y
=d(y) =4y
= c(y) =2y°

Mit Start und Endpunkten a,b € R2.
6.0.34 Definition.

Eine Menge A C R™ heifit STERNFORMIG, wenn es einen Punkt a gibt, von dem jeder Punkt der Menge mit
einer Geraden durch a verbunden werden kann.

Abbildung 6.5: Eine sternformige Menge

6.0.35 Definition.

Eine Menge A C C" heifit KONVEX, wenn zwei beliebige Punkte der Menge durch eine Gerade verbunden
werden koénnen, sodass die Gerade noch in A ist. Insbesondere ist jede konvexe Menge sternformig.
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6 Kurvenintegrale

6.0.36 Satz.
Sei A C R", ein Gebiet, F € C'(A,R"). Ist F = (Fy,...,F,) Gradientenfeld, so gilt:

0 0 o
T%Fj—ail‘]ﬂ \V/Z,je{l,...,n}

Ist A sternformig, so gilt auch die Umkehrung, also aus (6.1) folgt F' ist Gradientenfeld.

Proof. Die Gerade sei parametrisiert durch v(¢) = a + t(z — a).

6.0.37 Korollar.
Es sei A C R3 konvex und F' € C'(A,R). Dann gelten folgende Aquivalenzen

F ist konservativ < F' ist Gradientenfeld
F =Vyp,o: A— R F ist rotationsfrei (rot F' = 0)

F konservativ < / F.dx = / F . dx fiir beliebiges C7 und Cs
Ch Cs
mit gleichem Anfangs- und Endpunkt
x
< px) = /F(z)dz
a
Es vertauschen die ersten Ableitungen der Komponenten von F = (F'!, F?, F3):

OF"  QFI
83?j - am’z
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6.0.38 Bemerkung. Masse

Mit einer Dichtefunktion p : R" — R, der Bogenlinge S(t f ||/ (7)||dT und dem Zwischenpunkt ¢;, der

zwischen t; und t;_; liegt, ist die Masse gegeben durch

Zp )—S(tz‘—l))

Es ergibt sich als Grenzwert

<
I
Se—_
=
=
)

b
= [ otrteni @l

6.0.39 Definition.

Es sei f eine skalare Funktion, das Linienintegral {iber die Kurve C' ist

b
/}@Ms:/fwwﬂwama
C a
6.0.40 Definition.

Sei D C R? ein beschrinktes Gebiet. Der Rand von D (9D) besteht aus endlicher Vereinigung stiickweiser
stetig differenzierbarer Jordan-Kurven Cj;,i € {1,...,n}. C; heiit POSITIV ORIENTIERT falls 7;, Parame-
trisierung von Cj, so ist, dass der Vektor (—~v4,71) in D hineinzeigt. Anders formuliert: D liegt links von

Vi
6.0.41 Satz. Green’scher Integralsatz
Sei D CR?, F = (F',F?) = (P,Q) € CY(D,R?). C = 0D sei positiv orientierte Randkurve. Dann gilt

/F dm_y{F da:—//<aF2—aFl>d(m,y)
- [t

Proof. Annahme: D ist Normalbereich, das heifit

D={(z,y) |a<x<bpi(z) <y < pa(z)}

!
={(z,y) [c <y <d.¥(y) <o <va(y)}
Siehe auch Abbildung 6.6. Wir zeigen zuerst, dass

Parametrisiere dazu
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6 Kurvenintegrale

a b

a b

Abbildung 6.6: Der selbe Bereich D wird mit verschiedenen Kurven umrundet

Es ist dann

a p(t

wobei im vorletzten Schritt der Hauptsatz der Integralrechnung angewendet wurde:

Nun zeigen wir weiterhin, dass
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Seien dazu die Kurven —C = (¢1(y),y), C2 = (¢2(y), y), spalte das Integral dementsprechend auf:

Ch Co
d d
Z/MW@wWh/QWMMMy
Cal Y2 (y) )
— / / Qu(,y)dady
¢ Pi(y

/Qxﬂ:y

2. Version: Wir betrachten nun einen etwas anderen und allgemeineren Zugang, der auch auf beliebige Ge-

biete verallgemeinert werden kann. Wie nehmen zuerst ein Quadrat beliebiger Lénge a, und zeigen den Satz
dort. Allgemein wird die Aussage dadurch erweitert, dass schrittweise eine beliebige Fléiche durch kleine
Quadrate approximiert wird.

Zuerst betrachten wir ein kleines Quadrat am Punkt (z,y) mit Seitenldnge . Dort gilt

/ F-da::/E(P(x+t,y)—P(a:—i—t,y—i—e))dt
0

€

+ /DE(Q(a: +ey+t) = Qx,y+1t))dt
=e2(Qq(z,y) — P,(x,y)) + S K(60,7),

wobei (0,7) € [z, z+€] X[y, y+¢], und der Satz von Taylor verwendet wurde. Das Wegintegral von F' = (P, Q)
entlang eines Quadrates C, mit Seitenldnge a, das in kleine Quadrate der Lénge e geteilt wird gilt

a?/e?

/ F-dmzz F.dzx

a i=1 7 Ce
a?/e?
- Z (xlvy2)+€ K(Olanz)] .

Der erste Teil der rechten Seite ist das Riemannintegral von

//f@—%mmm

und der zweite Term geht gegen 0 fiir ¢ — 0, falls K auf Q, uniform beschrénkt. O

6.0.42 Beispiel.

Berechne das Wegintegral von F = (3y — e¥*% 7x 4 y/y* + 1) entlang des Kreises im Ursprung mit Radius
3. Den Einheitskreis bezeichne wir mit D. Dann gilt

/ F-dm://(7—3):367r.
aD D
6.0.43 Beispiel.

Sei F'= 51— + »(—y,x), dann kann man sich {iberzeugen, dass fiir jede Kurve C, die den Ursprung beinhaltet
das Weglntegral gleich 27 ist. Jedes Wegintegral das den Ursprung nicht beinhaltet verschwindet. Diese
Beispiel bildet in der komplexen Analysis den Core der gesamten Theorie.
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6 Kurvenintegrale

Zuerst zeigt man mittels dem Satz von Green, dass je zwei Kurven das gleiche Resultat bringen, indem
man das Gebiet so konstruiert, dass der Innenteil der kleiner Kurve nicht Teil des Gebietes ist. Dann ist die
Funktion F glatt genug um Green anzuwenden, und man sieht, dass das Integral verschwindet, da ausserhalb
des Ursprungs @, — P, = 0 gilt. Und man rechnet dann das Wegintegral fiir einen Kreis mit Radius eins
explizit aus.

6.0.44 Bemerkung.

Mochte man den Fluss eines Vektorfeldes F' = (P, Q) durch eine Kurve C' = 0D berechnen, welche durch
die Parametrisierung

v a0 = R? £ (q(t),72(t))

gegeben ist, so benttigt man dazu den Normalenvektor

, B 1
N =020, O
Der Fluss ist dann
b '(¢
C/F - Nds = Q/F(V(t)) - (3 (t), = (@) Hz/zt;l:dt

b

= [ (Pa®ME - QGO @)
ab

_ /G - (t)dt G=(-Q.P) = (66"

[ (G- byt

_ // (0:P + 8,Q) d(x, y)
D

:é/dide(aj,y)

wobei der Satz von Green angewendet wurde. Es ergibt sich also

C/F.Nds:é/dide(x,y)

6.0.45 Korollar.
Sei F' = %(—y, x) und C positiv orientierte Randkurve des Gebiets D. Dann gilt:

/F -dx = /de + Qdy = |D| = Flécheninhalt von D
C C
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Proof. Nach Green gilt

/F-da::/Pda:—i-Qdy

C C
- [[@.-ryae.y
YT
:// 1d(z, y)
D

= [D]
O

Mithilfe dieser Tatsache kann man durch Umfahren einer Fliche deren Flicheninhalt bestimmen, zum Bei-
spiel mit einem Planimeter.

6.0.46 Bemerkung.
Ist das Vektorfeld F' von der Form F' = (P,(),0), so ist rot F' = (0,0,Q, — P,). Wendet man den Satz von

Green an, erhilt man:
[Feae= [[@ - Ry
aD D

:é/rotF-Nd(a:,y)
:é/rotF-dS
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7 Oberflachenintegrale

7.0.47 Definition.

Sei K C R? kompakt. Ist ¢ : K — R3 stetig differenzierbar, so heiBt ¢ | PARAMETERDARSTELLUNG einer
Fliche in R3. Sei weiterhin 7' C R? kompakt, ¢/ Parameterdarstellung mit Parameterbereich 7. Die beiden
Abbildungen ¢ und v sind AQUIVALENT, wenn ) = pog, g : T — K injektiv und stetig differenzierbar und
entweder det ¢’ > 0 oder det ¢’ < 0 auf T ist.

7.0.48 Beispiel.
Betrachte konkrete Beispiele zur Anschauung

(a) Um die Oberfléche, die die obere Hilfte der Einheitskugel beschreibt zu parametrisieren orientiert man
sich an den Kugelkoordinaten. Man erhélt dann als Parametrisierung:

o(u,v) = (cosusinv,sinusinv,cosv) 0<u<2r 0<w

M\ﬁ

(b) Die Parameterdarstellung der Oberfliche eines Zylinders mit Radius 1 und Hohe 2 lautet

o(u,v) = (cosu,sinu,v) 0<u<2r 0<wv<2

(c) Eine ebene Fliche wird parametrisiert durch Linearkombination der aufspannenden Vektoren (mit
Startpunkt A):
ou,v)=A4+du+bv 0<u<lr 0<wv<l1

(d) Der Graph der Funktion z = f(x,y) ist
o(z,y) = (z,y, f(,9))

Die Fliche in (c) ist trvialerweise durch ||@ x b|| = ||(,%g0 X %gp” gegeben. Diese Anschauung erlauf folgende
Definition der Oberflache.

7.0.49 Definition.
Sei ¢ : K — R3 eine Parameterdarstellung der Fliche A. Der Flicheninhalt von A ist

A
7.0.50 Definition.

Sei ¢ : K — R3 eine Parameterdarstellung einer Fliche A C R3.
(a) Sei f stetiges Skalarfeld auf A, f € C(p(K),R). Dann ist das Oberflichenintegral von f iiber A

symbolisch definiert durch
//de //f u, v) H&p 92| 4

(b) Sei F stetiges Vektorfeld auf A, F' € C(p(A),R3). Mit dem Normalenvektor

u,v)

N(u,v) = _Pu X Py
’ l|pu X @ul]
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7 Oberfldchenintegrale

ist dann das Oberfldchenintegral von F' auf A gegeben durch
] et Nigux aulldw o) = [[ Plotwo)- (o x o)
K K
= //F -dS (symbolisch)
A

7.0.51 Beispiel.

Die Fliche von (d), also der Fliche eines Graphen z = f(z,y), mit (z,y) € K is einfach zu berechnen mittels
v = (1,0, fo(z,v)), ¢y = (0,1, fy(x,y)) was fir die Fliche die Formel

//K\/1+f%+fy2 d(z,y)

liefert.
@ y
U
S
Abbildung 7.1: Zwei Parametrisierungen derselben Fliche A
7.0.52 Satz.

Flichenintegrale [ F -dS, [ fdS sind unabhingig von der Parametrisierung.
A A

Proof. Es sei ) = ¢ o g (vgl. Abbildung 7.1). Es ist

0, 0,
(u,v) _ <gzs; a‘%;) '
J(s,t) =2 22
Fiir die partiellen Ableitungen von ¢ = ¢ o g gilt
R 7]
8SSO g ()O’LL 88 ()07.1 88
9 ogm 00, 00
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Damit kann man schreiben

[P, 0 x v (s, 0 0
T

F(pog)- (aswogx atwg) d(s, 1)

0 0 0 0
F(pog)- ((wu;; +s0uag;> X (souagtl +<pvagt2>> d(s,?)

’ﬂ\ ’ﬂ\ 'ﬂ\ ’ﬂ\

dg1 0 dga 0
Flgoa)- (pu x ) (00 - 2200 ) 4ot

F(gog)- (g x @v) det (a@iut;) a(s,1)

F((p) ’ ((Pu X Sov)d(u7v)

©

=N
S

=

Integralsatze von Stokes und Gaul3

7.0.53 Satz. Stokes
Sei A C R? eine Fliche mit Parametrisierung ¢ : K — R3, p € C?(K,R3). C sei die positiv orientierte Rand-

kurve von K mit Parametrisierung « : [a,b] — R?, v (stiickweise) stetig differenzierbar. Mit A bezeichnen
wir die Randkurve in R? mit Parametrisierung o o ~y. Sei F stetig differenzierbares Vektorfeld, F : A — R3.
Dann gilt:

b

/F-dx—/F(fy(t))-fy’(t)dt—//rotF-dS
o A

a

- / / vot F(p(u,v)) - (9 X p0) d(u,v)
K

Abbildung 7.2: Zur Visualisierung des Satzes von Stokes.
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7 Oberfldchenintegrale

Proof. Sei A eine Fliche, 0A ihr Rand (der stiickweise stetig differenzierbar ist). Wir werden den Integralsatz
von Stokes durch Riickfithrung auf den Satz von Green beweisen. Sei «y(¢) eine Parametrisierung von 9K:
7vla,b] — R2. Die zugehorige Parametrisierung von dA ist dann [a,b] — ¢ o ~. Dabei gilt fiir die Ableitung
von oy

d
dt@ Y= (Pu’}/l + (PU’YQ

Schreibe darum fiir das Kurvenintegral

/F dw—/Fgooy —(poy)dt
_ F'Spu i et
[ (EE) A )

a

:/Pd:c+Qdy mit P=F -, und Q = F - ¢,

//( EF @v—;F-wu>d(u,0)

=T
: / / rot F - (pu X ¢y)d(u, v)
K
_ Z‘ / rot F - dS.

Wobei * erst noch gezeigt werden muss. Wir werden den Ausdruck I' auf diese Form bringen. Betrachte
zuerst die Ableitung des Skalarproduktes von F und der Ableitungen von ¢:

3
B .
o> —z( el + Fiel )
81} g Spu - — 8$j SDUQOU (Puv

3

o . . . o . . .
=T = L Figigl - i)
]Zl < o, F A 5, s%s%)

Dies bezeichnet die Rotation des Vektorfeldes F' skalar multipliziert mit (¢, X ¢,), denn es ist

0o F3 — O3 F?
rot F - (gu X y) = | 93FY — 01F3 | - (9268 — @32
O1F? — 9o F!

= 62F3cp3w13] — 82F3g0i9012] +...

3
o . .. o . ..
= 4F1 J At Fz YR )
E ( dx; PuPu 7(9% %Wu)

1,j=1

7.0.54 Beispiel.

Um den Fluss der Funktion F' = (0,0,2) durch die Oberfliche der oberen Halbkugel mit Radius 1 zu
berechnen, kann man die Tatsache dass V x f = F' ist, mit f = (y, —x,0), aber das Wegintegral von f iiber
den Rand ist offensichtlich gleich 27.
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7.0.55 Satz. Gaull

Sei A C R3 eine Fliche mit Parametrisierung ¢ : K — R3. Sei A geschlossene Fliche, V der von A
eingeschlossene Bereich, 0V = A. Sei A so parametrisiert, durch ¢, dass NN, die Einheitsnormale, nach

auflen zeigt. Dann gilt
//FdS’ //F u,v)) N ||u X oul|d(u,v)

///dldexy, )

(xayaz) ($+€7yvz)

Abbildung 7.3: Ein infinitesimal kleiner Wiirfel mit Kantenldnge €

Proof. Beweise den Satz von Gaufl zunéchst fiir einen infinitesimal kleinen Wiirfel W mit Kantenlidnge €
(vgl. Abbildung 7.3). Zeige, dass

lim — / F.dS =divF

e—0 63

Betrachte dazu beispielhaft den Anteil der Oberfliche des Wiirfels, der senkrecht zur z-Achse steht. Das
Skalarprodukt mit der Flichennormalen liefert dann die dritte Komponente des Vektorfelds F = (F'!, F2, F3)
wobei der Deckel ein positives, der Boden ein negatives Vorzeichen liefert:

+e€
Y T+e 3

| [ Papeso- Py =2 + o)

y T

Fiir die beiden Fliachen senkrecht zur y- sowie zur x-Achse ergibt sich analog 638(9—1;2 und 6388—? und damit

insgesamt
OF' OF? OF3
. = 3 4
/ F-dS =¢ (83: + 2y + az>—|—(’)(e)

Denkt man sich nun einen grofleren Wiirfel mit Kantenldnge 1, so kann man sich diesen aus vielen kleinen
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7 Oberfldchenintegrale

Wiirfeln der Kantenlidnge e zusammengesetzt vorstellen. Es ergibt sich damit

1/€3
/ F-dS—g%Z//F ds
Wi

1/€8
=lim Y € div F(x;) 4+ O(e*)

6*)0

///dldea:y, 2)

Fiir Normalbereiche lisst sich der Satz von Gaufl auch anders beweisen, sei dazu V' Normalbereich, das
heif3t:

{(x,y,z) | (m,y) € Dy P1 <z< 902}
{(a;,y,z) | (yVZ) € Dy 1/}1 <z S%}
={(z,y,2) | (x,2) € D31 <y <Ty}

Das Vektorfeld F' sei wie iiblich F = (P, @, R). Man kann unter Verwendung, dass V' Normalbereich ist

schreiben
/] / Rt - // (@9 02(2,)) ~ Bz, (o, 0) (@,

D p1(z,y)
_ //(o,o,R)-ds
A

Analog schreibt man fiir die anderen beiden Komponenten

][ @z = [[0.0.0)-as
Vv A

// P d(z,y,2) = //(P,0,0) -dS
1% A

und damit insgesamt

///dide(x,y, ///P +Qy + R.)d(x,y, 2 / F.dSs
\%

7.0.56 Beispiel.

Nehmen wir die Kraft, die von einer Punktladung herkommt, F'(z) = q%. Dann gilt, dass der Fluss durch
jede Flache, die den Ursprung umschliesst, den gleichen Wert ergibt. Das sieht man mittels Satz von Gauss
und der Tatsache, dass die Divergenz von F' verschwindet ausserhalb vom Ursprung, da
z 1 T-x
Vie—m=3—7-3—7==0.

R AN R
Und der Fluss durch die Einheitssphére ist einfach abzulesen und gleich ¢ mal der Fliache der Sphére, also
q4m.
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Luft

Wasser

I,

I,

Abbildung 7.4: Der Druck bewirkt eine Auftriebskraft, da er mit der Tiefe zunimmt

Anwendungen des Satzes von Gaul3

Archimedisches Prinzip

Das Archimedische Prinzip besagt, dass ein Korper im Wasser eine Auftriebskraft erfihrt, die bestimmt
wird durch die Gewichtskraft des vom Korper verdringten Wassers.

Proof. Um das mit Hilfe des Satzes von Gauf} zu zeigen gehe folgendermaflen vor: Aus der Physik weifl man,
dass der Druck mit der Tiefe des Wassers zunimmt:

p=—pgz z = 0: Wasseroberfléche.

Mit dem Satz von Gaufl kann man zeigen, dass fiir eine skalare Funktion f gilt

{}éde:B/Vde,

denn schreibt man den Normalenvektor IN auf die folgende Weise
3
N = ZNiei, Nz = <N, ei>
i=1

mit der Standardbasis ey, e, es, so kann man fiir das Oberflichenintegral schreiben

3
/de => e /<N,fei>d5
OB =l 5B
3
= Zei/div(fei)dv
i=1 B
= /gradde

B
:!vmv
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7 Oberfldchenintegrale

Ereignis (x,,t,)

Riickwartslichtkegel A

T

Abbildung 7.5: Der Teil auflerhalb des Riickwirtslichtkegels kann das Ereignis (@, t9) nicht beeinflussen, da
Energie und somit Information nicht schneller als Licht {ibertragen werden kann.

Wendet man dies an auf f = —p so erhilt man fiir die Auftriebskraft

FA:—/pdS

OB
= — / VpdV
B

= pgeg/dV

B
= pges vol(B).

Kausalitdtsprinzip fiir Losungen der Wellengleichung
Die allgemeine Wellengleichung lautet
82
wu = A u
mit u(x,t) 2-mal stetig differenzierbar. In einer Dimension haben allgemeine Lésungen die Form

u(z,t) = f(x —ct) + gz + ct) f.g € C*(R,R).

Was wir zeigen mochten ist, dass nur der Teil einer Welle u(x,t), der im Lichtkegel liegt, das Ereignis
(xo,to) beeinflussen kann (vgl. Abbildung 7.5). Die mathematische Formulierung dafiir lautet: Sind wuq, us
Losungen der Wellengleichung und ist fiir ein ¢ < ¢

ui (@, t) = ug(, t

)
1),1(58, t) = 212(:13, t)

mit dem Boden des Riickwértslichtkegels

}VacEKt

Ky ={z eR®| |z — mo| < c(to—1)},

dann gilt
u1(x0, to) = ua(xo, to).
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Proof. Die Idee ist, zu zeigen, dass aus dem Riickwirtslichtkegel nur Energie entweichen kann (siehe auch
Abbildung 7.5) d.h., dass innerhalb des Kegels die Energie mit der Zeit héchstens konstant bleiben kann
und somit die Energiedichte bei der Spitze (¢ = ) verschwinden muss, wenn sie schon am Boden (¢ < tg)
verschwindet.

Schritt 1 (Kontinuititsgleichung) Sei die Energiedichte definiert durch

er(u) := W+ c2||Vgcu||2

0 0 0
qu = (8331“7 a—mu, 8£3U> .

u(x) := u(x, t).

mit dem raumlichen Gradienten

Es sei

Der Tréger einer skalaren Funktion f ist

supp(f) = {w € R?| f(x) # 0}.
Existiert zu einer Dichtefunktion p und einer Stromdichte j eine Kontinuitdtsgleichung
p+divy =0,

so resultiert die Anderung der in einem Volumen D C R? enthaltene GriBe Qp = i) p pdV aus dem Strom,

der die Oberfliche durchflief3t: q
QD:/ pdV:—/ j-ds.
dt D oD

Dies ist eine direkte Konsequenz des Satzes von GauB und man spricht von der (globalen) Erhaltung der
GroBe Q. Solange die Stromdichte j auf ein kompaktes Gebiet D C R3 beschrénkt bleibt, d.h. supp(j) C D,
ist die Grofle @ nicht nur global, sondern auch lokal innerhalb des Volumens D erhalten:

d
C0,=—] j-as=o.
at9p /8DJ

Dabei wurde verwendet, dass j da stetig, auf dem Rand von D identisch 0 sein muss (wenn j es auBerhalb
von D auch ist).

In unserem Fall findet man die Kontinuitéitsgleichung
fiir die Energiedichte ¢; und die Energiestromdichte jp = —2¢21uV  u, denn

2¢% div, (4V u) = 2¢2((V4tt, Vu) + 1A u)
= 2c3(V 1, V pu) + 24

Dabei wurde die Wellengleichung verwendet, sowie

||Vmu||2 = (Vyu, V,u).

Das obige Argument ldsst sich hier also anwenden und es folgt die Erhaltung der Energie Fi[u] = [ (u)dV.
Schritt 2 (Energieerhaltung) Sei 2 C R? x R offen mit Rand 9. Dann ist

/( 2¢ (uVIu> dS — /d1V< 2¢ quu> v =0,
oN
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7 Oberfldchenintegrale

t
( m(]? t(])
N(z,1)
yA N\
// \\
/// K \\\
// \\
// \\
0K
T

Abbildung 7.6: Der Normalenvektor steht senkrecht auf dem Rand des Riickwirtslichtkegels

denn es ist nach Schritt 1

—9¢027,
div < 2cuV u

= &(u) — 262 divy (4 V4u) = 0.
(1) )—et() 2¢°div, (aVzu) =0

Schritt 3 (Anwendung auf Kegel Teil 1) Sei (xg,%y) € R? x R Dann gilt fiir die Einheitsnormale
Ny
V- (%)

K :={(x,t) e R* xR | [lzg — 2| < c|t —to|}

des Riickwértslichtkegels

folgende Gleichung
Ng = ¢|IN4|*.

Argumentation: Der Rand von K ist gegeben durch ||@g — x| = ¢|t — tp| und somit Teil der Niveaumenge
h(z,t) = ||xo—z||* — 2|t —to|* = 0, vgl. Abbildung 7.6. Also ist die Einheitsnormale parallel zum Gradienten
dieser Niveaumenge:

. Lo — &L
N||Vh oder N =\ <62]t—t0\> .

Also kann man schreiben

GNP = XP||ao — x|
= N2t — to)?

= Ng.

Schritt 4 (Anwendung auf Kegel Teil 2) Sei ¢ < ¢ty und der Riickwirtslichtkegel wie vorhin

Ki:={z e R?| |z — x| < c|t —to|}.
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Fir t1 < to < t gilt dann
/ e(u)dV — / e(u)dV < 0.
KtQX{tQ} Ktl X{tl}

Denn: Wendet man Schritt 2 an auf

Q:{(m,t)GK‘tlgtStg}
Q

Abbildung 8

erhilt man

9027
O:/( 2¢ uvzu) .ds
er(u)
oN

_ er(w)dV — a(w)dV + [ ( 25“1790“ ,N)dS
A t(u)

KtQX{tQ} Kth{t1}

mit der Mantelfliche M von €2 sowie der Tatsache, dass auf dem Deckel von 2 die Einheitsnormale gegeben

1
dass das hintere Integral grofler oder gleich Null ist:

ist durch N = 0) beziehungsweise auf dem Boden von §2 durch N = <_01> Man muss nun noch zeigen,

—2¢20V u ~ [ —pav,u, e(u
S )wms-ﬂ{ (26209, N1) + Noga(u)dV

> /NO (=2cu||Vul| + 02 + || Vul?) dS
M

_ /NO (e Vo]l — i2)*dS
M

> 0.
Denn es gilt nach Schritt 3:
— 22UV gu, N1) > —||Vul| || N1]|2¢%0 = — ||V pu|| No2ct.
Schritt 5 (Energieabnahme im Riickwirtslichtkegel) Falls fiir ein ¢ < ¢ gilt, dass

u(zx,t) =0

(1) = 0 } Vo € Ky,

so gilt u(xo,tp) = 0. Denn nach Schritt 4 ist

0= / er(u)dV > / e(u)dV >0

KtX{t} Ktl X{tl}

da die Energiedichte €;(u) positiv ist. Es folgt

N / e(u)dV = 0.

Ktl X {tl}
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7 Oberfldchenintegrale
Damit ist e;(u) = 0 auf Ky, x {t;} und auch ¢(u) = 0 auf K (Inneres von K).
=u=0auf K.

Da w stetig ist

= u = 0 auf K insbesondere auch fiir (xg, to).

Schritt 6 (Superposition) Wenn gilt, dass

uQ(mv t)

it auf K; x {t},
dann gilt

uy (o, to) = ua(xo, to)-

Argumentation: Eine Superposition u := w1 — ug der beiden Losungen ist wieder eine Losung der Wellen-
gleichung und erfiillt die Voraussetzungen von Schritt 5 und es gilt

u(xo, to) = u1(xo,to) — u2(xo,to) =0
= Ul(wg,to) = u2(m0,t0).

Transporttheorem (Fluiddynamik)

Die Stromlinien sind durch ®'(x) gegeben wobei ®' : R? — R? ein Diffeomorphismus ist. Das zugehorige
Geschwindigkeitsvektorfeld ist v(®'(x)) = %fbt(az). Das Transporttheorem ist

S [ rwow= [ Srwows [ i@ -ds.
) )

®t(B ®t(B) 0% (B

Die Funktion f kann dabei beispielsweise eine Massendichte oder Energiedichte oder einfach f =1 sein.

Proof. Lemma: Aus der Linearen Algebra weifs man, dass gilt

% det(A(t)) = tr(A(t) A7 (1)) det(A(t).

Auf den Beweis dafiir wird hier verzichtet. Man kann also schreiben

Ot| det(D®")| = sgn(det(D®)) tr(9,DP'(DP') ') det(D®")
= | det(D®")| tr(D®' D() 0 B)
= | det(D®")| tr(D(®' 0 ®71) 0 B)

= | det(D®")| div(®' 0 ") o B
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Schreibe also

dt / f(=,t)d :(i/f<<1>t(w),t)!det(0<1>t)|dv
B

— [ |G )0+ (Var 08 4 (@ @) aiv (@050 8] e (DB av
B

D00+ (Va8 o) 4 Sy 0) div(@ 0 # )| av
®'(B)
— [gJ;(y, t) + div(f(y, t)<i>t o @_t)] dv
®'(B)
— g{( H)dV + / fly, )@ o ®t.dS
®!(B) 88t (B)
of
- [ Fwows [ fwouw)-ds.
®!(B) 0®t(B)

O

Zur Anwendung: Man beobachtet bei verschiedenen Korpern den selben Zusammenhang zwischen Volumen
und Oberfldche

Volumen Oberflache
Kugel %777“3 LN Agr?
Torus on22R 2 47’ R
Kreisflache 2 LN 27r

Die Frage ist: wann funktioniert das? Die Antwort liefert das Transporttheorem mit f = 1, es funktioniert
wenn ein Referenzkorper B C R™ und wie oben ein Diffeomorphismus ®" existiert, so dass der zu unter-
suchende Kérper gerade ®"(B) ist und das zugehorige Skalarprodukt (v(y), N(y)) = 1 auf 0®"(B). Denn

dann ist
/ f(y,t) / dS = area(90®"(B)).
%" (B %" (B)

Zum Beispiel ist dies gegeben fiir eine Kugel mit Radius 1 um den Ursprung: B = Bj(0). Der Fluss ist
®"(x) = re = y und damit das Vektorfeld v(y) = x. Es zeigt immer in die selbe Richtung wie der
Normalenvektor auf der Kugeloberfliche, also ist das Skalarprodukt (v(y), N(y)) =1 und damit

/fy, —vol(‘I’T( ) = / - dS = / 48 = area(9®"(B)).

%" (B) %" (B)
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