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Aufgabe 36: Die Sphire als symplektische Mannigfaltigkeit

Machen Sie sich klar, dass S? = {z € R?®||z| = 1} mit der vom R? induzierten Volumenform w
eine symplektische Mannigfaltigkeit ist. Sei B € R? und die Hamiltonfunktion H : S? — R durch
H(n)=B-n

gegeben, wobei - das euklidische Skalarprodukt im R3 bezeichne. Berechnen Sie das zugehorige
Hamiltonsche Vektorfeld in geeigneten Koordinaten. Zeigen Sie dann, dass die sich ergebenden
Hamiltonschen Gleichungen &dquivalent sind zu

n=D8BXxn.

Wie sehen die Losungen aus? Tipp: Wihlen Sie die Kugelkoordinaten so, dass H = |B|cos@!

Aufgabe 37: Die Liouvillegleichung
Sei ®F der von Xy erzeugte Hamiltonsche Fluss auf der symplektischen Mannigfaltigkeit (M, w)

und g, H € C°°(M). Zeigen Sie, dass g(t) := g o ® die Gleichung
d
—g(t) = t),H
S o) = (9(0). 1)

16st. Zeigen Sie weiterhin, dass ¢(t) = ¢(0) falls {g, H} = 0.

Aufgabe 38: Exaktheit symplektischer Formen

Sei (M,w) eine unberandete, kompakte, symplektische Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie, dass M nicht
exakt symplektisch ist.

Tipp: Betrachten Sie zundchst den Fall dimM = 2 und verwenden Sie den Satz von Stokes.
Verallgemeinern Sie dann die Beweisidee auf dimM = 2n. Zeigen Sie dazu, dass aus der Exaktheit
von w die Exaktheit von 2 folgt.

Aufgabe 39: Lie-Klammer und Vertauschbarkeit von Fliissen

Seien X,Y € T3 (M) vollstéindige Vektorfelder mit [X,Y] = 0. Zeigen Sie, dass dann auch die
zugehorigen Fliisse vertauschen, also, dass

dF 0 ®) = oY 0 ®F fir alle t,s € R.
Gehen Sie dazu folgendermaflen vor:
(a) Zeigen Sie, dass ®Y*X = X fiir alle s € R und analog, dass ®X*Y =Y fiir alle t € R.
(b) Zeigen Sie, dass fiir jedes g € Cg°(M) gilt
godX, 0dY 0} 0d =4

indem Sie beide Seiten nach t und s differenzieren und verwenden, dass die Gleichung fiir
t=s=0 gilt.

(c) Folgern Sie aus (b) die Behauptung.
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