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Aufgabe 15: Linearisierung von Vektorfeldern an Fixpunkten
Sei X € T,H(M) ein glattes Vektorfeld und zy € M eine Nullstelle von X, d.h. X (zy) = (0,0). In
einer Karte ¢ mit ¢(xg) = 0 sei

X,(q) = DX,(0) ¢+ O(||q]*)

die Taylorentwicklung von X, := I o ¢, X bei 0. Hier bezeichnet D f wie iiblich das Differential
einer Abbildung f : R" — R", also die Matrix Df(q);; = 9, fi(q). Sei ¢ eine weitere Karte mit
YP(xp) = 0 und ® = ¢ o p~! der Kartenwechsel.

Zeigen Sie, dass
DX, (0) = D®(0) DX, (0) D®(0)~"

gilt und folgern Sie, dass die Eigenwerte der Linearisierung DX,(0) unabhéngig von der Wahl der
Karte sind.

Aufgabe 16: Die kanonische Volumenform

-----

dass die kanonische Volumenform ¢ := y/|det g;;] ! Ae* A...Ae™ bis auf das Vorzeichen unabhingig
von der Wahl der Basis ist.

Aufgabe 17: Isometrien des Minkowskiraums 1
Sei TO1 =R*und n € T20 die Minkowski-Metrik darauf, d.h. n;; = 0;0;; und 0y =1, 0,4 = —1.
(a) Sei A € T}. Machen Sie sich klar, dass A eine lineare Abbildung A : T} — T definiert.
Zeigen Sie, dass A genau dann eine Isometrie ist, also n(Av, Av) = n(v,v) fiir alle v € T},
wenn ' ‘
NNy =mee  also ATnA = .
Machen Sie sich klar, dass in dieser Notation die darstellende Matrix A;; = A;'. (also Zeilen-

index oben und Spaltenindex unten) geschrieben wird.

(b) Zeigen Sie, dass sowohl eine orthogonale Transformation in der zweiten bis vierten Koordi-

nate, d.h.
10
o)

fiir ein r € O(3), als auch der s-Boost in x-Richtung, d.h.
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[sometrien des Minkowskiraums sind. Folgern Sie, dass die speziellen Lorentztransformatio-
nen gegeben durch
AN = Ry B R,

ebenfalls Isometrien sind.



Aufgabe 18: Isometrien des Minkowskiraums 2 *

Sei wieder Ty = R* und 7 die Minkowski-Metrik darauf und A € T} ein isometrischer Isomorphis-
mus. Es sei A zusétzlich zukunftserhaltend, d.h.

n(er, Aey) > 0,

wobei e; = (1,0,0,0) ist. Zeigen Sie, dass sich A als spezielle Lorentztransformation schreiben
lasst, also als

AN = R B} R,
mit R; und B; wie in Aufgabe 17.
Tipp: Betrachten Sie Ae; und finden Sie Ry sowie By® so, dass B;*Ry*Ae; = e.

Abgabe: Mittwoch, 29.05.2013, bis 17.00 Uhr im Postfach von Herrn Teufel.



