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Aufgabe 47: Polarisierung (3 Punkte)

(a) Sei (V,(:,-)) ein komplexer Skalarproduktraum. Zeigen Sie, dass fiir jeden Endomorphismus
T € L(V) die Polarisierungsgleichung gilt:
(u,Tvy = 1((u+v,T(u+v)) — (u—v,T(u—"))
—i(u+iv, T(u+iv)) + i{u — iv, T(u — iv))),  fiir alle w,v € V.

(b) Folgern Sie, dass T' € L(V') genau dann selbstadjungiert ist, wenn (u, Tu) € R fiir allew € V.

Aufgabe 48: Matrizen (3 Punkte)
(a) Geben Sie eine Matrix an, die in SL(3, C) liegt, aber nicht in SU(3).
(b) Geben Sie eine Matrix an, die in O(2) liegt, aber nicht in SO(2).
(c) Geben Sie eine Matrix an, die in U(3) liegt, aber weder in O(3) noch in SU(3).

Begriinden Sie jeweils Thre Antwort.

Aufgabe 49: Drehbewegungen (3 Punkte)

Betrachten Sie einen starren Korper, bei dem ein Punkt im Ursprung des Koordinatensystems
festgehalten wird. Die Bahn eines Punkts in dem Korper mit Ortsvektor zg zur Zeit ¢ = 0 wird
durch z(t) = D(t)xo mit D(t) € SO(3) beschrieben. Wir definieren nun die Zeitableitung D(t) der

Matrix D(t) komponentenweise. Dann folgt @ (t) = A(¢)z(t) mit A(t) = D(¢t)D~*(¢).
(a) Zeigen Sie, dass A(t) schiefsymmetrisch ist, d.h. AT(t) = —A(¢).

(b) Sei S der Vektorraum der schiefsymmetrischen 3 x 3-Matrizen. Zeigen Sie, dass es einen
Isomorphismus L : R® — S gibt, so dass L(u)v = u X v, fiir alle v € R3.

(c) Folgern Sie daraus, dass es ein w(t) € R? gibt, so dass z(t) = w(t) x z(t).

Aufgabe 50: Lorentztransformationen und die Minkowskimetrik (3 Punkte)
In Aufgabe 24 wurde die Gruppe SO(1,1) der Lorentztransformationen definiert: fiir £ € R ist
Ag : R? — R? gegeben durch

[ cosh(§) sinh(¢)
A5 - (sinh(&) COSh(f)) ’

Wir fiihren nun auf dem R?, dessen Elemente wir mit v = (!) bezeichnen, die symmetrische
Bilinearform
(ur, ug)) == taty — w175

ein.

(a) Zeigen oder widerlegen Sie: die sogenannte Minkowskimetrik ((-,-)) definiert ein Skalarpro-
dukt auf R?.



(b) Zeigen Sie, dass die Minkowskimetrik, invariant unter Lorentztransformationen ist, d.h., dass

(Agur, Aguz)) = ((ur, uz))
fiir alle A¢ € SO(1,1) und uy, us € R?.

(¢) Wie hédngt der Parameter £ (die Rapiditdt) mit der Geschwindigkeit v eines Lorentz-Boosts
zusammen?

Aufgabe 51: Isometrieen des euklidischen Raumes (4 Zusatzpunkte)
Sei (V, (-, -)) ein reeller Skalarproduktraum und F : V' — V eine (nicht notwendigerweise lineare)
langentreue Abbildung, d.h.
|F(u) — F()|| = |lu—o, firalle u,v € V.
Zeigen Sie, dass es eine lineare Isometrie 7" von V' gibt mit

F(u)=F(0) +Tu, firalle ueV.

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass f : V — V, u — f(u) = F(u) — F(0) isometrisch und linear
ist. Verwenden Sie die Parallelogrammgleichung und die Polarisationsidentitit um nacheinander
folgende Schritte zu zeigen: [|f(uw)[| = ||lull, [[f(u) — f() = llu —vll, f(=v) = =f(v), [If(w) +
S = llutol, (f(u), f(v)) = (u,v), flut+v) = flu)+ fv), flou) = af(u).

Abgabe: Bis spéitestens 10.00 Uhr am Montag den 30.06.2014 im Briefkasten von Herrn Teufel
(Gebéude C, Raum links vom Eingang in Ebene 3) oder vor Beginn der Vorlesung bis 10.15 Uhr
im Horsaal N2.



