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Aufgabe 15: Isomorphismen (2 Punkte)

Seien V, W Vektorrdume und (vy, ..., v,) eine Basis von V. Zeigen Sie, dass die lineare Abbildung
L :V — W genau dann ein Isomorphismus ist, wenn (Luwy, ..., Lv,) eine Basis von W ist.

Aufgabe 16: Die Lie-Algebra der n x n-Matrizen (3 Punkte)

Wir betrachten den Vektorraum M (n,K) der n x n-Matrizen. Zeigen Sie, dass dieser durch die

Verkniipfung [-,-] : M(n,K) x M(n,K) — M(n,K), (A,B) — [A,B] := AB — BA zu einer
Lie-Algebra wird, d.h. fiir alle A, B,C' € M(n,K), a, 5 € K gilt:
(i) [-,-]ist bilinear, d.h. [« A4+ 5B, C] = a[A, C]|+5[B,C| und [A, a B+ C| = a[A, B|+[A, C],
(i) [4,4] =0,

(iii) und es gilt die Jakobi-Identitdt [[A4, B, C] + [[B, C], A] + [[C, A], B] = 0.

Aufgabe 17: Basiswechsel (4 Punkte)

(a) Seien a,b € R? linear unabhingig. Wir betrachten die lineare Abbildung P, : R? — R? die
v = aa + (b auf
P,yv = aa

abbildet. Was ist die geometrische Bedeutung dieser Abbildung? Bestimmen Sie die Matrix
zu P, beziiglich der Basis A = (a, b) und beziiglich der kanonischen Basis IC = (e1, e2).

(b) Es seien die Basen A = ((1+1,1—1),(142i,—1)) und B = ((2+ 21,2 —2i), (1 +1,—2)) des
Vektrorraums C? gegeben. Dabei sind (1+1i,1 — i) etc. die Darstellungen der Basisvektoren
beziiglich der kanonischen Basis. Berechnen Sie die zugehorige Transformationsmatrix.

Aufgabe 18: Der Rang bei Kompositionen (4 Punkte)
Sei A€ M(l xm,K) und B € M(m x n,K). Zeigen Sie, dass dann

rang(A) + rang(B) — m < rang(AB) < min{rang(A),rang(B)}
gilt. Unter welcher Bedingung gilt jeweils Gleichheit?

Hinweis: Betrachten Sie die Matrizen als lineare Abbildungen und verwenden Sie die Dimensions-
formel fiir A := Algjas)-

Aufgabe 19: Zeilenstufenform (3 Punkte) 30 0 1 1 2
Bestimmen Sie den Rang der folgenden 00 4 -2 -1 3
Matrix, indem Sie sie auf Zeilenstufen- 6 1 -1 2 2 4
form bringen. 01 -1 0 0 0
00 4 -2 3 0
31 -1 1 -3 3

Abgabe: Bis spiatestens 10.00 Uhr am Montag den 12.05.2014 im Briefkasten von Herrn Teufel
(Gebéude C, Raum links vom Eingang in Ebene 3) oder vor Beginn der Vorlesung bis 10.15 Uhr
im Horsaal N2.



