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Aufgabe 26: Determinanten (4 Punkte)

Berechnen Sie die Determinanten der folgenden Matrizen. Welche sind folglich invertierbar?
(a) Ag¢ aus Aufgabe 24,

(b) eines beliebigen Elements aus SO(2),

(c) von 10 -3 0 9
37 10 3 17

A=l 40 11 0 1

60 8 0 -3

51 6 —1 8

Aufgabe 27: Permutationen (3 Punkte)

Eine bijektive Abbildung 7 : {1,...,n} — {1,...,n} nennt man eine Permutation, die Menge S,
aller solcher Abbildungen heiffit symmetrische Gruppe oder Permutationsgruppe.

(a) Zeigen Sie, dass S,, mit der Komposition als Verkniipfung eine Gruppe bildet und bestimmen
Sie die Méchtigkeit von S,,.

(b) Weiter definieren wir fiir jedes 7 € S, einen Endomorphismus L, : R” — R™ durch
L7T<£L'1, e ,a:n) = (l'ﬂ(l), e ,:L‘W(n)).
Welche Werte kann sgn(w) := det(L,) annehmen? Welchen Wert hat sgn(o;;), wobei
k falls k ¢ {i,5}
Uij(k) = j falls k =1
1 falls k =y

die Vertauschung von ¢ und j ist.

(c) Seien 7y, m € S,,. Zeigen Sie, dass sgn(my o m1) = sgn(ms) sgn(my).

Aufgabe 28: Leibnizsche Formel (2 Punkte)
Beweisen Sie die Leibnizsche Formel fiir die Determinante einer Matrix A € M (n,K), A = (a;5),
det(A) = Z Sgn(ﬁ)alw(l) <o App(n)-
TESy

Hinweis: Zeigen Sie, dass die rechte Seite eine Determinantenform definiert.



Aufgabe 29: Determinanten und Zeilenstufenform (4 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass die Determinante einer oberen oder unteren Dreiecksmatrix durch das Pro-
dukt der Diagonaleintrage gegeben ist, d.h.

air ... Qip a1l 0
= = a114922 ... Qpp-

0 Ann api .. Gpp

(b) Wie verandert sich der Wert einer Determinante bei elementaren Zeilen- und Spaltenumfor-
mungen?
Berechnen Sie die folgende Determinante, indem Sie sie durch Zeilen- und Spaltenumfor-
mungen auf Dreiecksgestalt bringen:

2 1 0 =2
1 3 3 -1
3 2 4 =3
2 =2 2 3

Aufgabe 30: Orientierung von Basen* (3 Zusatzpunkte)

Erinnerung: Sei X eine beliebige Menge und x,y,z € X. Auf X sei eine Relation ~ erkldrt, d.h.
wir haben eine Teilmenge B C X X X und schreiben x ~ y, falls gilt (x,y) € R. Eine solche
Relation heifst Aquivalenzrelation, falls gilt

o v ~ux, (Reflexivitit),
e r~y=y~ux, (Symmetrie),

e x~yundy~z=x~2z (Transitivitit).

Dann existieren paarweise disjunkte Teilmengen U;, i € I, so dass
r~y & del:xyel.

Es gilt \J,c; Us = X. Die Teilmengen U; werden Aquivalenzklassen genannt.

Betrachten Sie nun einen beliebigen Vektorraum V' und die Menge B(V') aller Basen von V. Zwei
Elemente A, B € B(V) mit A = (vy,...,v,) und B = (wy, ..., w,) heiflen gleichorientiert, A ~ B,
wenn der durch Lv; = w; festgelegte Endomorphismus L : V' — V positive Determinante hat.
Zeigen Sie, dass dies eine Aquivalenzrelation auf B(V) festlegt. Wieviele Aquivalenzklassen gibt
es?

Abgabe: Bis spiatestens 10.00 Uhr am Montag den 26.05.2014 im Briefkasten von Herrn Teufel
(Gebéude C, Raum links vom Eingang in Ebene 3) oder vor Beginn der Vorlesung bis 10.15 Uhr
im Horsaal N2.



