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Aufgabe 31: Eigenwerte und Eigenvektoren bestimmen (6 Punkte)

(a) Bestimmen Sie Eigenwerte und Eigenvektoren der folgenden Matrix
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(b) Fiir welche a,b € R ist die Matrix

diagonalisierbar? Fiihren Sie die Diagonalisierung fiir die erlaubten Parameter durch.

Aufgabe 32: Die Spur (3 Punkte)

Die Spur einer n x n-Matrix A ist definiert durch

n
SPUI'A = Z Akl -
k=1

Zeigen Sie, dass fiir A, B € M(n,K) gilt Spur(AB) = Spur(BA). Folgern Sie daraus, dass dhnliche
Matrizen und somit alle Matrixdarstellungen eines Endomorphismus L : V' — V dieselbe Spur
haben, die wir dann ebenfalls mit SpurL bezeichnen.

Aufgabe 33: Spur und Determinante als Funktion der Eigenwerte (1 Punkt)

Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum und A € £(V') diagonalisierbar mit Eigenwerten Ay, ..., A,
und geometrischen Vielfachheiten ny, ..., n,. Driicken Sie Spur(A4) und det(A) durch die Eigen-
werte von A aus.

Aufgabe 34: Verschiedenes zu Eigenwerten (8 Punkte)

Sei A € M(n,C) und A ein Eigenwert mit zugehorigem Eigenraum E, C C™ der Dimension k.
Zeigen Sie:

)
b) Sei A regulir, dann ist A™! Eigenwert zu A~'. Geben Sie den zugehérigen Eigenraum an.
) A ist Eigenwert von A. Geben Sie auch hier den zugehérigen Eigenraum an.

) S

ei A nilpotent, d.h. es gibt ein n € N, so dass A™ = 0. Zeigen Sie, dass daraus folgt A = 0.



Aufgabe 35: Kommutator und gemeinsame Diagonalisierbarkeit (4 Punkte)

Seien A, B € M(n,K) diagonalisierbar. Zeigen Sie, dass
AB = BA < A, B sind simultan diagonalisierbar.

Dies bedeutet, es gibt ein S € GL(n,K), so dass SAS™! und SBS~! Diagonalmatrizen sind.

Aufgabe 36: Gerschgorin-Kreise und Diagonaldominanz* (4 Zusatzpunkte)

Sei A € M(n,C) eine quadratische Matrix mit Eintrégen a;;. Zu jeder Zeile j = 1,...,n definiert
man den zugehorigen Gerschgorin-Kreis

Sj={z € Cllz —aj| <rj}
mit .
Mittelpunkt a;; und Radius r; = Z |ajil .
2
Zeigen Sie, dass die Menge U7_,S; alle Eigenwerte von A enthélt. Folgern Sie daraus, dass strikt
diagonaldominante Matrizen invertierbar sind. Eine Matrix heifit strikt diagonaldominant, wenn

fir alle Zeilen r; < |aj;| gilt. Gelten die entsprechenden Aussagen auch wenn man die Rolle von
Zeilen und Spalten vertauscht?

Tipp: Wenn Sie selbst keine Idee haben, wie man das beweisen kann, dann schauen Sie in die
Literatur oder das Internet. Allerdings sollten Sie dann die Argumente nicht nur abschreiben,
sondern auch verstehen!

Abgabe: Bis spitestens 10.00 Uhr am Montag den 02.06.2014 im Briefkasten von Herrn Teufel
(Gebéude C, Raum links vom Eingang in Ebene 3) oder vor Beginn der Vorlesung bis 10.15 Uhr
im Horsaal N2.



