Al | Typische Anwendung des Residuensatzes

Berechne den Wert des Integrals
© 1
| e
oo T8+ 1
Losung:

Wir setzen f(z) := 1/(2%+ 1) meromorph und verwenden fiir R > 1 folgenden  Weniger fehleranfillig rechnet man

: - _ 2n
Integrationsweg (Polstellen wy, ..., wg): alee;eg‘Olf;Z{e(j)S;;{g (:g eb:nl)'

durch (k=1,...,2n)

Von I'r werden die Polstellen fir

k =1,...,n umschlossen.
> Re
i. Wir schéitzen den Beitrag des Kreisbogens ab: Dieses Vorgehen ist dquivalent zur
Standardabschétzung
T iRelt g R
z)dz| = %dtﬁ/ ——dt / z)dz| < L(Tr) - sup |f(2)],
/FR f(2) L moest 1Y) < ) TRoest 1] [ S| < £Cw): s 17(:)
< /7r R dt wobei L(I'r) = R die Lange des
—Jo R6—1 Wegs I'r bezeichnet; nebenstehend
R wird das Supremum direkt
= w angegeben.
Der Beitrag verschwindet also im Limes R — co.
ii. Berechne die Residuen an den Polstellen (k= 1,...,6): Hier erhélt man im allgemeinen
Fall entsprechend
. (z—wg) ) 1 1 W w, wy,
res =lim ~——X=1lm —w=—=— = —— resw, (f) = ——.
w )=l Ty T A e 6wy 6w 6 ' 2n
iii. Im Limes R — oo folgt also mit dem Residuensatz: Im allgemeinen Fall ergibt sich hier
eine geometrische Summe.
3 . Summation liefert dann leicht
o0 1 . im
26+1dz:2mzreswk(f):—E(w1+w2+w3) & -
—00 k=1 27rlzreswk (f) = —
. . . = nsin (37)
ir (/3 n 1 4 \/3 n 1
= —— _— —_ 1]— — —_—
3 2 2 2 2



A2 | Komplexe Wegintegrale

a) Es sei g(2) :== [ t2ﬁ’tj1 dt. Berechne ¢'(1 + 1).

b) Berechne [, _g ﬁ dz.

c) Berechne [, _; zdx.

Losung:

a) Fir |z| < 2 gilt nach der Cauchy’schen Integralformel

2 —2t+1
g(z)z/ 7+dt:27ri(z2—22+1).
=2 t—2z

Also ist ¢/(z) = 4mi (2 — 1), sodass ¢'(1 + i) = —4m.

b) Die Pole des Integranden liegen bei k7 fiir k& € Z und sind alle von erster
Ordnung. Wir berechnen die Residuen:

— 1 1
resgr(1/sin) = lim w = lim =
z—kr  sin(z) z—km cos(z)  cos(km)

= (-D*.

Innerhalb des Kreises |z| = 8 liegen die Polstellen 0, &7 und +27. Nach
dem Residuensatz gilt also

2

1
———dz = 271 resy-(1/sin) =27i(1—14+1—-1+1) = 27i.
| 3 resun(1/ sin) = 2ri )

c) Es gilt

2m . . 2m
/ zdz = / et et dt =i dt = 2.
|z|=1 0 0



A3 | Integral mit Wurzelfunktion

Berechne den Wert des Integrals

/OOO VT dx.

1424

Losung:

Wir setzen den Integranden durch f(z) := /z/(1 + 2*) fort, wobei 1/~ so
definiert sei, dass f entlang der negativen imagindren Achse nicht holomorph

ist. Wir wéahlen fiir 0 < € < 1 < R folgenden Integrationsweg:

y Im

i. Schétze den Beitrag eines Kreisbogens mit Radius r» > 0,7 # 1 ab:

Llog(re't) s . it ™ 3it
T g2 08 ire ry/7T €2
. f(z)dz /0 11 ol —/0 1+ rhodit
T oryr
< —dt
- /0 11— 74
oy
-

Der Beitrag verschwindet fiir » N\, 0 und auch fiir » — oo.
ii. Berechne die relevanten Residuen (k = 1,2):

(2 — wy) e2198() g ezarslwr) o arg(wr)

resy, (f) = lim = =

Z—wy, 1424 4wy —4

iii. Wegen /—z = iy/z fir x > 0 gilt
0 0 /_ 00
/ v dx:/ 7x4(—dx):i/ v dz.

oo 1+ 2% 1+ 24

iv. Nach dem Residuensatz gilt also im Limes € \,0 und R — oo

© x 1 /oo VT 2ri
dz = do = w w
/0 1+x4 x 141 _001+1‘4 € 1+i(1‘eS 1(f)+res z(f))

3 3i. 3m
2mre2 e2'1 +e2"4
Vet AT

3mi 3mi
T € 8 +e8
V2 2

Die Wahl der geschlitzten Ebene
entspricht einer Festlegung des
Polarwinkels ¢, einer komplexen
Zahl z # 0. Es ist dann

log(2) = log(|2]) + ip-.

Hier wére also ¢. € (=%, 3]

Wahlt man die Schliisselloch-
Methode und den Weg

so sind die Polarwinkel aus [0, 2)
zu verwenden.

Beachte, dass das Argument einer
komplexen Zahl in (—, 7] liegt;
daher gilt diese Darstellung nur fir
k =1,2,4, aber nicht fiir kK = 3!

Andere mogliche Darstellungen des
Ergebnisses wéren z.B.

s 3T T

E cos (;) = m

8

T L
2 V2



A4 | Regularisierung reeller Polstellen

Betrachte fiir a,b > 0 den Grenzwert
1 0o e—iaz
lim — —dz.
51{%27r/_oo 22 — b2 +ie i

a) Skizziere die Lage der Pole des Integranden in der komplexen Ebene.

b) Berechne den Grenzwert.

Losung:
a) Wir finden die Nullstellen des Nenners zu

i

. : 2_;
2= —ie & z=4,/|b2—ig| ezt ) —

Fiir € > 0 gilt 0 > $ arg(b? — i) > —Z. Demnach liegt 7, im vierten und
71— im zweiten Quadranten:

Im

e .

b) Wir wéhlen fiir R > |n4| den gezeigten Integrationsweg. Den Integranden
(ohne Vorfaktor) nennen wir f.

i. Schétze den Beitrag des Kreisbogens ab:
T efiaRe_it(_i)Refit
0o R2e 2t — b2 +ie

4l < T RefaRsin(t) dt
t -
= /0 |R2e-2t — (b2 — ie)|

f(z)dz| =
Tr

™ R
< —dt
- /0 R2 — |b? — ig
TR

T RZ |12 — g
Der Beitrag verschwindet also fiir R — oo.
ii. Berechne das Residuum an der Polstelle 1. :
(2 — ny)e oz o—ians

z—np)(z—n-)  my—n-

iii. Nach dem Residuensatz gilt im Limes R — oo (negativer Umlaufsinn!)

dz = —2mires,, (f) =

/OO o—laz —27ie 1o+ N 21 e~ lab
o0 22— b2 +ie Ny —n— N0  2ib

iv. Fiir den gesuchten Grenzwert erhalten wir damit

1 0o e—iaz e—iab
lim — —_—dz = .
200 27 /,oo 2t 20

Der entsprechende Kreisbogen
durch die obere Halbebene liefert
im Limes R — oo einen
nicht-verschwindenden Beitrag.



A5 | Beweisiibungen

a) Sei f: C — C holomorph bis auf eine Polstelle erster Ordnung in zy € R.

Ferner sei |f(z)| < 1 fiir alle 2 € C mit Im(z) > 0 und |z| grof genug.

1+[z[?
Zeige, dass

lim </x0_6f($) dx+/oo f(z) daz) = im resy, (f).

eNo —00 xo+e

b) Sei f : C — C holomorph und zy € C. Zeige: Hat |f| in 2y ein lokales
Minimum, so ist f(z9) = 0 oder f ist konstant.

Losung:
a) Betrachte folgenden Integrationsweg in der oberen Halbebene fiir R > |x|
grofl genug und 0 < e < |R — |xo][:

LIIH

—R To R
Der Beitrag des &ufleren Kreisbogens verschwindet im Limes R — oo, denn

TR
< R . < — 3
=7 ZS£ f(2)l < 1+ R? R—oco

f(z)dz
I'r

Da zg ein Pol erster Ordnung ist, existiert eine holomorphe Funktion H :
C — C, sodass in einer kompakten Umgebung U von xq stets

resg, (f )

f(z) =—— + H(z).
z i)

Fiir € klein genug ist I'; C U, sodass

0 it
lim (2)dz = lim M dt +lim [ H(z)dz
eNo0 Jr, eN\O0Jr xo+ gelt — X0 eNo0 Jr,

—_— ———
=0, da H in U beschrankt

= —im resg, (f).
Da der Integrationsweg keine Polstellen umschlieft, folgt die Behauptung.

b) Sei f : C — C holomorph. An zy € C liege ein lokales Minimum von
|f|. Angenommen, f(zp) # 0, dann ist 1/f in einer Umgebung U von zj
holomorph. Dann besitzt |1/f| = 1/|f] in zp ein lokales Maximum. Nach
dem Maximums-Prinzip ist also 1/f und damit auch f konstant auf U.
Da f auf einer Menge mit Haufungspunkt konstant ist, ist f auf ganz C
konstant.



A6 | Eigenschaften holomorpher Funktionen

Es sei D := {z € C: |z| < 1} die Einheitsscheibe und U C C mit D C U
offen. Sei ferner f : U — C holomorph und nicht konstant.

a) Es gelte |f(z)| =1 fir alle z € U mit |z| = 1.
i. Zeige, dass f eine Nullstelle in D besitzt.
ii. Zeige, dass D C f(U).
b) Zeige: Wenn |f(z)| > 1 fiir alle z € U mit |z| = 1 gilt und ein Punkt 29 € D
mit f(z9) < 1 existiert, so ist D C f(U).
Losung:

a) i Da f nicht konstant ist, kann |f| in D nicht maximal werden. Also
gilt |f(2)| < 1 fiir |z| < 1. Ware f(z) # 0 fiir alle z € D, so wire
1/f holomorph in D, |1/ f| wiirde sein Maximum aber in D annehmen.
Also gilt f(z) = 0 fiir mindestens ein z € D.
ii. Zeige D C f(U): Sei zp € D, also | —z| < 1. Da |f(z)| > | — zo| auf der
Kreislinie 0D, besitzt f(z) — 29 nach dem Satz von Rouché mindestens
eine Nullstelle in D. Also ist zp € f(U).

Zeige OD C f(U): Sei zp € D. Dann existiert eine Folge (y,) in D mit
Yn — 20. Nach dem Gesagten findet sich zu jedem y,, ein z,, € D mit
f(zn) = yn. Da D kompakt ist, besitzt die Folge (z,,) eine konvergente
Teilfolge (xy, ) mit Grenzwert zo € D. Mit der Stetigkeit von f folgt

faw) = (i ) = o) = i oy = 0

Also ist auch in diesem Fall zg € f(U).

b) Die Existenz eines zgp € D mit f(z9) < 1 stellt sicher, dass die Argumenta-
tion aus ai. weiterhin greift. Wie in aii. folgt damit die Behauptung.



	Typische Anwendung des Residuensatzes
	

	Komplexe Wegintegrale
	

	Integral mit Wurzelfunktion
	

	Regularisierung reeller Polstellen
	

	Beweisübungen
	

	Eigenschaften holomorpher Funktionen
	


