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1 Komplexe Analysis (Funktionentheorie)

1.0.0 Einleitung

Wir betrachten Funktionen, die von der Menge der komplexen Zahlen in die Menge der komplexen Zahlen
abbilden, f : C — C. Eine komplexe Zahl z € C setzt sich aus Realteil x und Imaginérteil y zusammen,
2z = x+iy;x,y € R. Dabei bezeichnet i die imaginire Einheit, fiir die gilt 12 = —1. Das Komplexkonjugierte
einer komplexen Zahl ist die selbe Zahl mit Vorzeichenwechsel im Imaginérteil: Z = x — iy. Der Betrag
einer komplexen Zahl sei definiert durch |z| = v/zz. Eine geometrische Interpretation komplexer Zahlen
ist die Gaufische Zahlenebene, man tragt den Realteil in z-Richtung, den Imaginérteil in y-Richtung auf.
Optisch sieht sie dem zweidimensionalen Raum reeller Zahlen R? #hnlich (vgl. Abbildung 1.1), wir werden
im Folgenden untersuchen worin die beiden sich unterscheiden.

Dazu definieren wir zuerst was es fiir eine komplexe Funktion bedeutet, holomorph zu sein.

T, Im

(z,y) T :

Abbildung 1.1: Die reelle (links) und komplexe (rechts) Ebene im Vergleich.

1.0.1 holomorphe Funktionen

1.0.1.1 Definition. holomorph
Es sei f: C — C eine Abbildung. f heifit HOLOMORPH in zg € C < limy,_g M = a existiert. Man
schreibt dann a = f/(zg). Eine alternative Definition lautet: f(zo + h) — f(z0) = ah + 1 (h) wobei fiir v gilt,

dass ngf)' — 0 (] - | ist die euklidische Norm).

Wir betrachten die Funktion f(z) = zZ =  — iy im Komplexen und analog dazu die zweidimensionale reelle
Funktion F(z,y) = (z,—y). F ist total differenzierbar,

1 O
pr-(} )

Sei h € R. Bilden wir nun den Differenzenquotienten und nidhern uns zuerst auf der rellen, dann auf der
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imagindren Ache der Null, so erhalten wir:

f(h)—f(0) _h—0
h h
f(ih) = F(0)  Th—0
ih ih
Die Funktion f(z) = Z ist also nicht holomorph. Dies l&sst schon vermuten, dass ,holomorph“ ein stérkerer
Begriff als die totale Differenzierbarkeit ist. Kigenschaften holomorpher Funktionen sind
(a) f holomorph = fv f(z)dz = f: f(y(t)) -4/ (¢t)dt = 0, wobei v : [a,b] — C eine Parametrisierung einer
Kurve im Komplexen ist.

I
I
|

—_

(b) f holomorph = f unendlich oft differenzierbar und sogar analytisch.
(c) f = g auf einer Umgebung = f = g iiberall.
(d) Es gilt der Residuensatz:

/ fdz = Z F(Singularitéten),
.

wobei die Singularitdten Polstellen in der komplexen Ebene sind. Dadurch lisst sich z.B. das Integral

ffooo T Jrlxg dzx leicht berechnen.

In der komplexen Ebene definiert man Mengen analog wie im Reellen:

Dy (z0) = {2 | |z — 20| <71}
Dy(20) = {z | |z — 20| <7}
Cr(20) = {2 | |z — 20| = 7}
D={z]|z <1} (Einheitskreisscheibe).

Auch Stetigkeit definiert man analog: f heifit stetig in zop < Ve > 039 Vz : |z —20] < d = |f(2) — f(20)| < €.
Bemerkung: = z — |f(2)| ist dann ebenfalls stetig.

1.0.1.2 Satz.

Eine stetige Funktion auf einer kompakten Menge ist beschréinkt und nimmt ihr Maximum an, €2 kompakt
< abgeschlossen und beschrankt.

Proof. Siehe Mathematik fiir Physiker I. O

Wir wenden uns wieder holomorphen Funktionen zu. Ein Beispiel fiir eine holomorphe Funktion ist die
Identitdt f(z) = z. Denn bildet man den Differenzenquotient nach Definition, erhélt man

f(z0+h) — f(20)
h

li =1=f'(2).
lim f(z)
1.0.1.3 Satz.
Seien f, g holomorph in 2 C C, dann gilt
(a) f+ g holomorph und (f +g) = f'+4'.
(b) fg holomorph und (fg) = f'g+ f¢'.
/ ! !
(c) 5 holomorph bis auf Nullstellen von g mit <§) = fgg;gfg.
(d) f:Q—U,g:U — C holomorph, dann ist g o f holomorph mit (go f) = ¢'(f(2))f".

Proof. Fir (b): Seien f, g holomorph in z. Das heifit es gilt

flz+h) = f(z) = f'(2)h+$(h) W’;’m}zgo
9(z+h) — g(z) = g'(z)h + (h) W@QO.



Wir bilden nun die Differenz F'(z 4+ h) — F'(h) mit F' := fg:

f(z+h)g(z+h) = f(2)g(2)

= f(z+h)g(z+h) = f(2)g(z+ h) + f(2)g(z + h) — f(2)g(2)

=9(z+h)(f'(2)h + () + f(2) (9 (2)h + 6(h))

= g(2) (f'(2)h + ¢ (h)) + f(2) (g (2)h + ¢(h)) + (' (2)h + ¢(h)) (' (2) + 2(R))

—A(h)
= (9(2)f'(2) + f(2)g'(2)) h + g(2)(h) + f(2)p(h) + A(h),
=T'(h)

wobei |F‘%h|)‘ —0firh—0.= (fg9) =f'9g+ fq'. O
Damit wissen wir sofort, dass jedes Polynom holomorph ist.
1.0.1.4 Bemerkung.
Jedes Polynom p(z) = ap + a1z + ...+ a,z" ist holomorph.
Ein weiteres Belsplel ist die Funktion, die einer Zahl ihr Inverses zuordnet, f(z) = +. Sie ist holomorph auf

C\{0}, f'(z) = —, beziechungsweise, 1/q(z), wobei ¢(z) auch ein Polynom ist, ist holomorph auf C ohne
die nullstellen von ¢(z).

Betrachtet man eine Funktion f : C — C, bei der Realteil und Imaginérteil von zwei Variablen x und y
abhéngen, f(z) = u 4+ iv = u(z,y) + iv(zr,y), so kann man wieder vergleichen mit dem reellen Analogon:
F(z,y) : R? - R? (2,9) = (u(z,y),v(z,y)). Die totale Ableitung von F ist

du Qv
DF =J = (gg gg)
oy

Was ist nun der Zusammenhang zwischen J und f’(2)? Zuerst ldsst sich sagen, dass J eine Matrix und f/(z)
eine komplexe Zahl ist. Sei zg = xo+ 1y, h = h1+iho. Bildet man die Ableitung von f wieder auf die Weise,
dass man sich zuerst von der reellen Achse, dann von der imaginiren Achse annéhert, erhilt man

f(@o + h1,y0) — f(xo,90) _ Of

! _ . _
fz0) = lim, n =
. flxo,yo +h2) — flzyo) 10f
!/ _ ’ — 4
f(z0) = hlzlgo iho iy’

1.0.1.5 Definition.
Sei f : C — C holomorph in z, x + iy — u + iv. Dann ist die Ableitung f/(z) = %f =

eine Ableitung nach z:
o _1(0 10y 0 _1(0 10
0z 2\0x iy 0z~ ox i0y)

= i) = -t iv)
8331,0 Z'U—iayu ).

2 ay 9 f. Definiere also

Es gilt

Es bezeichne u, die partielle Ableitung von u nach zx, analog fiir die anderen Groflen. Fiithrt man die
Ableitungen aus, erhélt man

1
Uy + iUy = ;(uy + ivy) = —iuy + vy.

Fiir Gleichheit miissen komplexe Zahlen in Real- und Imaginérteil iibereinstimmen. Man erhélt zwei Glei-
chungen, die sog. CAUCHY-RIEMANN-DIFFERENTIALGLEICHUNGEN (C.-R.-DGL):

Uy = Vy Uy = —Vy.
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1.0.1.6 Satz.

Sei f = u + v holomorph in 2y, dann gilt
(a) £ f(z0) =0
(b) f'(20) = £ f(20) = 29
() |f'(20)[* = det J(z0)

Proof. Fiir (a) offensichtlich, folgt direkt aus der Holomorphie von f. Fiir (b) bildet man die Ableitung von
f

0 0 0 0
/ _ Y Y ) — Tl
f(z0) = 8zf aZ(u—i—w) 5.4 Tia,Y
wobei man den Imaginérteil ersetzen kann mithilfe der C.-R.-DGL. Schreibe dazu
.0 i , 1,. .
i V= Q(Ux —ivy) = i(wx +vy) = 5(—zuy +uy) = P
Also ist
= f'(20) 22u
0 o2
Fiir (c¢) schreibt man
u o 1o > |0
det J = i vz = UpVy — UyUy = U2 +u§ = ‘axu-i- i@yu = ‘Qazu = |f'(z0)|.

1.0.1.7 Satz. Cauchy’s Theorem

Sei C ein stetig differenzierbarer geschlossener Weg in C mit Parametrisierung z(¢) : [a,b] — C und sei f
holomorph und stetig differenzierbar. Dann gilt

b
/Cf(z)dzz/a f(z(t)) - 2 (t)dt = 0.

Proof. Die Parametrisierung ist z(t) = z(¢) + iy(t). Es bezeichne A die von C eingeschlossene Fliche. Dann
kann man schreiben

/a b(u +iv) - (' (t) + iy'(t))dt = /a b(ua;’(t) — vy (t))dt + i / b(uy’(t) + v/ (1))dt
—/b<uv> (y)dzH—z/b <”> : @:)dt
// (v + uy)d xy“// uz — vy)d(, y)

wobei im vorletzten Schritt der Satz von Green und im letzten Schritt die C.-R.-DGL angewendet wurden.
O

1.0.1.8 Theorem.

Sei f = u+iv eine komplexe Funktion auf {2 C C. Seien u, v stetig differenzierbar und erfiillen die C.-R.-DGL.
Dann ist f holomorph auf Q und f/(z) = azf = 2azu

Proof. Es sei h = hqy + ihy. Da u, v stetig differenzierbar, kann man fiir diese schreiben

-t byt ) = uteg) = (22) - (3] + bl )

Uy

Uy

ola -+ ey + o) = o) = (07) - (32) + loa(h)



Schreibe also um die Holomorphitét zu zeigen

fz+h) = f(z) = u(z + h) —u(z) +i(v(z + h) — v(2))

= (i) G o i () () )
= (i) () o =i((2) () st

_ (u + 1‘1“) (hy + iha) + |Rl1(R) + ilhla(R)

—0 fiir h—0

_9
,Ef

= f holomorph.

1.0.2 Potenzreihen

Wir mé6chten zeigen, dass die Exponentialfunktion sowie Sinus und Kosinus holomorph sind. Dazu betrachten
wir deren Reihenentwicklung, bzw. allgemein Potenzreihen. Zuerst {iberpriifen wir die harmonische Reihe

oo
>
n=0

auf Konvergenz. Fiir N < oo kann man fiir die harmonische Reihe schreiben

N

N ]_—ZN+1
E = "
1—2z
n=0

Wieso geht das? Wir klammern immer jeweils (1 — z) aus und konnen schreiben

11—V =1 —2)2N 12N

=(1—-2) N+ 41Nt

N

=(1-2)) 2"
n=0
Lassen wir nun N gegen unendlich gehen, so konvergiert die Reihe nur fiir |z| < 1, da sonst der Term zV+!

divergiert,

- 1
:>Zoz”:1_z falls |z| < 1.
-

Fiir |z| > 1 divergiert die Reihe, man sagt dann, der Konvergenzradius ist 1.

Nun betrachten wir eine allgemeine Potenzreihe der Form

o0
E anz".
n=0

1.0.2.1 Theorem.

1/n g0 dass folgendes gilt:

Fiir eine Potenzreihe Y °° j a,,2" existiert ein 0 < R < oo mit + = limsup |ay,|
(a) Falls |z| < R dann konvergiert die Reihe absolut,
(b) falls |z| > R dann divergiert die Reihe,

(c) falls |z| = R ist keine Aussage iiber Konvergenzverhalten moglich.
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Proof. Fiir (a): Fixiere ein |z| < R, dies ist dquivalent zu % < 1 und damit &dquivalent zu Je > 0 :

2| (% + €) < 1. Da nach Voraussetzung gilt, dass lim sup |an| /™ = +, kann man schreiben

1
= Ve>03dn.eN: Vn>n€:|an|1/”§§—|—e

= |zHan]1/” =r<l

oo [e.e] oo 1
= Z 12| |an| < ZT"SZT”Z T, <o
nN=ne Nn=ne n=0

O

1.0.2.2 Theorem.  (a) Die Potenzreihe f(z) =Y 7 anz" definiert eine holomorphe Funktion innerhalb
ihres Konvergenzradius,

(b) die Ableitung von f ist auch eine Potenzreihe und zusitzlich gilt f/(z) = >°°° | na,z" 1,

(¢) f" hat den selben Konvergenzradius wie f.

Proof. Zu (c): Wie man durch Multiplizieren mit 1 sieht, gilt

1/n l/n‘

lim sup |an |/ = lim sup |n|"/" lim sup |a,|"/™ = lim sup |nay|

=1

Also haben Y, a,2" und Y, na,z™ und somit auch Y, a,2""! den selben Konvergenzradius. Zu (a) und
(b): Definiere eine Funktion

oo
g9(z) == Z na,z" 1.
n=1

Sei nun |z9| < R,= 3r: |z0| < r < R. Spalte f(z) auf in einen Teil mit endlichem Summationsindex und
Rest: f(z) = fn(2) + un(z). Dabei sind die einzelnen Teile wie folgt definiert: fy(z) = Zﬁf:o a,z" und
un(z) = f(2) = fn(2) = 2,241 an2". Es gilt nun fiir ein b mit |20 +h| <7

f(z0+h) — f(20) fn(z0 + 1) — fn(20)

o —9g(20) = Y — fn(20) + f(20) = g(20) +
e
un (20 + h;— un (20)
- .

Wir miissen nun zeigen, dass die «;,7 = 1,2, 3 verschwinden, dann konvergiert der Differenzenquotient gegen
die Ableitung und die Potenzreihe ist damit holomorph. Dazu eine Nebenrechnung. Allgemein gilt

a" —b" = (a—0b)(a" P +a" 24+ a" 3+ . ab" 2+

Fiir |b] < |a| < r gilt somit
la™ —b"| < |a — b|r"n.

Damit kann man a3 abschéitzen:

un(zo + h) —un(z0)
h

los| =

e}

Z |an|

n=N-+1

(20 + h)N — zév
h

IN

o0

Z |an|nr™ L.

n=N-+1

IN



Da Y2 lap|nr™~1 < oo folgt, dass der Abstand zwischen den Reihengliedern immer kleiner werden muss:

S0 won lan|nrnt S e
N—oo

0. = |ag] — 0.
Da limy_oo [y (20) = g(20) = |aa] — 0. Das bedeutet, dass Ve >0 3IN, € N: VYN > N, : |ag| +|az| < e.
Da die Funktion fx ein Polynom ist, ist sie holomorph, d.h.

fn(zo0+h) — fn(z0)

. gl _
= lim ’ fn(20)| = 0.
Damit gilt
h) —
fim [T FR) = F0) o] < ] 4 fas] < e
h—0 h
Da € belieg war, folgt die Behauptung. O

1.0.2.3 Korollar.

Eine Potenzreihe ist unendlich oft komplex differenzierbar innerhalb ihres Konvergenzradius und ihre héher-
en Ableitungen erhélt man durch gliedweises Ableiten.

1.0.2.4 Definition.

Eine Funktion f(z) auf  C C heiflt ANALYTISCH in 2z, wenn eine Potenzreihe g(z) = > "7 j an(z —20)" (mit
Mittelpunkt zp) existiert, sodass f = g auf einer Umgebung von zy. Das bedeutet also, dass das Theorem
1.0.2.2 aussagt: Aus analytisch folgt holomorph. Spéater werden wir zeigen, dass die Umkehrung auch gilt.

1.0.3 Integration entlang Kurven

1.0.3.1 Definitionen.

Fiir Kurven im Komplexen definieren wir Folgendes:

(a) Eine PARAMETRISIERTE KURVE ist eine Menge v € C zusammen mit einer Parametrisierung z : [a, b] —
v (bijektiv), d.h. z([a, b]) = 7. Man bezeichnet die Kurve als GESCHLOSSEN, falls z(a) = z(b).

(b) Die Kurve ist DIFFERENZIERBAR, falls 2’ existiert (dies ist im Folgenden immer der Fall). Bei ¢t = a,b
werden 2'(a), 2'(b) interpretiert als

h) — b+ h)— z(b
Z(a) = lim Hath) z(a)7 Z/(b) = lim Ab+h) —2(b) )
h—0,h>0 h h—0,h>0 h

(c) Die Kurve ist STUCKWEISE DIFFERENZIERBAR, falls z stetig auf [a,b] und die Punkte a = ag <
a; < ... < ap, = b existieren, so dass z auf [a,_1,a,] differenzierbar ist (im Allgemeinen miissen die
Rechts-/Linksableitungen nicht mehr iibereinstimmen).

(d) z1 : [a,b] — v und 22 : [¢,d] — v heiflen AQUIVALENT, falls eine stetig differenzierbare Bijektion
t: [c,d] — [a,b] (Umparametrisierung) existiert mit ¢'(s) > 0 (Orientierungserhaltung) und z2(s) =
z1(t(s))-

(e) Die UMKEHRUNG von 7 ist 7~ mit Parametrisierung 27 (t) = 2(b+ a — t).

(f) Die Kurve heifit EINFACH falls sie sich nicht mit sich selbst {iberschneidet.

(g) Fiir eine differenzierbare Kurve z : [a,b] — v und f : v — C stetig ist das INTEGRAL von f ENTLANG
~ definiert durch fv f(z)dz = fff(z(t)) <2/ (t)dt.

(h) Es ist (g) wohldefiniert, denn fiir eine &quivalente Kurve z3 : [¢,d] — 7 mit Umparametrisierung
t:[e,d] — [a,b] ist das Integral

b d d
‘/ﬂw»%@wz/fww»¢wwwww=/fw@yé@w

i) Bei stiickweise differenzierbaren Kurven gilt [ f(z)dz = SS220 %1 £(2(¢4)) - 2/(¢)dt.
~ k=0 Jay
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(j) Die LANGE einer Kurve ist definiert durch I(vy f |2/ (¢)|dt.

1.0.3.2 Beispiel.

Ein Kreis mit Radius » um den Punkt zg ist gegeben durch v = C,.(29) = {z € C | |z — 29| = r}. Seine
Parametrisierung ist

z(t) = z0 + ret te [0, 27] positive Orientierung

2(t) =20 +re” ™ te€|0,27] negative Orientierung.

1.0.3.3 Satz.

Fiir Kurvenintegrale im Komplexen gilt
(@) [ (af(z)+By(2)) Z—aff (2)dz + B [, g(z)dz
b) [, f()dz == [~ f(z
o) |[, £z < Il(v)liléglf(Z)l-

Proof. Zu (a): siche Riemann-Integral, zu (b): sieche Substitutionsregel (Mathe fiir Physiker II). Zu (c):

< sup [5G [ 0lat = i)l sup 72

t€(a,b]

f(z)dz
.

1.0.3.4 Definition.
Eine STAMMFUNKTION von f : Q — C ist eine holomorphe Funktion F : Q — C mit F’ = f auf Q.
1.0.3.5 Theorem.

Sei f eine stetige Funktion und habe diese eine Stammfunktion F' in  und sei v ein Weg mit Anfangspunkt
wy und Endpunkt ws, dann gilt

), 0,
/f(z)dz:F(wz)—F(wl). ’\/\/‘

v z(t) : [a,b] = C mit z(a) = wy, 2(b) = ws

Proof.

1.0.3.6 Korollar.
Wenn ~ ein geschlossener Weg in €2 und f stetig mit Stammfunktion F' ist, dann gilt

/f(Z)dZ =
.
1.0.3.7 Beispiel.

Sei C' die Kurve, die entlang des Einheitskreises verliuft, z(t) = e®. Dann ist N 1dz = 027T Jrie’dt = 2mi.

= % hat keine Stammfunktion auf C.



1.0.3.8 Korollar.
Sei f holomorph in Q mit f = 0. Dann ist f konstant.

Proof. Verwende, dass nach Voraussetzung f’ = 0 und dass 1.0.3.5 gilt,

0= / f(z)dz
= f(2) = f(wo)
= f(2) = f(wo)

= f konstant.

1.0.4 Cauchy-Theorem und Anwendungen

1.0.4.1 Theorem. Goursat’s Theorem

Sei Q ein Gebiet in C und T C €2, wobei T ein Dreieck ist. Falls f holomorph in  gilt

/Tf(z)dz = 0.

Abbildung 1.2: Ein Dreieck, das durch Verbinden der Seitenmitten in immer kleinere Dreiecke geteilt wird.
Wenn man die Kanten entlang fihrt heben sich die Beitrége der inneren Dreiecke gegenseitig
auf, wie am Beispiel von Tl(l) und T4(1) illustriert.

Proof. Vergleiche Abbildung 1.2 fiir eine Veranschaulichung der Vorgehensweise. Wir verbinden die Seiten-
mitten des Dreiecks T und erhalten vier neue Dreiecke T; ,51), k=1,2,3,4. Fiir das Wegintegral entlang des
Dreiecks gilt dann

f(z)dz

= f(z)dz + f(z)dz + f(z)dz + f(z)dz.
T© U T T

T
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Es bezeichne i den Index des Dreiecks mit dem gréfiten Flacheninhalt. Damit kann man den Betrag des
Wegintegrals abschétzen:

<4 < 4"

| f(z)dz

: f(z)dz

Auf diese Weise erhiilt man eine Folge von Dreiecken fiir die gilt 7(® > 71 5 ... 5 70 Dann 3z € C :
20 €N, T"™ Vn. Da f holomorph ist, kann man schreiben f(z) = f(z0)+ f'(20)(z — 20) +1(2) (2 — 20), wobei
lim, ., |#(2)| = 0. Es bezeichne d™ die lingste Seite des n-ten Dreiecks. Da stets die Seiten halbiert wurden
gilt d™ = (%)n d©. Analog bezeichne p(™ den Umfang des n-ten Dreiecks, auch hier gilt p{™) = (%)n dO,
Damit ergibt sich

(0 T

Pz = [ (70 + o)z = 20) + () = 20)) s

T(n)

= (2)(z — 20)dz,
T(n)

wobei das Integral iiber die Terme f(zg) und f’(z0)(z — 2¢) verschwindet, da beide eine bekannte Stamm-
funktion haben und der Weg geschlossen ist. Nun kann man weiter abschétzen:

/ f(z)dz| < 4" f(z)dz
7(0) T(n)
= 4" (2)(z — 2z0)dz
T(n)
< 4" sup (j9(2)||z — z0))p™
zeT(n)
<4 sup u(2)|d™p
zeT(n)
= sup |[¢(2)]dOp® =0
zeT(n)

:>/Tf(z)dz:0.

1.0.4.2 Korollar.
Analog zu 1.0.4.1 gilt [, f(2)dz =0, wenn R ein Rechteck ist.

Proof. Zerlege das Rechteck in zwei Dreiecke und wende auf diese 1.0.4.1 an: [, f(z)dz = le f(z)dz +
Jr, f(z)dz = 0. O

1.0.4.3 Theorem.

Eine holomorphe Funktion in einer offenen Kreisscheibe hat eine Stammfunktion in dieser.

Proof. Vergleiche Abbildung 1.3 fiir eine Veranschaulichung der Vorgehensweise. Es bezeichne F(z) =
f% f(w)dw. Wir bilden nun die Differenz von F(z + h) und F(z), h € C, um spéter den Differenzen-
quotienten bilden zu kénnen und den Ansatz rechtfertigen zu kénnen. Die im Folgenden verwendeten Wege

z+h z+h
z Zg z
z+h z+h
I' Iy I's ry I

sind
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Abbildung 1.3: Eine offene Kreisscheibe €2, die mit rechtwinkligen Wegen durchlaufen wird. Dabei ist (z 4
h) € Q.

F(z+h)—F(z):/ f(w)dw—/ f(w)dw
Yz+h Yz
= w)dw w)dw
[ e [ g
= [ f(w)dw
I'1
= [ flwdw+ | f(w)dw
Iy I's

= [ flwdw+ [ flwdw+ [ f(w)dw.
T4 I's I's

Wie oben schon bewiesen wurde, verschwinden die Integrale iiber die Wege I'y und I's, da es sich dabei um
ein Rechteck und ein Dreieck handelt. Wir entwickeln nun f(w) im Punkt z:

F@) = F(2) + £z —w) + 6.
= (w)

Dabei geht 1)(w) schneller als linear gegen Null fiir A — 0. Schreibe damit
F(z+h)—F(z) = flw)dw
I's

~ [ U+ v de.
I's

Fiir den ersten Term im Integral kann man schreiben [i, f(2)dw = f(z) [, 1dw = f(2)h, was schnell klar
wird wenn man eine Parametrisierung z(t) = z + ht mit ¢ € [0, 1] verwendet. Es verbleibt das Integral iiber
1(w), welches betragsméBig abgeschiitzt werden kann:

1
i [ v < sup luie) o,
h I's wel's

Also kann man F(z + h) — F(z) durch h dividieren, den Limes A — 0 bilden und erhilt f(z). = F'(z) =
f(2). O

1.0.4.4 Korollar.
Sei f holomorph in Q, C' ein Kreis mit C' C Q. Dann gilt [, f(z)dz = 0.

11



1 Komplexe Analysis (Funktionentheorie)

Abbildung 1.4: Eine Kreislinie C, die vollstindig umschlossen wird von einem Kreis mit gréflerem Radius
.

Proof. Da Q offen ist, gibt es einen Kreis C' mit C' C D’ wobei D’ die zu C’ gehérige Kreisscheibe ist (vgl.
Abbildung 1.4). Nach Theorem 1.0.4.3 existiert nun F mit F’ = f in D’ und damit [, f(z)dz = 0. O

1.0.4.5 Bemerkung.

Den Beweis fiir Kreise kann man leicht auf sog. ,,toy contours® erweitern. Dies sind z. B.

PRI

Mittels obiger Beweisstrategie, ndmlich der Definition eines Weges 7, mittels horizontaler und vertikaler
Linien, zeigt man, dass es Stammfunktionen in diesen Gebieten gibt.

1.0.4.6 Beispiel.

Wir zeigen nun wie man mithilfe von komplexer Analysis fooo %dx = § leicht ausrechnen kann. Zuerst
einmal folgt mithilfe der eulerschen Identitiit e®* = cosz + isinx, dass der Integrand geschrieben werden
kann als 1‘2# = Re 1=~ . Damit folgt fiir das Integral unter Ausnutzung der Symmetrie des Integranden

x2
1R

FS,R

-R’—ee’R

Abbildung 1.5: Ein Weg durch die komplexe Ebene, der die Null nicht mit einschlief}t.

1 o) 1— T 1 1— 1z
/ Re ¢ dr = Re - / ¢ dz,
2 x? 2 Jp 22

—00

12



wobei f(z) := %1;52 holomorph in C\{0}. Das bedeutet das Integral {iber einen geschlossenen Weg ver-
schwindet. Der von uns gewéhlte Weg ist in Abbildung 1.5 dargestellt. Da dieser Weg die Null ausspart

ilt
& 0:/F&Rf(z)dz:/_:f—i_/ff—k/&f%_ CRf.

:>/R€f+/€Rf——/C€f— CRf-

Wir betrachten nun den Betrag des Integrals iiber den grofien Kreisbogen Cpr, die Parametrisierung fiir
diesen lautet z(t) = Re',t € [0, w]. Wir schiitzen ab mit

1 — etz T 1 — ei2(t) )
/ : dz‘: / —C—iRedt
Cp # o Rce®
<

T2
/0 Rszt‘
o 2T R—oo

=— 0.
R—>

Das Integral iiber den grofien Kreisbogen verschwindet also fiir groffe R. Fiir das Integral des kleinen Kreis-
bogens drehen wir zunéichst die Durchlaufrichtung um,

AN

/ le/ 1—iz+(2iz—eiz)dz
co 2 Jcr z

j 1 1 14iz — e
:_Z/ dz+/ Lhiz=em .
2 C—Z 2 (o z
€ 6_,_/

Daraus folgt dann

und fiigen eine Null ein:

=:E(2)
_ !  + L E(z)d
=—gmit g o z)dz
Tl B
=373, z)dz.
Da E(z) auf dem Einheitskreis beschrankt ist, folgt
1 1 e—0
= (= E(z)dz| < =sup|E(z)|me — 0.
2 Ce 2 zeD

Damit ist der Wert des Integrals fooo ﬁ%dx =Z.

1.0.4.7 Theorem. Cauchy’s Integralformel
Sei f holomorph in 2, C ein Kreis mit D C  und D = C. Dann gilt
1 f(€

£lz) = ©

_Tm CE—Z

dé.

Proof. Es sei F := @ holomorph in C\L = Q (vgl. Abb. 1.6). Dann verschwindet das Integral iiber einen

—Zz

geschlossenen Weg, [, S F(&)d¢ = 0. Fir 6 — 0 gelte I'c 5 — I'e. Nun wird:

/ (e =0= | P+ [ Pl = [ r@ac- [ e

13



1 Komplexe Analysis (Funktionentheorie)

Abbildung 1.6: F ist auf der geschlitzten Ebene C\L holomorph.

Es folgt:
1 fE .1
o o= g | PO
_ ! f&) -1, f)
“om [ (T e
o
_ f(z) dg
o e
_ [,
= ﬁ%rz = f(2)
Dabei gilt (%) im Grenzfall € — 0, denn:
JRCECINPESITL B CIEy
C. —Z 2w ceD § —Z

1.0.4.8 Korollar.

Sei f holomorph auf 2. Dann hat f unendlich viele (komplexe) Ableitungen in €2 und es gilt fiir einen

geschlossenen Weg C' um z € (Q:
)y / f(€)
FE) = o c (- Z)”+1d§

Proof. Fiihre vollstandige Induktion iiber n:
1. Fiir n = 0 gilt nach 1.0.4.7

1O = 1) = g [ e

2. Fiir den Schritt n +— n + 1 ergibt sich aufgrund der Kompaktheit von C' (Ableitung und Integration

14



vertauschen):

1) = 106 = 1 (55 [ s
29

" 2mi cdz \ (& — z)ntl

(D) [ IO

2mi (& — z)nt2

SRSy I
C

2mi (& — z)nt2

1.0.4.9 Korollar.

Sei f holomorph auf Q C C und die Kreisscheibe D mit Mittelpunkt zy und Radius R komplett in €.
Bezeichne C' = 0D den Rand von D. Dann gilt mit der Definition || f||c := sup,cc | f(2)]:

|
£ (z0)| < 2 flle

Proof. Sei die Kreislinie um zy parametrisiert durch £(t) = zo + Re fiir t € [0, 27].

“’./02”< fleo + Be) o |

20 + Rett — zp)n+l

’f(")(zo)‘ =

n! [?" f(zo + Re') .
= |— —— 2 Re"dt
271 0 (Rezt)n+1 vite
n! 1 [
< — sup |f(z+ Re") dt
27 te(0,2n] | b R"
= 2 lflle

1.0.4.10 Theorem.

Sei f holomorph auf  und D eine Kreisscheibe mit Mittelpunkt zp und D C €. Dann liisst sich f in eine
Potenzreihe um 2z, entwickeln, sodass
[e.9]
z) = Z an(z —20)"
n=0

£ (z0)

n!

fir alle z € D und mit a,, =

Proof. Bezeichne C' = dD den Rand von D. Da C' kompakt ist, vertauschen Grenzwertbildung und Integral.
Es folgt unter Verwendung der geometrischen Reihe:
L[ £
= — d
/) 2mi Jo & — 2 ¢
1 = d
N G) s -

i Jo© T (€ — zo)"H!

27” Z/ — Zo n+1 Z — zo)ndf

I WY (G

270 Jo (€ — zp)n !

= mf(n)(ZO)

15



1 Komplexe Analysis (Funktionentheorie)

1.0.4.11 Definition.
Eine Funktion f heifit ENTIRE oder GANZ, wenn sie auf ganz C holomorph ist.

1.0.4.12 Korollar. Liouville’s Theorem

Wenn f entire und beschrénkt ist, so ist f auch konstant.

Proof. Seien zy € C und R € [0,00) beliebig. Sei R der Radius eines Kreises um zp, dessen Rand mit
C bezeichnet werde. Sei wiederum || f||¢ := sup,c¢ |f(2)] < M € R (da f beschrankt). Zeige nun, dass
f'(z0) = 0 gelten muss:

M r

oo < Wlle M pose
|/ (20)| < = <7

Da R beliebig war und deshalb |f’(29)| = 0, muss f konstant sein. O

1.0.4.13 Korollar.

Jedes nicht-konstante Polynom
p(2) = an2" +an_12" 4 ... +ag

mit komplexen Koeffizienten a; (i = 1,...,n) hat mindestens eine komplexe Nullstelle.

Proof. Angenommen, p(z) hat keine Nullstelle, dann ist 1/p(z) beschrénkt. Schreibe dann:

p(z) _ an—1 ag
on =ay + > + ...+ 27
=30
Also gilt beispielsweise:
p(2) > M V|z| > R mit R gro} genug
Al 2
Das bedeutet aber:
1 n n .
[p(2)] = 5l2["|an] fir [2| > R
1 2 1 2 1
& << fir |z] > R
p(z)| 7 lan| |2[" 7 lan| R
< 1/p(z) beschrénkt auf C = p(z) = const.
Dies ist aber ein Widerspruch, weswegen p mindestens eine Nullstelle haben muss. O

1.0.4.14 Korollar. Hauptsatz der Algebra

Jedes Polynom vom Grad n > 1 hat exakt n Nullstellen in C, also gibt es w; (i = 1,...,n), sodass
p(z) =an(z —wi)(z —w2) ... (2 — wy)
Proof. p hat mindestens eine Nullstelle wy, also p(wy) = 0. Damit kann man dann schreiben:

p(z —wi+wi) =an(z —wi +wi)" +...+ao
= bz —w1)" +bp1(z —w)" . 4 bz —wi) + by

Da aber p(wi) = 0 folgt direkt by = 0 und damit
p(z) = (z —w1)Q(2),

wobei der Grad von ) genau n — 1 ist. Nun hat @) aber mindestens eine Nullstelle usw. (induktiv findet man
also, dass p genau n Nullstellen hat) O

16



1.0.4.15 Theorem.

Sei f eine holomorphe Funktion auf €2, die auf einer Menge M C 2 mit Haufungspunkt verschwindet. Dann
gilt f = 0 auf ganz Q.

Proof. Wihle eine konvergente Folge (wy,)22; C © mit (wy,) — w, sodass f(wy) = 0 fiir alle n € N. (Diese
existiert nach BOLZANO-WEIERSTRASS und den Voraussetzungen.) Da f holomorph in ), existiert eine
Kreisscheibe D, sodass fiir alle z € D

F2) =3 anle — )"
n=0

Angenommen, f(z) # 0, so existiert ein n € Ny, sodass a,, # 0. Da f stetig ist, folgt:

n—oo n—o0

0= lim f(wy)=f ( lim (wn)> = f(w) = ag=0

Daher folgt

[e.9]

F() = am(z = )" 3 o ) = (- )" (14 gL~ )
k=0

wobei m kleinstmdoglich, sodass a,, # 0 und g(z — w) v 0 holomorph ist. Da nun aber (w,)5; — w, gibt
zZ—rw
es ein ko, sodass fiir alle k > kg
1+ g(wp —w) #0.
—_—
—0
Also ist
0= f(wr) = an (Wi —w)™ (1 + g(wp —w))™
0 2

Dies ist aber ein Widerspruch, da ein a, # 0 existiert, also gilt f(z) = 0 fiir alle z € D. Dehne diesen
Geltungsbereich nun induktiv aus (dies ist moglich, da € ein Gebiet und daher auch wegzusammenhéngend
ist, vgl. Abb.1.7). O]

Abbildung 1.7: Man findet induktiv Kreise, deren Mittelpunkte auf einem Weg von w zu einem beliebigen
2o €  liegen.

1.0.4.16 Korollar.

Seien f, g holomorph auf 2 und f = g auf einer Menge mit Hiaufungspunkt. Dann gilt f = g auf ganz Q.

Proof. Folgt wegen h := f — g (holomorph) sofort. O
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1 Komplexe Analysis (Funktionentheorie)

1.0.4.17 Theorem. Morera
Sei f auf einer offenen Kreisscheibe D stetig, sodass fiir alle Dreiecke T" C D das Integral iiber den Rand

verschwindet, also fT f =0. Dann ist f holomorph in D.

Proof. Wegen [, f = 0 existiert eine Stammfunktion F mit F’(z) = f(z). Daher ist f unendlich oft diffe-
renzierbar und holomorph. O

1.0.4.18 Theorem.

Sei (fn(2))s2; eine Folge holomorpher Funktionen, die auf jeder kompakten Teilmenge ) GLEICHMASSIG
gegen f(z) konvergiert. Dann ist f(z) holomorph in €.

Merke: Der gleichméBige Limes holomorpher Funktionen ist holomorph. (gilt im Reellen NICHT!)

Proof. Zeige, dass das Integral tiber alle Dreiecke verschwindet:
Da f,, holomorph, gilt
/ fna=0 Vn eN
T

Wegen der Kompaktheit von T und da (f,) — f gleichméBig vertauschen Grenziibergang k& — oo und die

Integration, also
0= lim | fr= / f
k—o00 T T

Da der gleichméBige Limes stetiger Funktionen wieder stetig ist, gilt der Satz von Morera (vgl. Abschnitt
1.0.4.17), also ist f holomorph in €. O]

1.0.4.19 Korollar.
Sei f stetig auf einem Kreis C' = dD. Dann ist
1
o) i /)

_277” Cg—Z

dg
holomorph in D.

Proof.

R = 505 20 2 6 - 60

ist holomorph und konvergiert gleichméfig gegen g. O

Eine Anwendung des Satzes von Morera ist das Schwartz’sche Spiegelungsprinzip. Wir haben gesehen, dass
holomorphe Funktionen sehr rigide Elemente sind. Zum Beispiel verschwinden diese schon identisch wenn
sie nur auf einer beliebig kleinen offenen Menge Null sind. Es stellt sich hingegen heraus, dass holomorphe
Funktionen fortgesetzt werden konnen. Dazu bendtigen wir eine Menge 2, die symmetrisch beziiglich der
reellen Achse ist. Das heisst
Q=QTUIuUN,

wobei I der Teil auf der reellen Achse ist. Wir nehmen dabei an, dass 2~ durch Spiegelung an der reellen
Achse gewonnen werden kann.

1.0.4.20 Theorem.

Falls f und f~ holomorphe Funktionen in Q% beziehungsweise Q~ sind und such stetig auf I fortsetzen
lassen und dort ibereinstimmen. Dann ist die kombinierte Funktion f(z) holomorph in (2.

Proof. Der Beweis verwendet den Satz von Morera. Es geniigt zu zeigen, dass fiir alle Dreiecke T' in €2
fQ f(2)dz = 0 ist. Nimm nun ein beliebiges Dreieck T'. Wenn eine Seite auf der reellen Achse liegt, verschieb
es um € nach innen und verwende die Stetigkeit von f um zu zeigen, dass das Integral verschwindet. Falls
die reelle Achse das Dreieck schneidet, teile das Dreieck in kleinere Dreiecke, sodass eine Seite auf I liegt
und wende obiges Argument nochmals an. O

18



Wir kinnen nun erldutern nach welchem Prinzip, die Funktion fortgesetzt wird.
1.0.4.21 Theorem.

Angenommen f7*(z) ist holomorphe Funktion in Q7 die sich stetig nach I, Teilmenge der reellen Achse,

fortsetzen lisst sodass f auf I reell ist. Dann existiert eine holomorphe Funktion F(z) auf ganz Q, mit
F = f auf QF.

Proof. Man definiert F' in 27 als
F(z) = f(2).

Seien z, 29 € 7, dann sind zpz € Q'. Da f in Zy holomorph ist, gilt
) =) an(z—20)"
n

Also gilt
F(2) =) an(z — 20)".

Somit ist F'(z) holomorph in Q7. Da f reell ist, gilt f(x) = f(z) auf I. Somit ldsst sich F' auf I stetig
fortsetzten und wir konnen das letzte Theorem anwenden und haben das Theorem bewiesen. O

1.0.5 Meromorphe Funktionen

1.0.5.1 Definition.
Eine Funktion f : C — C heit MEROMORPH, wenn sie holomorph bis auf endlich (abzéhlbar) viele Pole ist.

Wir werden sehen, dass dan fiir das Integral entlang einer geschlossenen Kurve

N

/ f(z)dz = 2m’Zreszi fs
C

i=1
gilt, wobei res,;, das Residuum von f an der Polstelle z; bezeichnet.
1.0.5.2 Definitionen.

Da die Begriffe RESIDUUM und POLSTELLE bisher noch unbekannt sind, beschéftigen wir uns zunéchst mit
diesen.
(a) Punktsingularitét: zo ist Punktsingularitéit von f, wenn f in einer Umgebung von zg definiert ist aber
nicht in zg.
(b) Nullstelle: zg ist Nullstelle, wenn f(z) = 0.

(c) ,deleted neighborhood* (punktierte Umgebung) um zo: D,(z0)\{z0} = {2z |0 < |z — 20| < 7}.

(d) Polstelle: f besitzt eine Polstelle bei 2z, wenn % mit %(zo) := 0 holomorph ist in D, (zp) mit geeignetem

r.
1.0.5.3 Beispiel.

Nun einige Beispiele zu den obigen Definitionen:
(a) f(z) =z fiir C\{0} hat eine Punktsingularitidt in 0 aber mit f(0) := 0 ist f holomorph.

z—0

(b) g(z) = 1 ist definiert auf C\{0} und es ist |g(z)| == co. Definiere analog zu (a) f(z) = ﬁ mit
f(0) :== 0, f ist dann holomorph.

(c) f(z)= e~ verhilt sich unterschiedlich in einer Umgebung von Null, je nachdem aus welcher Richtung
man kommt:
xNO0: f(x)=e"
x 20 f(x) = el
y—0: f(iy) = e = ev oszilliert.
Die Funktion e+ bildet jede Umgebung von Null, U(0), dicht in ganz C ab.

=

8

- — 0
%

oo
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1 Komplexe Analysis (Funktionentheorie)

1.0.5.4 Bemerkung.

Nullstellen einer holomorphen Funktion sind isoliert. Wenn f(zg) = 0, dann gibt es eine Umgebung U von
20, sodass f # 0 in U\{z0}.

1.0.5.5 Theorem.

Sei f holomorph in €2 und habe f eine Nullstelle z5 € 2, f # 0 in €. Dann gibt es eine Umgebung U von
zp und eine nicht verschwindende Funktion g auf U sowie eine eindeutige Zahl n € N, sodass

f(z) = (z = 20)"9(2)

auf U. zg ist Nullstelle n-ter Ordnung.

Proof. Es ist nach Voraussetzung f(zo) = 0. f ldsst sich in D, in eine Potenzreihe entwickeln,

o0

f(z) = Zak(z — 20)¥ fiir z € D,,.
k=0

Es gibt eine Umgebung U von zp, sodass f(z) # 0 in U\{z0}. Da f(z0) = 0 ist der erste Koeffizient der
Reihenentwicklung ag = 0. n sei kleinste Zahl, sodass a,, # 0. Dann gilt

o

f(2) = (2= 20)" Y asn(z = 20)" =: (= = 20)"g(2),

k=0

wobei g(z) # 0 nach Voraussetzung. n bezeichnet die Ordnung der Nullstelle, Nullstellen 1. Ordnung nennt
man einfach. O

1.0.5.6 Theorem.

Wenn f eine Polstelle bei 2y hat, dann existiert eine Umgebung U von zg und eine nicht verschwindende
holomorphe Funktion h(z) sowie eine eindeutige Zahl n € N, sodass

f(z) = (2 —20) "h(z) fiir z € U.
n ist die Ordnung der Polstelle.

Proof. Da zy Polstelle von f ist gilt: zg ist Nullstelle von % und % ist holomorph in U. Also gilt

£2) = (= )"g(z) mit g(2) £ 0 n U
> () = (=) "5 = (2= 20) (),

1.0.5.7 Theorem.

Wenn f eine Polstelle bei zg hat, dann gibt es eine Umgebung U von zg, sodass

_ a—n a—n+t1
1) = (z — z0)" + (z — zo)t! +'”+z—z()

mit G(z) holomorph in U. Dabei nennt man a_; das Residuum von f an der Stelle zo: a_j := res,, f.

Proof. Da zy Polstelle von f ist, hat % eine Nullstelle bei zy und man kann fiir % schreiben

= 2(2) = (2= 20)"9(2)

|
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mit g(z) # 0 in einer Umgebung von zy. Jetzt kann man invertieren und erhélt
1

——h

(z — zo)" (2)

mit h(z) holomorph in einer Umgebung von zp. Da h(z) holomorph in einer Umgebung von zp, kann man

h(z) in eine Potenzreihe entwickeln und erhalt

1

= f(2) =

_ 2
f(Z) = m (AO + Al(Z — ZO) + AQ(Z — ZO) +.. )
Ao Ay An—1
= it ———— +CG
(z — z0)" + (z — zo)" ! et (z — 20) +G(2),

mit G(z) holomorph in einer Umgebung von zp. Nun kann man sich noch andere Koeffizienten definieren,
a_p = Ag,a_1 := A,_1 und erhilt was zu beweisen war. O
Die Summe P(z) = ﬁ +...+ (Za_;zlo) nennt man Hauptteil, a_; nennt man Residuum. Weshalb man

a—1 Residuum nennt wird klar, betrachtet man ein Wegintegral entlang eines Kreises um zy. Dessen Para-
metrisierung lautet C, : z(t) = zo + e’ mit § > 0. Das Integral ist dann

/C REES /C R /C e
NN

wobei das Integral iiber G(z) verschwindet, da die Funktion holomorph in einer Umgebung von zj ist. Da
P(z) eine Summe ist, kann man gliedweise integrieren. Wir fithren hier die Integration fiir den n-ten Term
durch, daran kann man alle iibrigen ablesen:

a_ CLE |
— " _dz= a_n/ ——isetdt
/c (z = 20)" o (de)n

20
2w eit(lfn)
= ZCLn/O ﬁdt

_J0 n#1
| 27ia_, n=1"

Also verschwinden alle Terme der Summe P(z) bis auf den mit a_y:

/f dz-/ P(z)dz = 2mia_1.

Wenn zg nun ein Pol 1. Ordnung ist, so ist n = 1 und man kann schreiben

f(z) = +G(2) = a_1=lim(z—2)f(2).

Z— 20 2—20

a_1

1.0.5.8 Theorem.
Wenn f bei zg einen Pol n-ter Ordnung hat, dann gilt

0oy = ress, = lim (d) (2 - 20)"f(2))

2=z (n—1)! \ dz
Proof. Multipliziert man f mit (z — 2z)" so ergibt sich
(z—20)"f(2) =apn+ (2= 20)apy1 + ... +a_1(z — 2)" L+ (2 — 20)"G(2).
Leitet man diesen Term nun gliedweise (n — 1)-mal ab, so erhélt man

(i)nl ((z = 20)"f(2)) = (n — Dla_y + <i)nl ((z = 20)"G(2))

-~

—0 fiir z—2¢

und daraus folgt die Behauptung. O
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1 Komplexe Analysis (Funktionentheorie)

1.0.5.9 Theorem. Residuensatz
Sei f holomorph in  bis auf eine Polstelle zyg C D, 0D = C C 2 sei Kreis in 2. Dann gilt

/ f(2)dz = 2mires,, f.

c

Proof. f hat eine Polstelle in zg. Dann gibt es eine Umgebung U von zp, sodass f(z) = ﬁh(z) mit h(z)
holomorph. Entwickle dann h(z) in eine Potenzreihe,

a_

f(z) = —"—+...+

(z — zo)" z— 29

+ G(2) Vz e U.

Nun legen wir einen , toy-contour“-Weg entlang C' und um zg (dhnlich Abbildung 1.6). Da dieser geschlossen
ist und iiber eine holomorphe Funktion geht sowie keine Singularitéiten beinhaltet gilt

ez =0=pm [ g dz—/f dz—/f

F&,s

= /Cf(z)dz = /Cef(z)dz = /Ce [(zci_,:o)n 4+ Za_—lz0 _|_G(z)] dz = 2mia_;.

1.0.5.10 Korollar.
Sei f holomorph in Q bis auf Pole {z1,...,2y} C D und D Kreisscheibe in Q mit 0D = C C Q. Dann gilt

N
/ f(z)dz = 2mi Z res,, f
¢ =1

Proof. Der Beweis erfolgt analog zu 1.0.5.9, nur mit N-fachem Schliisselloch-Weg;:

Also folgt

N

/f dz—z dZ—27TZZI“eSZlf.

=1

O
1.0.5.11 Korollar.
Sei f holomorph in 2 bis auf Pole z1, ..., zx innerhalb des ,,toy-contour“-Wegs ~, v C 2. Dann gilt
N
/f(z)dz = 27i Zreszl f
v I=1
1.0.5.12 Beispiel.
Wir berechnen das Integral [+ +m2 dz = 7 mithilfe des Residuensatzes. Zuerst untersuchen wir f(z) = ﬁ

auf Polstellen in der komplexen Ebene. Man findet sofort z = £i. Diese Pole sind beide von erster Ordnung
und man kann daher fiir das Residuum schreiben

res,, [ = lim (z — 2) f(2).

zZ—2z]

Wir legen uns nun einen Weg durch die komplexe Ebene, der nur einen Pol mit einschliefft: Wir gehen von
Null zu R auf der reellen Achse, von dort aus im Halbkreis iiber die obere Halbebene nach —R und wieder
zuriick zur Null. Bezeichne I'gr, diesen Weg, vgl. Abbildung 1.8. Das Integral iiber diesen Weg ist dann

f(z)dz = 2mires; f,

g,
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iR Iy, 26n

-R R -R R

Abbildung 1.8: Zwei Wege durch die komplexe Ebene, die jeweils nur eine Polstelle einschliefien.

da wir nur den Pol bei z = ¢ umfahren. Das Residuum an dieser Stelle ist

F=1i z—1 I z—1 i 1 1
res; = 11m ——— = l1m = l1m = —.
! z—i 1 + 22 z—i (Z — Z)(Z + ’L) 21 2+ 1 21

Also ist

R
.:w:{mf@mZz/Rﬂaw+- ()dz,

f
Cr
wobei Cg den halben Kreisbogen mit Radius R bezeichnet. Dessen Parametrisierung lautet Cpr : z(t) =
Re™ t € [0, 7]. Wir setzen diese ein und erhalten

™ Z'Reit
d = %dt'
Cr f(Z) & /0' 1 + R2€2Zt

Um den Betrag abschéitzen zu kénnen fithren wir eine Nebenrechnung durch:
. . R>V2 1
114 R%e*| = e + R} > |R* — 1| > 532.
Damit schéitzen wir ab und erhalten

f(z)dz

Cr

i R 2R & 27T R—o0
< | —— _dt< =2 [ dat=2"2%
—/0 1+ R2e2it] " = R2/0 R

Also verschwindet das Integral iiber den halben Kreisbogen fiir den Grenziibergang R — oo und der Wert
des Kurvenintegrals iiber I'g, ist gleich dem iiber die reelle Achse:

R 00
1
= lim (2)dz = lim f(z)dz = / ——dr =m.
R—o0

2
R—o0 FRl R — 0o 1+$

1.0.5.13 Beispiel.

Als zweites Beispiel zur Demonstration der Residuenmethode zeigen wir, dass

/ € dx = il fir0<a<]1.

oo 1+ €7 sin(7a)

Pl

Zunichst definiere eine komplexe Funktion f(z) = ;5. Fiir Polstellen betrachte eine Nullstelle von %,
1+e* = 0. Dies liefert z = i(m + 2km), k € Z. Die Polstellen befinden sich also alle auf der imaginéren Achse,
bei ungeradzahligen Vielfachen von ¢w. Wir legen nun wieder einen Weg durch die komplexe Ebene, der nur
eine Polstelle mit einschliet. Sei I'g, der Weg entlang des Rechtecks, das durch die Punkte R, 2miR, —2miR
und — R festgelegt ist, vgl. Abbildung 1.8. Dann ist nur eine Polstelle bei im eingeschlossen. Das Residuum
dort ist i

az az

e e (& .
lim — 1 = lim — = = - = —UT
zim'Tr(Z Zﬂ-) 1+ e? zinﬁr eZ—elm (ez)/(iﬂ') err ©
z—im
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1 Komplexe Analysis (Funktionentheorie)

Mithilfe des Residuensatzes folgt
f(2)dz = —2mie®™.

g,

Dabei setzt sich I'p, aus vier Teilstrecken zusammen, eine auf der reellen Achse, eine parallel zur reellen
Achse auf der Hohe 27i sowie zwei Stiicke an den Seiten. Das Integral iiber das Teilstiick der reellen Achse
sei bezeichnet mit I, das parallel zur reellen Achse mit I}. Es ist also

f(2)dz = Ig + I, + Seitenintegrale = —27ie®™.
Tr,
Als Parametrisierung fiir I, wihle z(t) = 2im +t,t € [-R, R|. Das Integral ist dann

R _a(2mi+t) R _27iaat
Tp=—| mdt=— [ S —dt =&
R = ple2mitt " = | L1y e2migl R

denn das Integral iiber das Teilstiick der reellen Achse Ig ist

R o0
IR:/ dx
_pl+e*

f(2)dz = Ip(1 — ™) + Seitenintegrale = —27mie®™.

I'r,y

Also ist

Fiir die Betrédge der Seitenintegrale ergibt sich beispielhaft fiir den rechten Teil mit einer Parametrisierung
z(t) = R+ it,t € [0, 27|

2T €a(l’%+it)
/ T erradt
0 1 +e

da 0 < a < 1. Es wurde zudem verwendet, dass gilt |1 + 2| > 1|z| fiir |z| groB genug. Das Integral auf der
linken Seite lédsst sich analog abschétzen und verschwindet fiir R — oo. Also ergibt sich insgesamt

21 eaR 2w eaR R—soo
< / 7Rdt < 2/ —dt = e(a_l)R47T — 0,
o |1+ efteit| o el

—2mie™” - ern 2mi s
T 1 _eaim  "eain(gain _ eair)  caim _ g—aim  gin(ma)’

1.0.5.14 Beispiel. Dirichlet-Problem

Wir betrachten eine auf der Einheitskreisscheibe D = {z € C|0 < |z| < p} fiir p < 1 holomorphe Funktion
u. Wir nehmen an, dass u = ug(t) auf dem Rand vorgegeben und dass u zusétzlich am Rand noch stetig ist.
Nun soll die stationire Warmeleitungsgleichung

Ir

Au(z)=0 VzeD (1.1)

gelost werden. Dafiir sind die folgenden drei Schritte notwendig:

2 et P

Re <ew —l—z) 1 <ei‘p +z e + 1/z>

el — z 2\e¥—2z e¥—1/z

1. Zeige zunéchst

Man erhélt nun wegen

folgende Darstellung:

1 [T (et e+ 1)z s
=5 5 ) e)a

02 \ev—z v —1/z
o , : : .
:1/ 'ew +1z'—e“"_ | e 7_11/2—6% F(e)dy
2 Jo | e —z 2e—z e —1/2 2e%—1/z
—_—— ——
A C B D
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e Mit dem CAUCHY schen Integralsatz erhélt man direkt, dass 1/(2m) 027r Af(e*)dp = f(2).
e Fiir B ergibt sich leicht, dass [, ap B = 0 ist, weil B innerhalb von I keine Pole hat.
e Offensichtlich ist aber auch C' 4+ D = 0.

Damit ist (1.2) gezeigt. Durch Umformungen erhiilt man aus (1.2) dann mit z = '
1 2m )
F) = o [ )P o~ 0)ap,
T Jo

wobei P, den Po1ssoN-Kern bezeichnet, welcher durch

1 — 72

P =
»(7) 1+ 72— 2rcos(v)

gegeben ist.

2. Die Formel gilt auch, wenn f holomorph auf D und stetig auf D, da das Integral fiir festes z auch fiir
p — 1 konvergiert.

3. Es gelte nun v = Re f mit einer auf D holomorphen Funktion f. w erfiille Au = 0 wie in (1.1) und
u = up sei am Rand stetig. Es gilt

g(z)ZQau_<a 0

% =
Wegen (dzf = 0) = f holomorph folgt daraus:
dg 0 0
0z  0z0z
= ¢ holomorph = 3 F mit F/ =g.

BEMERKUNG. Sei u = Re f, dann gilt f' = g, also f = F + ¢ (ist Realteil einer komplexen Funktion). Da
aber

. 1 [27 .
fre) = o | F(9)Puo = 0)de
T Jo
= u(r,0) + iv(r,0)
1o :
=5 | (ull,0) +iv(l,9)) Prp - 6)de
T Jo
1 2T 1 27
=52 [ woPe =0+ ip [ ooRe- 0
Daher gilt
1 21
ur0) = 5 [ ul )P~ 0)ag

also kann man eine Losung fiir v finden.

1.0.6 Singularitdten

1.0.6.1 Definition.

Sei f holomorph in  bis auf einen Punkt zy € 2. Wenn man f(zg) so definieren kann, dass f holomorph in
Q wird, dann nennt man zyp BEHEBBARE Singularitét.

1.0.6.2 Theorem. Riemann’s Theorem

Sei f holomorph in © bis auf einen Punkt zy € Q. Wenn f beschriankt ist in Q\{z9}, dann ist zy eine
behebbare Singularitdt. Dies ist eine besondere Eigenschaft komplexer Funktionen und gilt NICHT im R".
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1 Komplexe Analysis (Funktionentheorie)

Abbildung 1.9: Ein Weg, der sowohl z als auch zp umfiahrt. Dabei ist der Abstand d mindestens %|z — 20|
groB.

Proof. Der Beweis wird analog zu 1.0.4.7 gefﬁhrt. Es ist zu zeigen, dass man schreiben kann
f(z) = / df Vz # zg innerhalb von C.
2 & —

Mit f(z9) := 27” fC {6 ~d¢ wird f holomorph in . Wir wihlen unseren Weg I'c 5 so, dass er sowohl z als
auch zp umfahrt (Vgl Abblldung 1.9) und damit nur auf einer holomorphen Funktion definiert ist. Dabei
soll der Abstand der beiden Kreise um z und zy mindestens %|z — zp| betragen. Nun lassen wir ¢ gegen Null
gehen und erhalten dadurch drei Integrale iiber Kreise:

f(€) f(&)
0_/Fee'5£ dg_%ﬁo/r '5€_zd§
(€) &)
/05—»’«’(1f /wef— /wgf—zd§
& . [ &) )
:>/C€_zd§—/%§_zd§+ %g_zdg.

Dabei kann man fiir das Integral @ schreiben:

o [HOSC, [ S

e &
f() - f (2)
s ————d{ + 2mif(2).
Der vordere Term verschwindet im Limes € — 0, da f holomorph in z:
f€) - ’ f(&) - f(z) =0
d 1|l .
Sharas 3 i e l(ve)l —0

Fiir den Betrag von @ kann man schreiben
€ 9

/mdﬁ < sup
'yég_z ‘Z_ZO‘

da nach Voraussetzung der Abstand der beiden Kreise um z und zp mindestens %]z — 29| betrigt. Es folgt

insgesamt
1) 4o —omirs L[
/Cg—zdf 2mif(z) = fl2) =5 / dg.

m Jo & — 2

@] =
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1.0.6.3 Bemerkung.
Mittels Riemann’s Theorem lassen sich Singularitéiten klassifizieren.
1.0.6.4 Korollar.

Habe f bei 2 eine isolierte Singularitéit. Dann gilt

f hat einen Pol bei zp & le |f(2)] = oo.
Z—20

Proof. ,=“: zy ist Pol, d.h. ﬁ hat Nullstelle bei zg. = lim, ., 7y = 0 & |f(1z)| <es |fR)>1=

. £(2)]
lim,_,, |f(2)| = oco.

H=" f(lz) ist holomorph in einer Umgebung von zy; und I f(lz)‘ 2H0. Also ist f(lz) beschréankt in einer

Umgebung von zp. Nach Riemann’s Theorem ist % holomorph in (iﬂ) = 0. = g ist Pol. O

~

1.0.6.5 Definition.
Sei zg isolierte Singularitdt und weder Pol noch behebbar. Dann nennt man zg WESENTLICHE Singularitét.

1.0.6.6 Theorem. Casorati-Weierstral3

Sei f holomorph in D,(z9)\{20} und habe f wesentliche Singularitit bei zy. Dann liegt das Bild von
D, (z0)\{z0} dicht in C.

Proof. Annahme: f(D;(z0)\{z0}) liegt nicht dicht in C. Dann gibt es ein wy € C und € > 0 sodass
f(Dr(20)\{z0}) € C\D¢(wp), denn Vwy und Ve > 0 Jw : |w — wp| < € sodass w = f(z) Vz € Us(2p).

Es ist dann f(z) — wp holomorph in D, (z9)\{20} und damit natiirlich auch g(z) := Wl—wo holomorph in

D, (z0)\{#0}. Nach Riemann’s Theorem ist zy behebbare Singularitit von g, da g beschrénkt ist nach Annah-
me. = g holomorph in D, (zp). Jetzt kann es nur zwei Moglichkeiten geben, beide fithren zum Widerspruch:

1. g(z0) #0 = ﬁ = f(z) — wp ist holomorph in D, (zp). Das ist ein Widerspruch zur Annahme, dass zp
wesentliche Singularitdt von f ist.

2. g(z0) =0= le) hat einen Pol bei zg und damit auch f. Dies ist auch ein Widerspruch zur Annahme,

dass zg wesentliche Singularitéit von f ist.
Somit muss das Gegenteil der Annahme gelten und das Bild von D, (z0)\{z0} liegt dicht in C. O

1.0.6.7 Definition.

f ist meromorph in €2, wenn es eine Folge von Punkten {zg, 21, ..., 2, } gibt, die keine Hiaufungspunkte in {2
hat, sodass

(a) f holomorph in Q\{zp, 21,...,2n}
(b) f hat Pole bei {29, 21,...,2n}.
f hat einen Pol bei z = oo, wenn F(z) = f (1) einen Pol bei 0 hat.

1.0.6.8 Beispiel.

Zur Veranschaulichung des nachfolgenden ,, Argument principle® zwei konkrete Beispiele. Betrachte das In-

/ n—1
/ f(z)dz:/ naz dz:n/ }dz:n27ri
c f(z) c az" cz

/ _ —(n+1)
/ () dz = / Ldz = n/ 1dz = —n2mi
c f(?) c az " c?

Das Integral iiber fTI liefert also Information iiber die Anzahl an Nullstellen oder Pole einer Funktion.

tegral [, %dz fiir
(a) f(z) =az"
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1 Komplexe Analysis (Funktionentheorie)

1.0.6.9 Theorem. ,,Argument principle*

Sei f meromorph in Q und C' C € ein Kreis (toy-contour) innerhalb 2. Wenn f keine Nullstellen und Pole
auf C hat, dann gilt
1 [ f(=)

211 C f(Z)

dz = {#Nullstellen} — {#Pole},

gerechnet MIT Vielfachheit.
\ S
NG, (¢

Abbildung 1.10: Integriert man iiber einen Kreis C, der Nullstellen (Punkte) und Polstellen (Kreuze) bein-
haltet, so geniigt es kleine Kreise C; um besagte Stellen zu integrieren.

Proof. Legt man einen Schliisselloch-Weg um die Nullstellen und Pole von f, so erhilt man, dass das
Integral iiber einen Kreis dquivalent zur Integration iiber viele kleine Kreise um die Nullstellen/Pole ist (vgl.

Abbildung 1.10): £(2) ()
IS ELEP A S

(a) Sei z; Nullstelle. Dann kann man in einer Umgebung von z; die Funktion f darstellen durch f(z) =

(z — 21)"g(#) mit g(z) holomorph und # 0 in einer Umgebung von z;. Fiir fTI bedeutet das

I (=—a)g(2) _ n(z—2)"'g(2) + (z — 2)"g'(z) _ n Lt 9()
f (z —2)"g(2) (z —2)"g(2) 2=z g(z)
Es folgt ) )
'z =n 1 z 9 z = n2mi
T et e e+

wobei beim letzten Gleichheitszeichen verwendet wurde, dass g und folglich auch ¢’ holomorph in einer
Umgebung von z; sind.

(b) Sei zj Polstelle. Dann kann man in einer Umgebung von zj, fiir f schreiben f(z) = (z — z;) ""h(z) mit
h(z) holomorph und # 0 in einer Umgebung von z;. Analog zu (a) erhilt man

i’:_ n B (2)
f z—z,  h(z)’

Und damit folgt fiir das Integral

! !
Ldz = —n/ 1 dz +/ w(z) dz = —n2mi.
o, f Cp % — %k o, h(z)

1.0.6.10 Theorem. Rouché’s Theorem

Seien f und g holomorph in einer offenen Menge €2, die den Kreis C' beinhaltet. Falls |f(2)| > |g(z)| auf C,
dann haben f und f + g die gleiche Anzahl an Nullstellen innerhalb von C.
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Proof. Definiere fi(z) := f(z)+tg(z) mit t € [0,1]. Nach dem ,,Argument principle“ gilt fiir die Anzahl von
Nullstellen von fi(z) innerhalb von C

1 /(2
ng = — ft( )d .
2mi Jo fi(z)
Da n; € Ny geniigt es nun zu zeigen, dass n; stetig ist. Damit ist automatisch n; = ng weil n; dann nur

konstant sein kann. Es ist (¢,2) — }2/8 stetig auf [0,1] x C, da f;(z) stetig in Abhéngigkeit von (¢, z) und

|fi(2)| > € auf C weil

[fe(2)] = 1f(2) +tg(2)] = [f(2)] = tlg(2)] = nf (|f(2) —tlg(2)]) =2 €.
Damit ist n; stetig in Abhéngigkeit von ¢t und damit ny = ng. O

1.0.6.11 Definition. Riemann’sche Sphare

Die Riemann’sche Sphire ist die erweiterte komplexe Ebene Cy, := C U {o0}.

Die Veranschaulichung der Riemann’schen Sphire liefert die stereographische Projektion p : §2 — Cup, =
p(z) wobei S? := {z € R3 | |z| = 1} die Einheitssphire in R? ist. p(x) ist der Schnittpunkt der Gerade durch
den Nordpol der Einheitssphire N = (0,0,1) und x € S? mit der Ebene E3 := {z € R? | 3 = 0}. Dieser
wird aufgefasst als Punkt auf Co,, dabei ist p(N) := co. Das bedeutet es gibt nur positive Unendlichkeit auf
der Riemann’schen Sphiére.

Fiir die explizite Formulierung der stereographische Projektion sei z € S?, dann ist die Gerade durch x und
N das Bild von ¢(t) = N = (x — N)t. Der Schnittpunkt mit E3 wird angenommen wenn

0=(g(t))s =1+ (wg = )t =t = .

Also ist die explizite Formulierung der stereographische Projektion

z1 Z2

p(x) = 1—m3+ll—x3'

Die Umkehrabbildung der stereographische Projektion ist p~! : Coo — S2. Um die explizite Formulierung
von p~! zu finden gehe von z = z; + 29 € Cy aus. Es gilt 2 = 2 +i29 = 15;3 +1 12537 weiterhin gilt fiir das
Betragsquadrat von z:

N (1—1’3)2 - (1—%3)2 - 1—.%37

122 z} 4 23 1—z3  l+4as

wobei beim vorletzten Gleichheitszeichen wurde die Gleichung der Einheitssphiire 23423 +3 = 1 verwendet
wurde. Es folgt

IR 2

RPN

Also folgt fiir die explizite Darstellung von p~:

1 221

=yt =gy | 2
2

Die Umkehrung der stereographischen Projektion definiert eine Distanzfunktion auf Co, d : Coo X Co — R(}L .
Definiere

2|z — w|
VAT DA+ )

2
1422

d(z,w) == [p~" (2) = p~ (W)l =

. Diese Distanzfunktion ist

Da p~!(c0) = N kann man einen Abstand zu oo definieren, d(z,o0) =

eine Metrik, da schon (z,y) — ||z — y|| eine ist.
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1 Komplexe Analysis (Funktionentheorie)

Weiterhin ist die stereographische Projektion p winkeltreu. Fiir zwei Kurven 71,72 : (—¢,€) — R3 die sich
in z = 71(0) = 72(0) schneiden ist der Winkel mit dem sie sich schneiden definiert als der Winkel mit dem
sich ihre Tangenten ~}(0) und 14 (0) schneiden. Wenn nun 1,72 : (—¢,¢) — S? so gilt bei Winkeltreue

(71(0),%(0)rs _ (§P(11) li=0, §P(72) le=0)re
Vi OO [[§2(n) le=ol| | §2(2) le=o]|

Mit der Umkehrabbildung p~! der stereographischen Projektion zeigt man fiir 74,V : (—¢,€) = Coo

d

<dt

1) le=o)es = (7(0), (D™ 1)) (@)(D(p™ 1)) (2)75(0)) g2

- (,z,;“)Q<v;<omg<o>>R2

d
-1
() =0 37

g(Coo(’Ya( )’,y( ))
= (7a(0),%(0))c

Geometrisch kann man sich iiberlegen, dass das Bild der Tangente ¢ der Schnitt der Ebene, die durch ¢ und
N aufgespannt wird, mit der Ebene FEj ist, also auch wieder eine Gerade. Sei C' Kreis. Dann ist auch das
Bild von C, p(C), ein Kreis. Einzige Ausnahme sind Kreise durch N, diese werden auf Geraden auf C
abgebildet (Kreise mit Radius co).

1.0.6.12 Theorem. Open mapping theorem

Sei f holomorph und nicht konstant im Gebiet Q. Dann ist f offene Abbildung (das Bild einer offenen Menge
ist offen).

Proof. Es sei Ve := {w | |w—wp| < €} mit wp := f(20). Nun ist zu zeigen, dass V. C f(Us) und wenn w € V,
dann 3z € Us mit f(z) = w. Wihle dazu ein festes w und definiere

f(z) —w= f(z) —wo+wo —w
—_—— N\ —
=F(2) =G(2)
Wiéhle weiterhin 0 klein genug mit f(z) — wo # 0 auf Cs, K(0) := mgl |f(2) —wo|. Sei € > 0 mit € < K(0).
zeCs

Dann gilt |F(z)| > |G(z)| = € fiir z € Cs. Damit gilt nach Rouché’s Theorem, dass F'(z) und F(z) +G(z) =
f(2z) — w die gleiche Anzahl an Nullstellen in Cjs haben. O

1.0.6.13 Theorem. Maximum modulus principle

Sei f holomorphe, nicht konstante Funktion im Gebiet Q2. Dann kann |f| das Maximum NICHT innerhalb 2
annehmen.

Proof. Annahme: |f| nimmt Maximum bei zp € © an. Dann gibt es ein f(z) mit z € D, (zp) sodass |f(z)| >

£ (z0)]- O

1.0.6.14 Korollar.
Sei ) Gebiet mit kompaktem Abschluss . Dann gilt fiir eine holomorphe, nicht konstante Funktion f

zgg\f(Z)! = gggglf(Z)l-

Dies gilt auch fiir harmonische Funktionen.
1.0.6.15 Definition. Homotopie

Zwei Kurven sind homotop, wenn eine stetig in die andere iiberfiihrt werden kann, mathematisch formuliert
bedeutet das: v9 und 7 : [a,b] — C sind homotop, wenn Vs € [0, 1] 3 Kurve 5 mit Parametrisierung vs(t),

vs(a) = a,v5(b) = B die stetig in (¢, s) € [a,b] x [0, 1] ist.
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1.0.6.16 Theorem.
Sei f holomorph in Q. Falls g und ~; homotop sind gilt

(2)dz = [ f(2)dz.

o ga!

Abbildung 1.11: Illustration der Beweismethode.

Proof. Betrachte Abbildung 1.11 zur Veranschaulichung. Da f holomorph, findet man in Umgebungen um
feste Punkte Stammfunktionen Fj, fiir die gilt Vi: F} = f und F; = F; 41 + ¢;, da sich die Stammfunktionen
jeweils nur um eine Konstante unterscheiden kénnen. Wahlt man eine Kurve g, die nah zur Kurve ~g
verlduft, so kann man Stammfunktionen definieren, die beide Kurven einschliefflen. Man schreibt

Lo L= (L)

n

=D (Fizir1) — Fi(21)) — (Fi(wita) — Fi(wi))]

=0
n+1 n
= [Fic1(zi) — Fima(wi)] — Z [Fi(2:) — Fi(wi)]
1=1 =0
£ (Fu(2n41) — Fa(wns1) — (Fo(z0) — Fo(wo))
2.

Bei @ wurde verwendet, dass
Fi1(z) — Fio1(wi) = Fi(z) — Fy(w;),

da F;_1(z) = F;i(z) 4+ ¢, wenn z aus dem Schnitt der beiden Kreise in denen F;_; und F; definiert sind.
Damit heben sich alle Terme bis auf den ersten und den letzten auf. Bei @ geht ein, dass nach Konstruktion

zo = wo und zp41 = wpy1. Damit gilt
[=]+
Yo s

man wiederholt diese Prozedur, bis f% f= fm f. O
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1 Komplexe Analysis (Funktionentheorie)

1.0.6.17 Korollar.

Jede holomorphe Funktion in einem EINFACH ZUSAMMENHANGENDEN Gebiet ) hat eine Stammfunktion.
Das Integral iiber geschlossene Wege verschwindet.

Proof. F(z) = f'Yz f(w)dw liefert eine Stammfunktion. O

1.0.7 Komplexer Logarithmus

Der komplexe Logarithmus sollte folgende Eigenschaften erfiillen:
(a) log(z) sollte die Umkehrfunktion von e* sein, el°8(*) = »
(b) die Ableitung des Logarithmus ist (log(z))’ = 1
(c) Fiir z = re? soll gelten log(z) = log(r) + 6.

Also muss man den Definitionsbereich einschranken. Eine bestimme Wahl dieses Definitionsbereiches nennt

man ZWEIG des Logarithmus.

1.0.7.1 Theorem.

Sei ) einfach zusammenh#ngend mit 1 € Q und 0 € Q. Dann gibt es einen Zweig des Logarithmus F(z) =
logq(z) sodass

(a) F holomorph in

(b) ef(®) = 2 mit z € Q

(¢) F(r) =log(r) mit r > 0.

Proof. Da 0 ¢  ist % holomorph in © und man kann eine Stammfunktion definieren durch

Starte der Weg . bei 1. Damit beweist man die Forderungen
(a) = F(z) holomorph
(b) zeige, dass e F(*)z = 1. Es ist

d

A (—FEL) Z o FE (] — Fla)s) —
= (e z) e FE(1 - F'(2)2) =0,

da F'(z) = % Also kann e~ ()2 nur konstant sein. Beispielhaft setzen wir z = 1 um die Konstante zu
bestimmen, es ist

1
F(1) :/ “dw=0=e W1 =¢0=1,
'Ylw

(c) Fir r > 0 gilt

1.0.7.2 Beispiel.
Definiere Q := C\{R_}. Dann ergibt sich fiir den Logarithmus

1 "1 ’ 1 Lt .
IOgQ(Z) = [yz ;dZ - /1 ;dx + 0 @ZTG @d@ = 10g(7") + 10
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mit 6 € (—m, ).
1.0.7.3 Theorem.

Falls f eine nirgends verschwindende holomorphe Funktion f ist in einfach zusammenhingenden Gebiet 2,
dann existiert eine holomorphe Funktion g auf {2 mit

£(z) = 1@,
Die Funktion ¢(z) kann kann als log f(z) bezeichnet werden.

Proof. Fixiere Punkt 2y € 2. und definiere

g(z):/g/(w)dw—l—co,

wobei v irgendein Weg von zp nach z ist und ¢y eine komplexe Zahl, sodass e®® = f(zg) ist. Die Definition
ist unabhénging von v da 2 einfach zusammenhéngend ist. Da f nicht verschwindet ist g holomorph mit

und offensichtlich
(f(z)e79) =0,

sodass f(z)e™9 konstant ist. Da f(z)e 9(0) = 1, folgt, dass die Konstante gleich 1 ist, womit die Aussage
folgt.

O

1.0.7.4 Theorem.
Sei f holomorph in Dg(zg) sodass f(z) =Y oo an(z — 20)", dann gilt fiir a,

27r1'r'" 027r Flzo + Tei@)e—mede fir n >0 ‘
an = - o i
L2 f(zo +re?)e™9d9 =0 fiir n < 0

2mrm JO

wobel r < R.

Proof. Verwende Theorem 1.0.4.10 und setze eine Parametrisierung £(0) = zo + 7€' ein, sei zuerst n > 0,

_ L e
" o /c E— 2y e

L[ flzo+7e®) . 4
=5 i s g sy LU dé

1 2 . .
f(z0 + rei?)e=m040.

2mrn

Analog erhélt man fiir n < 0

1
0= 5 |, HOE )1
=0
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1 Komplexe Analysis (Funktionentheorie)

da der Integrand holomorph ist wegen (—1 —n) > 0. Mit Einsetzen einer Parametrisierung folgt das selbe
Integral wie fiir n > O:

1 f(€)
2mi Jo, (€ Zo)"ﬂdg
1 (2 f(zg +re®)

— .10

= 277” ; WTI"e dg
1 2 o

=5 f(z0 4+ re®)e™™0d0  fiir n < 0.
™r 0

1.0.7.5 Korollar.

Sei f wie oben, dann ist der Funktionswert des Kreismittelpunkts definiert durch

1 2

f(z0) = /), f(zo0 + re')de.

Proof. Aus der Entwicklung von f erhilt man f(zy) = ag. Mit Theorem 1.0.7.4 berechnet man ay und erhélt
das geforderte Ergebnis. O

1.0.7.6 Korollar.
Sei f wie oben, u = Re(f), dann ist

1

2 )
u(zp) = 27T/0 u(zo + re?)do.

Bemerke: Dies gilt auch fiir Funktionen u : R? — R mit Au = 0 (also harmonische Funktionen).

1.0.7.7 Theorem. Laurent-Reihe

Sei f holomorph im Kreisring R := {z € C | 1 < |z — 29| < ro} mit 0 < r1 < 7r9. Dann kann man fiir f

schreiben f(z) =Y 7 an(z — 20)", wobei die Reihe absolut konvergiert innerhalb von R.

Abbildung 1.12: Integration entlang des Weges T'.

Proof. Verwende Cauchy’s Integralsatz um zu schreiben (vgl. Abbildung 1.12)

1= ok [0 L ([ Hac [ 10u0).

T omi ré—=z T 2mi E—z o §—2
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z—20

| < 1. Verwende die geometrische Reihe um zu

Sei nun |{| = re und weiterhin |z| < ro. Also ist

schreiben

I 1 1 1 B (z — 20)
f—Z_f—Zo—(Z—ZO)_§—Zol—ﬂ_z(§—zo)”“'

§—20 n=0

Analog erhélt man mit [£] =71 und |z| > ™

I 1 -1 1_—1i§—z0”
f—Z_ﬁ—Zo—(Z—ZO)_Z—Zol—ﬂ_z—zon0 z— 20

— (£ 20) (=)t — (£—z)"!
B nz% (z — 20)"* ; (z = 20)" HZOO (z = 20)~"
_ i (z —z0)"

L= (= 20)n

Also folgt insgesamt

f) = 5 ( G

00 -1
> e [0 3 )

n=0 n=—oo
o0
= Z an(z — 29)"
n=-—o00
" Jo, @2 5mrde n>0
ml a”_i [ S d¢ n <0,
Cl € ZO n+1

Mit den Eigenschaften der geometrischen Reihe konvergiert die Laurent-Reihe absolut im Innern von R. [

1.0.8 Konforme Abbildungen

1.0.8.1 Definition. konforme Abbildung

f heifit KONFORME Abbildung, wenn f holomorph und bijektiv ist. Konform bedeutet winkelerhaltend. Zwei
Gebiete U,V heiflen KONFORM AQUIVALENT genau dann, wenn es zwei holomorphe Funktionen f: U — V
und g : V — U gibt mit f(g(w)) = w und g(f(z)) = =.

1.0.8.2 Satz.
Sei f : U — V holomorph und injektiv, dann ist f'(z) # 0 Vz € U. Die Inverse von f(U) ist auch holomorph.

Proof. Angenommen f’(zy) = 0. Dann kann man f in eine Potenzreihe entwickeln und daran sofort ablesen,
dass ag = f(20) und a1 = f'(z9) = 0. D.h. man kann schreiben f(z) — f(20) = > o g an(z —20)". Seiw € V
beliebig. Setze

f(z) = (f(20) + w) = F(z) + G(2)
mit F(2) := ag(z — 20)? —w und G(2) := Y oo s an(z — 20)" = (2 — 20)> Y oog as+i(z — 20)". Wihle jetzt € so,
dass

|a2\62 = laz(z — zo)2| l.ec. > max |G(z)].
zeCle
OC€2 %,—/

xed
Dann withle w klein genug, so dass |az(z — 20)? — w| > max |G(2)|. Damit ist |F'(z)| > |G(#)| auf Ce. Nach
zele
Theorem 1.0.6.10 (Rouché) hat dann F(z) + G(z) = f(2) — f(20) — w mindestens so viele Nullstellen wie
F(z) innerhalb von C.. Fiir w klein genug (w < |az|€?) hat F(z) genau zwei Nullstellen und damit auch

F(2)+G(z). Dann kann aber f nicht injektiv sein, weil f/(z) # 0 fiir z aus einer geniigend kleinen Umgebung
von zg. Dies ist aber ein Widerspruch zur Annahme und da 2 beliebig war ist f’(2) # 0 in ganz U. O
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1 Komplexe Analysis (Funktionentheorie)

1.0.8.3 Beispiel.

Dieses Beispiel soll den obigen Satz plausibel machen. Sei g die Inverse von f. Definiere g(w) = z, g(wo) = 20
und schreibe

g(w) B g(w0) 1 1 Z2—z 1
W — W T “wmwy T J(2)—/(z0) — I'(2)
0 gw)—gwo) T 2=z

mit f'(z) # 0. Also ist f'(z) # 0 wenn die Umkehrabbildung existiert.
1.0.8.4 Bemerkung. zur Winkeltreue

Betrachte zwei Kurven im Komplexen, v(t),n(t) € C, die sich fiir ¢ = 0 schneiden, v(0) = n(0). Die
Tangenten sind +/(0) und 7’(0). Unter welchem Winkel schneiden sie sich? Allgemein ist fiir zwei komplexe
Zahlen w = re’? und z = pe’® der Winkel enthalten in

wz re'? pe~

o _ — oile—0)
R 7 =

Das Argument der Funktion liefert dann den Winkel, arg x(w, z) = ¢ — 6. Fiir die beiden Tangenten ergibt
sich
7' (0)n'(0)
X(4'(0),1'(0)) = =m0 =
17/ (0)['(0)]
Unter Anwendung von f soll der Winkel nun der selbe sein. Nach der Kettenregel ist (f(v(¢)))" = f'(v(t))v'(¢)
und man erhilt

, n o J(9(0))7'(0) f'(n(0))n'(0)
QO OO = 15 G I O () )
1 ((0) 2 ()7 @)

G (0) 2] (0) [y

:O[7

0)]

da v(0) = n(0) und f’' # 0.
1.0.8.5 Theorem.
Sei D = {z € C | |z| < 1} die Einheitskreisscheibe ohne Rand und H = {z € C | Im(z) > 0} die obere

Halbebene ohne Rand. Dann ist die Funktion F'(2) = ;7% eine konforme Abbildung von H nach D.

Proof. Sei z € H. Dann ist |F(2)| = |Z‘ = ‘)| < 1. Wohin wird der Rand abgebildet? Der Rand von H ist die

reelle Achse, sei dazu x € R. Es ist

1 — X xr—1 w
(v) Fp i wml w=x+1

Es ist offensichtlich |F(z)| = 1 und F(z = 0) = 1, F(x = +o0o) = —1. Die Umkehrabbildung zu F ist
G:D— H, Gw) = 2% 17w Der Rand der Einheitskreisscheibe ist der Einheitskreis, w = = €. Dieser wird
abgebildet auf

1—el®  eie/2 gmip/2 _ cip/2 sin(¢/2)

iy _ _ _ _
G(e ) Zl + 67;90 el’(p/Q (—i)(e_i¢/2 n eiCP/Q) COS(SD/2) tan(tp/Q)

Nun bleibt noch zu zeigen, dass F(G(w)) = w und G(F(z)) = z. Dies wird dem geneigten Leser als
Ubungsaufgabe iiberlassen. O

1.0.8.6 Beispiel. konforme Abbildungen

In der folgenden Tabelle sind einige konforme Abbildungen samt ihrer geometrischen Interpretation auf-
gefiihrt.
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Funktion Geometrische Interpretation
-,
F(z) = % 0 0
=
11
f(Z) = Zn’ g<w) = wWn= nlogw 0 n/n 0
X
g
A
_ 1+
h(z) = 125 0 1 0
-
j(z) =logz q
in/2
I : /k\
| i
k(z) =¢e* : -
' i /2
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1 Komplexe Analysis (Funktionentheorie)

Funktion Geometrische Interpretation

Mithilfe dieser lisst sich der Sinus darstellen als sinz = —%(e’* — e7%*) = m o p o [(z) wobei p(z) = iz:

>
D
|/

)z

/2 0 /2 0 J 1 0 1 1 0 1

1.0.8.7 Lemma. Schwarz

Fiir Funktionen f : D — I mit f(0) = 0, die holomorph sind gilt
(a) [f(2)] <]
(b) Wenn es ein zg € D gibt mit |f(z0)| = |20|, dann ist f eine Rotation, f(z) = ze® mit € [0, 2x].
(¢) |f'(0)] < 1. Wenn |f(0)| =1 ist f Rotation.

Proof. Zu (a): Da f holomorph auf D kann man in eine Potenzreihe entwickeln (f(z) = ag+a1z+agz®+...)
und erhilt mit f(0) = 0, dass ag = 0. Definiere dann eine holomorphe Funktion

@ z#0
9l2) = {f'(()) 2=0.

Sei |z| = r < 1. Dann ist |g(z)] = ‘f(r—z)l < 1 da|f(z)] < 1. Nach Theorem 1.0.6.13 (maximum modulus

— r )
principle) gilt dies nun fiir alle z innerhalb des Kreises mit Radius r, [g(z)| < 2 V|z| < r < 1. Da |g(2)| das
Maximum nur auf dem Rand von D) annehmen kann folgt |g(2)| = % < 1Vz € D und damit

|f(2)] < |z| Vz € D.
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Zu (b): Es ist |f(20)| = |20| und damit |g(29)| = % = 1. Also nimmt |g(z)| das Maximum in Innern von

D an. Dann kann |g| nur konstant 1 auf D sein. = g(2) = € mit § € [0, 27] und damit folgt nach Definition
von g(z), dass f(z) = ze®.

Zu (c): Es ist % <1 und mit f(0) = 0 auch w < 1. Bildet man jetzt den Limes z — 0 auf beiden
Seiten, so erhélt man

i )= 10)

z—0 ‘Z’

=10 <L
Wenn nun nach Voraussetzung |f'(0)| = 1, so verwendet man das selbe Argument wie zuvor,

f(z)

z

£/(0)] = 1 = lim

z—0

= [g(0)|.

Da |g(z)| das Maximum im Innern von D annimmt, kann |g(z)| nur konstant auf D sein und damit ist
g9(z) = e und f Rotation, f(z) = et 0

1.0.8.8 Definition. Automorphismus

Eine konforme Abbildung f : © —  heiit AUTOMORPHISMUS auf 2. Es bezeichne Aut(€2) die Menge aller
Automorphismen auf €. Diese bilden eine Gruppe, d.h.

feAut(Q) Ag e Aut(Q) = fog e Aut(Q).
Weiterhin ist ¢! o f~! die Inverse zu f o g.

1.0.8.9 Theorem.

Wenn f ein Automorphismus auf D ist, dann existiert ein 6 € [0, 27] und « € D, sodass

 pa—z
Proof. Definiere 14(z2) := = . Es ist
o — 2=
Yo © Yo = 1 _71(122 =2z,
1-az

d.h. 1, € Aut(D), da ¢, holomorph und bijektiv. Weiterhin ist 9,(0) = o und ¢, (a) = 0. Betrachte die

Abbildung des Einheitskreises von ),:
" " "
¢a(€i6) =2 ¢ = a— ¢ = —e_ieiia —c = —e_ieg

1 —ae?  ef(e—i —q) a _ cif o

f : D — D ist Automorphismus auf I und deswegen gibt es ein o € D, sodass f(«) = 0. Definiere nun
g(z) := fo1,. Da g eine Verkettung von Automorphismen ist, ist g selbst Automorphismus auf D. Es ist
g(0) = fo1a(0) = f(a) = 0. Nach Lemma 1.0.8.7 (Schwarz) ist |g(z)| < |z|. Fiir g~! gilt dann das selbe,
denn ¢g71(0) = 0 und ¢! € Aut(D). Also kann man auch schreiben |¢~!(w)| < |w| mit w = g(2). Setzt man
dieses ein erhélt man |z| < |g(z)|. Also muss gelten |g(z)| = |z|. Nach Punkt (b) vom Lemma von Schwarz
ist g dann eine Rotation, g(z) = f 0 ¢ (2) = €2. Da 1, 0 1y = Id schreibt man

f(Z) = fotgo @Z)a(z) = €i9¢a(2)
und erhélt was zu zeigen war. O

1.0.8.10 Beispiel.

Man mdochte eine konforme Abbildung von der oberen Halbebene in die obere Halbebene finden, ¢ : H — H.
Dazu transformiert man zuerst H auf D, hat dort eine konforme Abbildung f : D — D und transformiert
dann wieder zuriick. F'(z) = 77 bildet die reelle Achse auf den Einheitskreis ab. Es ist dann

az+b

_ 1 _
p=F OfOF(Z)_cz—i—d a,b,c,d € R,
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1 Komplexe Analysis (Funktionentheorie)

wobei det (‘cl g) = 1 gilt. Man kann allgemein schreiben

p = pum(z) mit M = (‘é Z) , detM =1, M € SLy(R).

Verkettet man zwei Funktionen ¢y und ¢y, so gilt var o on = pur.n(2).

Nun wollen wir noch skizzieren, wie man zeigt dass jeder Automorphismus ¢ : H — H von obiger Form ist,
ausgehend davon, dass jede Matrix M einen Automorphismus von H nach H liefert. Sei ¢ beliebig. Dann
gibt es 8 mit ¢(8) = i. Nun stellen wir zuerst fest, dass man N finden kann sodass ¢x (i) = f ist. Dazu
stellen wir uns zunéchst die umgekehrte Frage, wie kann man M konstruieren, sodass 8 auf ¢ abgebildet
wird. Das N ergibt sich dann durch invertieren, N = M~!'. Wenn wir d = 0 setzen dann sehen wir dass
dann gilt

Sp
S(em(B)) = B
Also kénnen wir ¢ so bestimmen dass der Imaginérteil gleich 1 wird. Wahle
-1
My = (2 % ) .
Danach nimmt man einfach Translation um b sodass der Imaginérteil gleich eins wird, d.h.,
e (1),
Das zugehorige M ist also M = MyM;. Mit der Konstruktion von N = M ~! gilt also ¢y o (i) = i und fiir
die entsprechende Abbildung auf der Kreisscheibe
FoopyopoFH0)=0.
Damit ist F o gy o ¢ o F~! eine Rotation, also nach unseren Ubungen gibt es Drehmatrix My, mit
PN O Y= PMy,

und ¢ = on-1y,-

1.0.8.11 Theorem. Riemann’scher Abbildungssatz

Sei ) C C offen, nicht leer, nicht ganz C und einfach zusammenhingend. Sei zg € €2, dann existiert eine
eindeutige konforme Abbildung F : Q — D, sodass F(z9) = 0 und F'(z) > 0.

o flw)+2in

-7

Abbildung 1.13: Die Menge C\{L,} wird auf einen Streifen in der komplexen Ebene abgebildet.
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Proof. 1. Schritt: Man mochte eine konforme Abbildung F':  — U C D finden. Sei zunéchst o € €2, dann
ist f(z) =log(z — ) holomorph in €. Sei weiterhin w € Q, dann liegt f(w) + 27i auf jeden Fall auflerhalb
des Bildes von (2, denn der Logarithmus bildet auf einen Streifen der Dicke 27 ab (vgl. Abbildung 1.13).
Das bedeutet insbesondere f(z) # f(w) + 2w Vz € Q und damit

F(2) = (f(w) + 2mi) £ 0 Vz € Q.

Definiere also eine Funktion )
F(z):=a ~ 4+,
&) = e = () + 20

die beschrénkt in Q ist. Mit geeigneten a,c ist |[F(2)| <1Vze Q. = F:Q — F(Q) C D.

2. Schritt: Es geniit nun den Fall zu betrachten, dass €2 C D ist, mit 0 € ). Dazu betrachten wir die Familie
von Funktionen F aller holomorphen injektiven Funktionen von 2 nach D, die den Ursprung in sich selbst
abbilden.

F ={f:Q — D|holomorph, injektiv, f(0)=0}.

Die Familie ist nichtleer, da f(z) = z offensichtlich darin enthalten ist. Mittels Cauchy Abschéitzungen sieht
man auch sofort dass sup |f'(0)] gleichmBig beschrénkt ist, indem man einen kleinen Kreis um 0 legt. Nun
gilt es zu schliessen dass es eine holomorphe Funktion in F gibt, die diese Funktion maximiert. Auf jedem
kompakten Bereich K ist F gleichgradig stetig. Dies sieht man dadurch, dass |f’| auf ganz K gleichm. be-
schrénkt bleibt. Mit der Bschranktheit fiir F folgt, mit Arzela-Ascoli, aus 1. Semester, dass die Folge f,,, mit
fh(0) = s = sup; | f'(0)], eine teilfolge hat die gegen Grenzwert gleichm. konvergiert auf K. Der Grenzwert
ist natiirlich wieder holomorph mit f(0) = 0 und |f| < 1. Da K beliebig ist kann man das auf ganz
ausdehnen. Die injektivitdt ldsst sich per Widerspruch zeigen. Nimm an, dass f nicht injektiv ist. Also es
gibt z1, z9 die nullstellen von g(z) = f(z) — f(z1) sind. Das heisst ﬁ f,y % ist gleich 1 in geeignetem kleinen
v um z9. Mittels Stetigkeit konnen wir dasselbe fiir g,(z) = fn(2) — fn(z1) folgern, was ein Widerspruch
dazu ist dass g, keine Nullstelle in v haben kann.

8. Schritt: Nun zeigt man, dass f auch surjektiv ist. Man nimmt an die Surjektivitét ist verletzt und fiirt

Widerspruch zur Maximalitéit von |f'(0)] her. Sei o € D so dass es nicht im Bild von f liegt, dann definiere

log z

Yo o f, die 0 nicht im Bild hat, womit man die Wurzel g = e definieren kann, also

¢g(a)ogo¢aof:F

ist in F. Es gilt
f:‘I)OF:dJaOhO%(a)Ofy

mit |®(0)| < 1, da ® nicht injektiv ist, da h(z) = 2. Somit gilt |EF’(0)| > |f'(0)| was ein Widerspruch zur
Annahme ist. O
1.0.8.12 Korollar.
Erfiille U,V die Bedingungen von oben. Dann sind U, V konform &quivalent.
1.0.8.13 Beispiel.
Die Funktion S bildet die obere Halbebene auf ein Rechteck ab,

[ dg
o )_/o VETEDETDE-DE kT

k € R\{0,£1}.

Um die Behauptung zu zeigen, geniigt es zu zeigen, dass die reelle Achse auf den Rand des Rechtecks
abgebildet wird. Sei zun#chst § > 0. Dann gilt

B B
<§+ ]1) _ eﬁlog({—i—%) — eﬁ(log|§+%|+iarg(£+%)) — Ié _i_% eiﬂarg(ﬁ-%—%).
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1 Komplexe Analysis (Funktionentheorie)

Sei 0.B.d.A. + > 1 und F(§) := (E+k1)(E+1)(§ — 1)(£ — k1) Betrachte nun S(z) mit z € R und #ndere

die Grenzen im Integral: .
S dg &
o) = /_oo AGRE /_oo gz~ e

dabei ist ¢ € C eine Konstante, die das Rechteck auf der komplexen Ebene verschiebt. Fiir die Form geniigt
es daher S(z) zu betrachten.

5(1) 5(0) S(-1)
S
7
Y R B 3(6) NEE S

Abbildung 1.14: Die Funktion S bildet die reelle Achse auf den Rand eines Rechtecks ab.

1. Sei z < —%. Dann sind alle Terme unter der Wurzel negativ und man kann schreiben

N d¢ o ae
S(z) = /oo \F(&)[1/2 <ez‘%>4 a /oo [F(&)|1/2

Da die Wurzel aus den positiven Betriigen reell ist, ist auch das Integral reell und deswegen ist S (2)
fiir z < —% auf der positiven reellen Achse.

2. Sei —% < z < —1. Dann ist

s =Skt [T L gy [ sy [T
=80 g =0 L Fe) (5) S [ e

Fiir —} < z < —1 bewegt man sich also in positiver imaginérer Richtung vom Punkt S(—k~1) aus.
3. Sei —1 < z < 0. Dann ist

] ~ e ) 2 d¢ - dé
a@—skn+/lﬂ®—S&n+/}wQNG§y_S“”_/}M@N

Fiir —1 < z < 0 bewegt man sich in negativer reeller Richtung vom Punkt S (—1) aus.

Fiir z > 0 geht man analog vor und erhélt das selbe Ergebnis gespiegelt an der imaginéiren Achse (vgl.
Abbildung 1.14). Die reelle Achse wird also auf den Rand eines Rechtecks abgebildet.

1.0.8.14 Beispiel. Strémungsprofil

Bestimme das Stromungsprofil von z.B. Wind, der iiber eine Kante der Hthe a streicht. Finde dazu eine
konforme Abbildung, in deren Bild das Stromungsprofil einfach zu berechnen ist (vgl. Abbildung 1.15).
Mit dem reellen Potential ¢(z,y) ist das Geschwindigkeitsfeld gegeben durch v = ¢, — ipy,, v = (a,b)
mit ¢ = ¢, und b = —¢,. Der Fluss ist ®(z) = ¢ + i), seine Ableitung liefert das Geschwindigkeitsfeld:

P'(2) = %}I) = Pz + 1 = @z — iy = v(2).
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”

Abbildung 1.15: Stromungsprofil iiber einer Kante der Hohe a, vereinfacht dargestellt durch die Abbildung
f

Man mochte nun einen Fluss der einfachen Form ®(w) = veow,w € C finden. Denn dann ist das Geschwin-
digkeitsfeld iiberall konstant, v = ®'(w) = Vo (1 —i0) = vso. Verwende folgende Verkettung von Funktionen:

Damit ergibt sich insgesamt f(z) = v/22 + a? = w und der Fluss in Abhéngigkeit von z ist damit ®(z2) =
VoW = VooV 22 + a?. Das Vektorfeld ist dann v(z) = ®'(2) = Voo 73
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2 Abstecher in die Realitat - Stabilitdt von Atomen

Wir betrachten die Frage, warum Atome stabil sind, die Elektronen also nicht in den Kern fallen. Dazu
betrachten wir den Hamiltonoperator des Coulomb-Problems.

H=—n—Z (2.1)

|z]

Wir betrachten den Grundzustand und zeigen, dass dieser beschrankt ist.
¥ : R3 s C sei die (nomierte) Wellenfunktion und €(¢) die Energie.

<¢ ' A~ ' ¢> VY, V) / () Pz (2.2)
(P
Bevor wir beginnen, eine Erinnerung an die Holdersche Ungleichung, welche fiir p = ¢ = 2 in die Schwarzsche
Ungleichung iibergeht.
2.0.8.15 Satz. (Héldersche Ungleichung)

Sei p > 1 und %4—%: 1. Dann gilt

[ @< ([ \f(x)\pdﬂU); (] rg<x>erx)‘ll . (23)

Proof. Wir betrachten zuerst die folgende Ungleichung, die wir aus der Konkavitét des Logarithmus erhalten.

1 1 1 1
In (ab) = In(a) + In(b) = , In (a?) + gln ) ) gk In <pap + qbq> (2.4)

Nun folgt mit der Monotonie der Exponentialfunktion
ab = (@) < 1“( aribt) _ lap + lbq‘ (2.5)
p q

Seien nun

A= /n |f(z)[Pdx B := lg(x)]9d. (2.6)

R

A und B sind offensichtlich grofler Null, falls f und ¢ stetige und von Null verschiedene Funktionen sind.
Mit der vorangegangenen Ungleichung gilt nun

(If(A)V’> <|g<B>\ )i < LGP, Lot (2.7)

SchlieBlich liefert die Integration auf beiden Seiten die Holdersche Ungleichung.

1
o [ @@ < G E =1 (.9
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2 Abstecher in die Realitdt - Stabilitdt von Atomen

2.0.8.16 Theorem.

Die Grundzustandsenergie ist beschrénkt.

e {ew)] [ 0P =1} > —cz?

2.0.8.17 Lemma.
Es gilt

1 1
Vol = [ e 5 ([ ot |das) = L

1
IVYll2 = ~[[¥]le

Kurz:

Proof. 1. Schritt
Sei 1 € C3(R3):

Behauptung: |[ Ve[ = [[6]ls = (fis [0(2)[2dx)

win

o0

(@, g, 2)| < /_ 100, (@,y, 2) |y < /

(e 2ldny < [ Vool
Selbes Argument geht auch fiir y, 2!

|w<x,y,z>3s(/ |vw<x1,y,z>\dx1)2(/ \vw<z,yl,z>|dy1)2(/ |w<x,y,z1>\dzl)2

Damit und mit der Schwarzschen Ungleichung, die wir im zweiten Schritt verwenden erhalten wir

/ (e, y, 2)) e

—00
1

<[ (/Oo V(e y,z1>|dz1>é (/_OO V(@ 2 )|dy1)é (/_Z|w<x1,y,z>|dx1)2dw

1

(// V(5 21) |dz1da:) (// V41, >|dy1dx> (/Z|vw<x1,y,z>|dx1>2

Diesen Trick wiederholen wir

// o,y 2)| 3 dady
<< /] oolvw(m,y,21)|d21d$dy> (// V(. 2 \dyldx> <// V(a1 v, 2 >\d:r1dy)

Und schliefilich erhalten wir

/¢ 2Ob(—/// V(x,y, 2 2d:zdydz

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

< (///Oo IV (z,y, z1)|dzldxdy>2 <///Z \Vq/)(:z,yl,zﬂdyldxdz)é <///Z Ve(z1,9, z)|dgcldyolz>é

B </ / /_O; Vo ley, Z>!dfvdydz)g N (/R Iw<x>|d><>g
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2. Schritt

Wir wissen nun, dass [ [V > (f |v|2 ) Sei nun () = |u(z)[*.

[l = /w%:(/ (lu(z >|)3dx>2
< [ Wlu@liae = [ 4] @l ivue)d
<4 (/ \u(m)\6dx>2 (/ ]V\u(:ﬁ)|2dm>2

(2.22)

(2.23)

(2.24)

Im letzten Schritt verwendeten wir wieder die Schwarzsche Ungleichung. Wir dividieren nun durch die erste

Klammer im letzen Schritt

(Jiraz)’ " <a( [19unpar)’
(/ \u(z)\%x)é < 4l

[ulls < 4[[Vull2

Also habe wir gezeigt, dass

3. Schritt

- / V() Pz — WW( 2)ds

1
> Telvls - ,W@WM

== ( L, |1/)<oc>%wc)é - éwmﬁdx

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

Wir zerlegen jetzt die Gleichung in einen Term mit |x| < R und einen mit |z| > R. R ist noch beliebig.

€ i 2 _ 2 X — 2 X
W 2 gl [ mw n)Pd /$|>R ETCI

1 Z
> vl [ mw( o)Pdo - 2

1 2 87 3 o Z
il —zr (22 _Z
ik - zr () iz - 7

- (116 -zr (%) ) iz -2

Vv

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

Mit der Forderung, dass die grofie Klammer im letzten Schritt grofler als Null ist (verkniipft R mit Z!), folgt

e(v) > —cZ?

(2.35)

Damit ist die Stabilitdt zumindest fiir einen Einteilchenkern und ein Elektron gezeigt. Der Fall mit N
Teilchen im Kern und M Elektronen ist wesentlich schwieriger, liefert aber den mathematischen Grund fiir

die Stabilitdt der Materie.

O
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3 MaBtheorie in einer Dimension

In der Mathematik wird das Integral gewohnlich nicht als Riemann-Integral definiert, sondern als Lebesgue-
Integral. Zur Erinnerung die Definition des Riemann-Integrals: Sei die Riemann-integrierbare Funktion f(x)
gegeben. Dann ist das Integral iiber [a,b] definiert als

b
[ e =tin 3 s o - ). (3.1)

Schon Archimedes berechnete auf diese Weise z.B. den Fléicheninhalt des Kreises. Das Problem dieser
Definition ist, dass fiir eine Folge von Funktionen f,, € R(I), mit [ |f, — fm|dz — 0, nicht gegeben ist, dass
ein f € R existiert, mit f,, — f.

3.0.9 Lebesgue-Integral

Um dies zu vermeiden, wird nicht das Urbild, sondern das Bild der Funktion in Teilgebiete unterteilt. Das
Integral wird definiert als die Summe

> (= i %u <f‘1 ([7: m;r 1D> (3.2)

m=0

Man beachte, dass der Bruch 7' auf der rechten Seite die Rolle von f(z;) im Riemann-Integral und
7 ( f! ([%, mTH] )) die Rolle von x;1 — x; iibernimmt. Mit der so definierten Reihe, die monoton wachsend
und beschriankt und damit auch konvergent ist, kann das Lebesgue-Integral definiert werden.

3.0.9.1 Definition. (Lebesgue-Intergral)

[ fayda = im 3 (1 (33)
3.0.9.2 Beispiel.

1 ,2>0
0 ,x<0

/ F(@) duta / F(a) () da = / £(2) 8(z) dz* = £(0) (3.4)

3.0.9.3 Bemerkung.

Die Definition des Integrals wird reduziert darauf, ein geeignetes Mafl u zu finden. Im Allgemeinen ist es
aber nicht moglich, fiir alle Mengen einen einziges Maf3 zu definieren!

3.0.9.4 Beispiel. (Banach-Tarski-Paradoxon)

In drei oder mehr Dimensionen kann man eine Kugel derart in abzéhlbare viele (geniigend komplizierte)
Stiicke zerlegen, dass man aus diesen abzdhlbar vielen Stiicken zwei Kugeln mit dem Radius der Ausgangs-
kugel zusammen setzten kann. Das Volumen verdoppelt sich also.

Seif:]RHR,,u(x)—{

Dieses Paradoxon fiihrt auf die Aussage, dass sich nicht ein einziges Maf fiir alle Mengen definieren ldsst.
3.0.9.5 Bemerkung.

Sofort stellt sich auch die Frage, welche Mengen messbar sind.
Welche Eigenschaften sollten B(= messbare Mengen) besitzen?
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3 Mafitheorie in einer Dimension
(a) f71((—o0,a)), f~Y([a,00)) = {z|f(x) > a} =R\ {f < a} sollten messbar sein.
(b) A € B, dann sollte auch R\ A € B gelten.
(c) Falls f stetig ist, dann ist f~!((a,b)) offen. D.h. alle offenen Mengen sollten auch in B sein.
(d) Das Maf} der Vereinigung disjunkter Mengen sollte gleich der Summer der Mafle der einzelnen Mengen
sein: p (U,, An) = >, 1(Ap). Also falls {A,} € B und A,, N A = {0}. Dann sollte auch |J,, A, € B.
3.0.9.6 Definition. (Borel Menge von R)
Die Borel Menge von R ist die kleinste Menge, die folgende Eigenschaften besitzt (vgl. o-Algebra).
(a) B ist abgeschlossen unter Komplementbildung, d.h. A € B=R\ A € C.
(b) B ist abgeschlossen unter abziahlbaren Vereinigungen, d.h. (4, € B = |J,, An € B).
(c) B enthélt alle offenen Mengen ((a,b) € B).

3.0.9.7 Bemerkung.
Esgilt ABeB=AUBeB, ANBe€B, A\ B € B. Denn

R\ (4. = J®R\ 4,) €B (3.5)

Erinnerung: A\ B=AN(R\ B).
B bekommt man daher ausgehend von M = {(a,b)|a < b} durch Komplement, Schnitt und Vereinigung.
3.0.9.8 Definition. (Lebesgue-MaB)

Sei J die Familie aller abzéhlbarer Vereinigungen von offenen Intervallen und

i i
Anschaulich kann man das Maf} also als Lange der offenen Intervalle verstehen.

Punkten wird in dieser Definition allerdings noch kein Maf3 zugeordnet. Auf B definiert man daher fiir B € B:

w(B) = inf _p(l) (3.7)

Das Maf} eines Punktes ist also Null.
3.0.9.9 Theorem.
Das so definierte Lebesgue-Maf3 u besitzt die folgenden Eigenschaften:

(a) p(0)=0
(b) Wenn {A4,} C B und A, A4; =0 (also {A,,} Menge disjunkter Mengen), dann gilt

z (U An) =D n(4n) (3.8)

(¢) w(B) =inf{u(I)|B C I, I offene Menge}
(d) p(B)=sup{u(C)|C C B und C kompakt}

Zu (c) sei erinnert, dass sich jede offene Menge in R als abzdhlbare Vereinigung von Intervallen ausgedriickt
werden kann. Denn

O offen = Vz € O 3 I, = (az,by) 2 x, I, C O. (3.9)
0=|JL (3.10)

Es bleibt nun nur noch zu definieren, was es bedeutet, dass eine Funktion messbar ist.
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3.0.9.10 Definition. (messbare Funktion)

Eine Funktion heiit Borel-Funktion bzw. messbar < ! (B) ist eine Borel Menge.
3.0.9.11 Satz.

f Borel-Funktion < V B € B gilt, dass f~![B] € B.

3.0.9.12 Satz.

Fiir Borel-Funktionen gelten die folgenden Eigenschaften.

(a) Wenn f, g Borel-Funktionen sind, sind auch f + g, f - g, max{f, g} und min{f, g} Borel-Funktionen.

(b) Wenn f, (n=1,2,3,...) Borel-Funktionen sind und f,, — f, dann ist auch f Borel-Funktion.

Proof. zu (b)
Es gilt auch, dass sup,, { fn(x)} und inf, { f,(z)} Borel-Funktionen sind.

{x|supfn>a}:U{fn>a}EB

Borel

{:z:i%ffn>a}29{fn2a}68

Borel

lim sup a,, = inf supa,
n—o00 k>1 n>k

limsup f,(z) = linrr_1>ioréf fulz) = f(x) falls f, — f

n—o0

Da die linke Seite Borel-Funktionen sind, ist es auch f.

3.0.9.13 Beispiel.

1 €
f(z) = {O v ? ist nicht Riemann-integrierbar aber Lebesgue-integrierbar.
x €

3.0.9.14 Definition. (Lebesgue-integrierbar)

Eine Funktion ist Lebesgue-integrierbar, genau dann wenn [ |f|dz < occ.

Das Integral iiber den Betrag wird dabei in negativen und positiven Teil zerlegt.
[ise= [ 1= [£ fo=max{o.5@), 1= - min{o, /()
Die Menge aller Lebesgue-integrablen Funktionen ist

CY(R) = {f / fldz < o0}

3.0.9.15 Theorem.

Seien f, g, messbar.
(a) f,ge Ll = f+geLt
(b) lg|< fund fe L = ge Lt
(c) | [ fdz| < [|fldz
(d) f§g:>ffdm§fgdm
(e) | [ fda| < [b—al-sup|f(x)| wenn f stetig.

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)
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3 Maftheorie in einer Dimension

3.0.9.16 Theorem.

fn(z) > 0 messbar und f,(z) = f(z) V. fpi1(z) > fo(z) Vo, fr 1 f. Wenn [ |f,(z)|dz < C. Dann gilt

n—oo

lim Rfk dx—/f dx@hm/]fn fldx = 0.

3.0.9.17 Beispiel.
Betrachten wir eine Funktionenfolge wie in Abbildung 3.1, mit f,,(z) = fo(z — 2n).

fo(x) fl(X) f(x) f.(x)
-1 2n+1

Abbildung 3.1: Funktionenfolge, deren Funktionen sich nicht iiberlappen.

(3.17)

Punktweise konvergiert die Folge gegen die Nullfunktion f(z) := lim, o fn(z) = 0. D.h. auch das Integal

dariiber verschwindet. Nehmen wir fy als Halbkreis an, dann gilt

:/an(x)dx>/Rf(:c)dx:

3.0.9.18 Lemma. (Lemma von Fatou)

Sei f,, Folge von messbaren Funktionen. f(z) = liminf,_,~ f,(x). Dann gilt

hmlnf/fn d:c>/f
n—oo

Proof. Sei F¥(z) = inf,>), fo(z), F¥(z) monoton wachsend.
liminf | f, =sup 1nf /fn > sup/ inf f,, = sup/ / x)dr = /f
n k>171> k>1 k>1

3.0.9.19 Theorem. (Satz von der dominierten Konvergenz)

Sei fn(z) = f(z) und |fn(z)] < G(z) mit [ G < co.
Dann ist f € £! und

hm/|fn— fldz = 0.
i [0 [1 [

lm/mz/f
im [(G- )= [©- 1
;»hm/fng/f;»hm/fn:/f

AuBlerdem gilt

Proof. f, > 0.
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3.0.9.20 Definition.

f, g sind dquivalent < / |f — g|(x)dz = 0 < f = g fast iiberall. (3.26)
R

3.0.9.21 Definition.

L'(R) ist die Menge der Aquivalenzklassen.

3.0.9.22 Bemerkung.

Der Funktionswert an einem einzelnen Punkt f(z) bedeutet NIX!
3.0.9.23 Theorem. (Riese-Fischer)

L1(R) ist vollstindig.

Proof. Die Einsnorm ist || f||1 = [ [f|(z)dz. Sei f, Cauchy, ||fn — fml1 —=nm—oo 0.
Es ist zu zeigen, dass 3f mit f € £! und || f — f.|| — 0.

Es geniigt zu zeigen, dass es eine Teilfolge f, gibt (Achtung: Notation gleich wie Folge, aber nicht gleich!),
mit f,, so, dass || f, — fas1l <27

gnl@) = 3 1fn(®) = fara (@) (3.27)
n=1
Im T oo () (3.28)
lgmll <3 M= farall €3 27" <1 = goo € L1 (3.29)
n=1 n=1
m—1
fn(@) = f1(2) + D (far1 (@) = fu(@)) = Sm(x) (3.30)
n=1
Sm(x) ist absolut konvergent < i | fnt1 — fnl(z) ist konvergent (3.31)
n=1
= 3f(z) Sm(z) = f(x) (3.32)
[ ()] < [f1(2)] + goo(@) = | fn = fllL = 0 (3.33)
O

3.0.9.24 Bemerkung.

Im 1-d sind Masse allgemein von der Form da, mit o : R — R.

p((a.b)) = lir%(a(b —¢€)—ala+e) (3.34)
e—
Fiir das Lebesgue-Maf gilt einfach
QLebesgue (T) = . (3.35)
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