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Übungen zu

�Algebraische Topologie�

Sei (X, x0) ein punktierter topologischer Raum. Wir de�nieren die reduzierte Einhängung ΣX
von X durch den Quotienten

ΣX := X × [0, 1]/(X × {0} ∪X × {1} ∪ {x0} × [0, 1]).

mit [(x0, t)] als Basispunkt.

1. De�nieren Sie für jedes stetige f : (X, x0) → (Y, y0) ein stetiges Σf : ΣX → ΣY derart,
dass Σ zu einem Funktor von Top0 auf sich wird.

2. Zeigen Sie für n ∈ N0 : ΣSn ∼= Sn+1, wo Sn den kanonischen Einheitsvektor 1 =
(1, 0, . . . , 0) als Basispunkt hat. (Hinweis: Betrachten Sie die Abbildung Φ: Sn × [0, 1]→
Sn+1,

Φ(x, t) :=

{
(2tx+ (1− 2t)1,

√
1− ||2tx+ (1− 2t)1||2), 0 ≤ t ≤ 1/2

((2− 2t)x+ (2t− 1)1,−
√

1− ||(2− 2t)x+ (2t− 1)1||2), 1/2 ≤ t ≤ 1.)

3. Für einen punktierten topologischen Raum (X, x0) und n ≥ 1 de�nieren wir die n�te
Homotopiegruppe πn(X, x0) wie folgt: Sei C(Sn, X) die Menge der stetigen Abbbildungen
f : Sn → X, so dass f(1) = x0 ist. Für f, g ∈ C(Sn, X) sei f ∼ g die Äquivalenzrelation
gegeben dadurch, dass es eine Homotopie relativ {1} zwischen f und g existiert. Setze
schlieÿlich πn(X, x0) := C(Sn, X)/ ∼. Für f, g ∈ C(Sn, X) de�nieren wir f ∗ g : Sn−1 ×
[0, 1]→ X durch

(f ∗ g)(x, t) :=

{
f(Φ(x, 2t)), 0 ≤ t ≤ 1/2

g(Φ(x, 2t− 1)) 1/2 ≤ t ≤ 1

für das Φ aus Aufgabe 2. Zeigen Sie, dass dadurch eine Abbildung f ∗ g von Sn nach
X induziert wird. Zeigen Sie ferner, dass durch [f ] ∗ [g] := [f ∗ g] eine Verknüpfung auf
πn(X, x0) de�niert wird, so dass (πn(X, x0), ∗) eine Gruppe wird.

4. Sei (X, x0) ein punktierter topologischer Raum. Zeigen Sie, dass πn(X, x0) abelsch ist für
alle n > 1. (Hinweis: Nach Aufgabe 2 gibt es eine surjektive Abbildung von Sn−2× [0, 1]×
[0, 1] → Sn. Betrachten Sie die Homotopie auf dem Quadrat [0, 1] × [0, 1] und lassen Sie
den Faktor Sn−2 fest. Skizzieren Sie die Homotopie im Quadrat und begründen Sie, warum
Sie diese auf Sn runterdrücken können.)
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