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Ubungen zu
~Algebraische Topologie*

Sei (X, xp) ein punktierter topologischer Raum. Wir definieren die reduzierte Einhdingung ¥.X
von X durch den Quotienten

SX = X % [0,1]/(X x {0} UX x {1} U {zo} x [0, 1]).

mit [(xg,t)] als Basispunkt.

1. Definieren Sie fiir jedes stetige f: (X, z9) — (Y,90) ein stetiges ¥f: ¥X — XY derart,
dass X zu einem Funktor von Top, auf sich wird.

2. Zeigen Sie fiir n € Ny : ¥S" = S"" wo S" den kanonischen Einheitsvektor 1 =

(1,0,...,0) als Basispunkt hat. (Hinweis: Betrachten Sie die Abbildung ®: S* x [0,1] —
Sn—&-l,

(2=2t)x+ (2t — 1)1, —/1 —[[(2—2t)z + (2t — D)1[?), 1/2<t< 1)

Dot {(th +(1=20)1, /1 - [[2ta + (1 - 20)1]]2), 0<t<1/2

3. Fiir einen punktierten topologischen Raum (X, zo) und n > 1 definieren wir die n-te
Homotopiegruppe m,(X, xy) wie folgt: Sei C(S™, X) die Menge der stetigen Abbbildungen
f:S" — X, so dass f(1) = z ist. Fiir f,g € C(S", X) sei f ~ g die Aquivalenzrelation
gegeben dadurch, dass es eine Homotopie relativ {1} zwischen f und g existiert. Setze
schlieflich 7, (X, zo) := C(S", X)/ ~. Fiir f,g € C(S", X) definieren wir f % g: S""! x
[0,1] — X durch

F(@(x,2t), 0<t<1/2
g(P(z,2t —1)) 1/2<t<1

(f*g)(xvt> = {

fiir das ® aus Aufgabe 2. Zeigen Sie, dass dadurch eine Abbildung f * g von S" nach
X induziert wird. Zeigen Sie ferner, dass durch [f] * [g] := [f * ¢] eine Verkniipfung auf
(X, zo) definiert wird, so dass (m,(X, xo), *) eine Gruppe wird.

4. Sei (X, xp) ein punktierter topologischer Raum. Zeigen Sie, dass 7, (X, zo) abelsch ist fiir
alle n > 1. (Hinweis: Nach Aufgabe 2 gibt es eine surjektive Abbildung von S"~2 x [0, 1] x
[0,1] — S™. Betrachten Sie die Homotopie auf dem Quadrat [0, 1] x [0, 1] und lassen Sie
den Faktor S"~2 fest. Skizzieren Sie die Homotopie im Quadrat und begriinden Sie, warum
Sie diese auf S™ runterdriicken konnen.)
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