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Übungen zu

�Algebraische Topologie�

1. Zeigen Sie, dass der projektive Raum Pn (n ∈ N0) eine topologische Mannigfaltigkeit ist.
(Hinweis: Zeigen Sie, dass Ui := {[x0 : x1 : . . . : xn] ∈ Pn : xi 6= 0}, i = 0, . . . , n, o�en in
Pn ist und de�nieren Sie einen Homöomorphismus von Ui nach Rn.)

2. Sei X ein metrischer Raum. Für jede Teilmege A ⊆ X de�niert man den Durchmesser

von A durch diam(A) := sup{d(x, y) ∈ [0,∞) : x, y ∈ A} ∈ [0,∞]. Zeigen Sie: Ist X
kompakt und (Ui)i∈I eine Überdeckung von X, so gibt es ein λ > 0, so dass für jede
Teilmenge A ⊆ X mit diam(A) < λ gilt: Es gibt ein i ∈ I mit A ⊆ Ui.

3. Sei G eine Gruppe. Für zwei Elemente a, b ∈ G heiÿt [a, b] := aba−1b−1 der Kommutator

von a und b. Die von allen Kommutatoren erzeugte Untergruppe heiÿt Kommutator�

Untergruppe G′ von G.

(a) Zeigen Sie, dass G′ ein Normalteiler von G ist. Wir nennen Gab := G/G′ die Abelia-
nisierung von G.

(b) Zeigen Sie, dass Gab abelsch ist und π : G → Gab folgende universelle Eigenschaft
erfüllt: IstH eine abelsche Gruppe und ϕ : G→ H ein Homomorphismus, so existiert
genau ein Homomorphismus ϕ̄ : Gab → H mit ϕ̄ ◦ π = ϕ.

(c) De�nieren Sie nun einen Funktor (.)ab : Grp→ Ab.

4. (a) Sei X eine zusammenhängede, topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n ≥ 3.
Zeigen Sie: π1(X) = π1(X \ {p}).

(b) Zeigen Sie: π1(Pn) = Z2 für alle n ≥ 2. (Hinweis: Vollständige Induktion.)
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Frohe Weihnachten und einen guten Rutsch ins neue Jahr!


