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Definition: Ein lineares Gleichungssystem (LGS) ist ein System
von n Gleichungen der Form

m
Zaij‘rj:bia 1§1§n,
j=1

mit Unbekannten z1,...,z,, und

bekannten Koeffizienten a;; und b;.

» Aquivalent kann man schreiben AZ = b,
wobei & € R™ gesucht ist, und
A = (a;5) € M(n,m) und b € R" vorgegeben sind.
» Das Gleichungssystem heiBt homogen, falls b=0,
sonst inhomogen.
» Die Losungsmenge ist

L;={FcR"|AT =1b}.
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Beispiel: Wassermengen und Konzentrationen in einem Fluss

Betrachte ein Gewasser (Fluss) mit
» mehreren Zuflissen (j = 1,...,n) und
» einem Abfluss.

Wir interessieren uns fiir die einzelnen Zuflussmengen @);.
Aber: Messung aller zu aufwandig.

Messe stattdessen

» Abflussmenge Qqes (z.B. an einem Wehr) und
» Konzentrationen verschiedener Stoffe

> im Abfluss, c5io, und
> in allen Zufliissen, ¢§*°f.
Bestimme daraus die Zuflussmengen V.

(unter der Annahme guter Durchmischung). s
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B Beispiel
Eliminationsverfahren ISP
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Unterrdume P
. Beispiel (Fortsetzung)
L6sungsmengen

Losung durch Eliminationsverfahren / GauB-Algorithmus:
Fiige Daten A und b zur einer n x (m + 1)-Matrix B = (A|b)
zusammen. Erlaubte Operationen:

1. Vertauschen zweier Zeilen von B.
1 2 3 4 5 6
<45‘6>2 e <12‘3>
2. Multiplikation einer Zeile von B mit Faktor o # 0.
1 2 3\ | -2 — 2 4 6
4 5 6 4 5 6
3. Addition des a-fachen einer Zeile von B zu einer anderen.

1 2] 3 4 12 3
(45‘6>:\+ e (0 —3‘—6)
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Anwendung am folgenden LGS

4aq + 4xo + 323 — 224 = 16 (1)
2x1 + 229 + w3 — 4y = 14 (2)
—51y — bwg — 2y — Hay = -2 (3)

kompakt geschrieben:

4 4 3 —9 16
(2 2 —4| 14) /

3
-5 -5 _ 2/3 — 11/3 — 23/3
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Beispiel
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Las:"";t;:f;‘ugr:’? Beispiel (Fortsetzung)
3 2 16\ | =14
3 —4 14
_ 2/3 — 11/3 — 23/3
3/4 —1/2 4 -2 45
3 —4 14 :‘+
_ 2/3 — 11/3 — 23/3 +
34 —1/3 4
3 —3 6 2/3
37/12 — 37/6 — 37/3 12/37
1 34 —1/2 4
0 1 -2 4 -1
0 1 —2 4 :\+
/- I
0 1 —2 4
0 O 0 0
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LGS ist nun auf Zeilenstufenform,
allgemein: (x heiBt "kann # 0 sein")

0 0 % e ... s | %
0 0 * e % | %
0 0 * x| %
0 0| x
0 O *

Bemerkung: Ob an den Stufen wirklich len stehen ist egal,
entscheidend ist, dass die Zahlen in den Kastchen # 0 sind.

Stefan Keppeler Lineare Gleichungssysteme



Definition

Eliminationsverfahren Be.iSpiEI
- Zeilenstufenform
Uiternetrs Beispiel (Fortsetzung)
L6sungsmengen P g
1 1 34 —1)2 4
0 0 1 -2 4
0O 0 O 0 0

» Diesem Schema entsprechen die umgeformten Gleichungen
Ty + 32 + Ja3 — 304 =4

r3 — 2.1‘4 =4.
» Auflésen nach z; und x3:
T :4—332—%3334‘%1‘4
r3 =44 21y
» Wahle z9 = s € R, z4 =t € R beliebig ~
r1=1—s—1
r3 =4+ 2t
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At Beispiel
Eliminationsverfahren 1sP
- Zeilenstufenform
Unterrdume R
. Beispiel (Fortsetzung)
L6sungsmengen

Damit ist die allgemeine Losung

1 1

8]
Il

+ s +t

S = O =
»dl\DOl

1
0
0
Anders gesagt, die Losungsmenge ist

1

+ 5 +t . s, teR

S = O =
»dl\DOl

1
0
0
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Definition: Eine Teilmenge U C R" heiBt Unterraum (des R"),
falls U ebenfalls ein Vektorraum ist, d.h insbesondere falls aus
i, v € U folgt, dass auch ati + 7 € U V «, 5 € R.

Definition:
Der von den Vektoren @), ... @*) € R" aufgespannte Unterraum
ist die Menge

<ﬂ'(1),...,ﬁ(k)> = {alﬂ'(l) + .+ o |a1,...,ak € ]R}.

> oM + .. 4 o, @*) heiBt
Linearkombinationen (LK) der Vektoren @M, ... @)
» Unterrdume heiBen auch TeilrAume oder lineare Teilrdume.

> Im Fall k = 0 setzen wir () = {0 }.
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Beispiel

Satz: Die Lésungsmenge Ly = {7 € R™ | AT = 0} eines
homogenen linearen Gleichungssystems ist stets ein Unterraum. P
Beweis:

Satz: Ist @ € R™ irgendeine Losung des inhomogenen linearen

Gleichungssystems AZ = b, ist also Ad = b, dann ist die

Lésungsmenge Ly = {7 € R™ [ A7 = b } gegeben durch
Ly=i+Ls:={feR" | f=u+7, je L5}

Beweis: %

Beachte: Lg kann leer sein, obwohl L nie leer ist.

Bemerkung: Mengen der Form @ + Lg, wobei L5 ein Unterraum
ist, heiBen auch affine Teilraume. Sie entstehen aus (linearen)
Teilrdumen durch Translation.
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» Anton und Berta sind Geschwister
» Anton hat doppelt so viele Schwestern wie Briider

» Berta hat gleich viele Schwestern wie Briider

Wieviele Kinder gibt es in der Familie? «
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Beispiel: Tomographie
» Transmissionskoeffizienten (2D)

a1

12

21

22

» Schattenbild ergibt Gesamttransmission

Al = a2, A2 = a1,
M1 = Q11Q21, M2 = (i12(e22.

7

» Logarithmieren, log \; = log a1 + log a1 etc.,

fihrt auf das LGS

1 1 00 log 11
0 0 11 log a1
1 0 1 0 log a1
01 01 log a99

log A1
log A\
log pu1
log pi2
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