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Aufgabe 66 (10 Zusatzpunkte)
Die Menge der stetigen Funktionen auf dem Intervall [a, b],

C([a, b)) ={f : [a,b] — R| [ stetig}
ist ein Vektorraum tiber R (vgl. Aufgabe 43). Zeigen Sie: (-, -) : C([a,b]) x C([a,b]) = R
mit

(r9) = [ 5@ g()ds

ist ein Skalarprodukt.

Aufgabe 67 (10 Zusatzpunkte)
Zeigen Sie: Die Funktionen \/%, # cos(nx), # sin(nz), n € N bilden ein Orthonormalsys-
tem (ONS) in C([0, 27]) mit dem Skalarprodukt aus Aufgabe 66.

Aufgabe 68 (Fourierreihen) (10 Zusatzpunkte)

Die Funktionen aus Aufgabe 67 bilden nicht nur ein ONS sondern tatséchlich auch die
oo-dimensionale Verallgemeinerung einer Basis (eine sogenannte Schauderbasis bzw. ein
vollstéindiges ONS)2. Sie kénnen nun ein Element aus f € C([0,27]), d.h. eine stetige
Funktion f(x), in diese Basis entwickeln, d.h. die Funktion als Linearkombination der
Basisfunktionen darstellen,

(*)

Die Koeffizienten a,, und b, erhalten Sie, indem Sie das Skalarprodukt von f mit den
Basisvektoren bilden (vgl. Abschnitt 5.5 der Vorlesung), d.h.

a= (o f) . a= (= g = () p) e neN

bzw. explizit

o = % /0% f@)dz, a, - % /0% cos(nz) f(z)dz, by = % /0% sin(nz) f(z) da .

Man nennt (x) die Fourierreihe von f. Bestimmen Sie die Fourierreihen von

a) f(r) =sin’z

T , nggg
)= r—z , T<ao<i
T =27 37”<x§27r

HINWEISE: Fiir Teil (a) miissen Sie keine Integrale ausrechnen. Skizzieren Sie sich fiir Teil
(b) zunéchst den Graph von g und iiberlegen Sie sich, dass a, = 0V n € Ny und by, =0
V' neN (warum?).

2Eigentlich sollte man hier nicht nur von C([a,b]) sprechen sondern von einem “etwas groferen”
Funktionenraum. ..



