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MATHEMATIK FUR PHYSIKER III

UBUNGSBLATT 9

Aufgabe 34: Es sei n > 1 eine natiirliche Zahl, £ der K-Vektorraum aller n x n-Matrizen mit
Koeffizienten aus K, versehen mit der Operatornorm || Al|o, = sup,egn 421 | AZ]]-

(a) Zeigen Sie, dass fiir jedes A € E die Reihe

K

k=0

gegen ein G € E konvergiert. Hierbei bezeichnet A¥ = A- A ... A (k-Mal) die Matrizenmul-
tiplikation. Wie in der Vorlesung, schreiben wir exp A (oder e#) fiir den Grenzwert G. 4]

(b) Zeigen Sie, dass fiir jedes A € E, s,t € K die Identitét
exp(t + s)A = exptA - exp sA
gilt. 3]
(c) Gilt fiir beliebige Matrizen A, B € E die Identitét “exp(A + B) = exp(A) - exp(B)” ? 3]

(d) Berechnen Sie die Ableitung von K — E, t — exptA an der Stelle ¢, wobei A € E beliebig
ist. 2]

(e) Es seien jetzt A, B,C : R — E stetig differenzierbare Kurven. Zeigen Sie, dass dann auch
§: R — E, §(t) == A(t) - B(t)* - C(t) stetig differenzierbar ist und berechnen Sie ihre
Ableitung an einer Stelle ¢. 3]

Aufgabe 35: Geben Sie explizit alle reellen Losungen der folgenden linearen Differentialglei-
chungen an:

(a)

#(t) = 3x(t) +y(t)
y(t) = =(t) +3y(t)

#(t) = —y(t)
yt) = =(1)
Hinweis: Ist z(¢) = u(t) + iv(t) eine komplexe Losung der DGL 2 = A - z, wobei A eine reelle

Matrix ist, so sind auch Rz(t) und Iz(¢) Losungen der DGL 2 = A - z. Hierbei bezeichnet
Rz den Realteil und Sz den Imaginérteil der komplexen Zahl z. 3]



,CEQ(t) = wg(t) + Qfg(t)
3(t) = 3(t)
3]
(d) Losen Sie das AWP 3]
T — 6%+ 122 — 8x =1, z(0) =2(0) =1, &(0) =2
Aufgabe 36:
a) Geben Sie ein Beispiel einer linearen gewthnlichen DGL mit nichtkonstanten Koeffizienten
sowie einer nichtlinearen gewthnlichen DGL an. 2]
b) Es sei C*¥(I) der Vektoraum K-wertige k-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf dem
Intervall I C R. Es seien weiter 1, ..., 1,11 € C¥(I). Zeigen Sie: Gibt es ty € I, so dass
Uito)  2(te) - Yisa(to)
Yy (t Wh(t cee (2
| A0 U0 vt |
k k k
W) 0() - i)
so sind 91, ... , 141 linear unabhingig in C*(I). Zeigen Sie, dass die Funktionen e®? .. ¢@m!
linear unabhéngig sind (als Elemente in C*°(R)) wenn a; € C paarweise verschieden sind.  [4]

Abgabe: Montag, 18.01.2010, zu Beginn der Vorlesung, diesmal ausnahmsweise 12.00-13.30 in
M2.



